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Comparaison des foncteurs duaux des isocristaux
surconvergents

DANIEL CARO (%)

ABSTRACT - Let V be a mixed characteristic complete discrete valuation ring, X a
smooth formal scheme over V, X its generic fiber (as rigid analytic space), sp :
Xk — X the morphism of specialization, X its special fiber, Z a divisor in X and E
an isocrystal on X \ Z overconvergent along Z. We write D} (1Z), for the ‘weak
completion’ of the sheaf of differential operators on X with overconvergent
singularities along Z. We prove the compatible with Frobenius isomorphism
D(0x(2)0) ®o,2), SP.(EY) = D} (sp,(E)), where E" is the dual of E and D}, is
the D;(TZ)Q—linear dual.

Introduction.

Afin de construire une catégorie de coefficients p-adiques stables par
les six opérations de Grothendieck, Berthelot a eu I'idée d’élaborer une
théorie p-adique de la théorie algébrique des “coefficients de de Rham” en
caractéristique 0, i.e., celle des D-modules arithmétiques (voir [Ber02]).
D’autre part, Mebkhout et Narvaez ont entrepris ’étude des coefficients p-
adiques ((MNM90]), par des méthodes voisines, reposant sur une sorte de
complétion faible du faisceau des opérateurs différentiels sur les schémas
faiblement formels, ces objets géométriques ayant été étudiés et déve-
loppés par Meredith ((Mer72]). Dans le cas général, ces deux constructions
ne sont pas comparables. Néanmoins, (lorsque le diviseur de Cartier est
ample) Noot-Huyghe (voir [NH03]) a prouvé un tres utile théoreme de
comparaison (nous nous en servirons par exemple dans [Carb]). Quoique
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ces deux constructions soient différentes, elles apparaissent complémen-
taires (cela sera techniquement mis en exergue dans [Carb]).

Cet article s'insére dans 'étude de la stabilité par cinq des six opéra-
tions de Grothendieck de ’holonomie ou de la surholonomie ([Cara]) des D-
modules arithmétiques; nous allons expliquer pourquoi et comment.

Soient ¥V un anneau de valuation discrete d’inégales caractéristiques
(0, p), X un V-schéma formel propre et lisse, X sa fibre spéciale et Z un
diviseur de X, Xk sa fibre générique (en tant qu’espace analytique ri-
gide) et sp : Xx — X le morphisme de spécialisation (qui est un mor-
phisme de sites annelés). Berthelot a construit (voir [Ber96, 4.2.5]) le
faisceau des opérateurs différentiels de miveau fini, a singularités
surconvergentes le long de Z, qu’il note D;(TZ)Q (ou DT,( Q(TZ)). Celui-ci a
spécialement été concu afin d’interpréter en terme de D-modules ari-
thmétiques la notion d’isocristaux surconvergents. En effet, Berthelot a
prouvé que le foncteur sp, induit un foncteur pleinement fidele de la
catégorie des isocristaux sur X \ Z surconvergent le long de Z dans celle
des D;(TZ)Q—modules cohérents ([Ber96, 4.4.5 et 4.4.12]). Dans un pro-
chain travail ([Carb]), nous établirons que certains complexes de D-
modules arithmétiques (par exemple surholonomes) se dévissent en
isocristaux surconvergents, ce qui correspondra a I’analogue p-adique de
la décomposition au dessus d'une stratification d’'un faisceau con-
structible en faisceaux lisses. En d’autres termes, I'étude des propriétés
de stabilité (notamment par produit tensoriel interne ou externe) de la
surholonomie (et sans-doute de I'holonomie) devrait se ramener par
dévissage a celle des isocristaux surconvergents. Or, via le théoreme de
monodromie génériquement fini ou étale de Tsuzuki ([Tsu02]), valable
pour les F-isocristaux unités, on parvient, en pratiquant de la descente
propre, génériquement finie et étale, a prouver la cohérence ([Car04a]),
I’holonomie ([Car04c]) ou la surholonomie ([Cara]) de ces derniers. Les
deux ingrédients techniques fondamentaux sont l’existence du mor-
phisme trace de Virrion ([Vir04]) puis l'interprétation en terme de D-
modules arithmétiques du dual d’un isocristal surconvergent. En effet, le
foncteur dual permet d’obtenir une fleche en sens inverse de celle que
I'on obtient via le morphisme trace (on prouve ensuite que la composée
des deux fleches est génériquement un isomorphisme). Le but de cet
article est de démontrer cette interprétation, i.e., pour tout isocristal £
sur X \ Z, surconvergent le long de Z, la formule ]DTZ o sp,(E) = sp(EY),
ol ]DTZ désigne le dual D;(TZ)Q-linéaire et EY et le dual de E. Enfin, pour
obtenir la compatibilité a Frobenius de ce dernier, nous ajouterons a
sp,.(EY) le twist DTZ(O;{(TZ)Q). Cela constitue un analogue p-adique de



Comparaison des foncteurs duaux des isocristaux surconvergents 133

I'isomorphisme similaire en caractéristique nulle de Berthelot. Le lec-
teur trouvera une preuve de cette derniere dans 'appendice «Berthelot’s
comparison theorem on Oyx- vs. Dx-linear duals» du livre d’André et
Baldassarri [ABO1].

Cet article est composé de deux parties:

Soient S un Z,)-schéma (resp. un V-schéma formel dont mOyx est un
idéal de définition) muni d’un m-PD-idéal quasi-cohérent (resp. cohérent)
(a, b, a), X un S-schéma lisse (resp. S-schéma formel lisse). Soit en outre
une Oyx-algebre, By, munie d’une structure compatible de D?(")—module.

Dans la premiére partie de ce travail, nous généralisons d’abord la
notion de m-PD-stratification en “remplacant” le faisceau Ox par Bx. De
telles m-PD-stratifications seront dites relatives a By. Cette extension
apparait naturellement dans la définition, sur la catégorie des
Bx ®oy Dg’(”)—modules, des bifoncteurs — ®p, — et Homp, (—, —). Ceux-ci
seront utilisés dans la preuve du résultat principal de cet article, i.e., la
formule ID'Z o sp,(E)= sp,(EVY). Puis, nous décrivons, au moyen des m-PD-
stratifications relatives a By, I'extension des coefficients de 'anneau op-
érateurs différentiels, les images inverses et, lorsque X est un schéma,
’élévation du niveau par Frobenius. Nous vérifions enfin la commutation a
Frobenius de certains foncteurs ou bifoncteurs, notamment — ®z, — et
Homp, (—, —).

Dans la deuxieme partie, nous prouvons la D;}")—linéarité et la compa-
tibilité a Frobenius de quelques isomorphismes canoniques, la plupart
faisant exclusivement intervenir les bifoncteurs — @z, — et Homp, (—, —)
(par exemple les isomorphismes de Cartan), voire — ®py@o, DI ~ et

HomBX %0 pm(—, —). Ces isomorphismes nous permettent ensuite d’établir
“UXTX

la relation ID'Z o sp,(E) = sp,(EY). Nous utilisons cet isomorphisme dans
[Carc, 3.3.3] afin de vérifier que les complexes pseudo-cohérents dont les
espaces de cohomologie sont associés a des isocristaux surconvergents
satisfont la formule L = P. Enfin, afin d’obtenir la compatibilité a Frobe-
nius de IDTZ o sp,(E)= sp,(EY), on fait intervenir le twist DTZ((’)‘;E(TZ)Q. En
effet, I'isomorphisme canonique IDTZ(Ogi(TZ)Q)% 0x(Z)¢, ne parait pas
compatible a Frobenius (voir la remarque 2.3.2). On établit alors que I'on
dispose de Iisomorphisme IDTZ((’)X(TZ)Q) Qo4 (12), SPLEY) = DTZ(Sp*(E))
compatible a Frobenius.

Ce travail est en grande partie issu de ma theése. Je remercie B. Le
Stum pour son soutien constant durant celle-ci et P. Berthelot pour le
séminaire ou la formule analogue en caractéristique 0 était utilisée et pour
ses précisions concernant ce passage.
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Conventions.

Soient D, D’ deux anneaux (objets d’'un topos). Nous dirons que E est un
(D, D')-bimodule (resp. bimodule a gauche, resp. bimodule a droite) si £ est
muni de deux structures compatibles de D-module a gauche (resp. a
gauche, resp. a droite) et D’-module a droite (resp. a gauche, resp. a droite).
Si D =D, nous dirons simplement D-bimodules (resp. bimodules a
gauche, resp. a droite). Si cela n’est pas précisé, un D-module est un D-
module a gauche. Enfin, si £ est un faisceau en groupe, £, signifie £ @7 Q.

1. PD-stratifications de niveau m relatives a By.

La lettre V désignera un anneau de valuations discretes, d’idéal ma-
ximal m, de corps résiduel parfait k de caractéristique p > 0 et de corps de
fractions K de caractéristique 0.

1.1 — Définitions.

NoTATIONS 1.1.1.  On désigne par 7 un entier positif. Soient S un 7)-
schéma (resp. un V-schéma formel dont mOx est un idéal de définition)
muni d'un m-PD-idéal quasi-cohérent (resp. cohérent) (a, b, a), X un S-
schéma lisse (resp. S-schéma formel lisse), Z I'idéal de 'immersion dia-
gonale de X et dx (ou d) la dimension de Krull de X. On rappelle que
comme X est S-plat, la m-PD-structure de S s’étend a X.

Soient A et B deux faisceaux d’anneaux. Si * est 'un des symboles (), +,
—, ou b, D*(A) désigne la catégorie dérivée des complexes de .A-modules a
gauche vérifiant les conditions correspondantes d’annulation des faisceaux
de cohomologie. Lorsque I'on souhaitera préciser entre droite et gauche,
on notera alors D*(¢.A) ou D*(A%). Conformément aux notations et défi-
nitions de [sgaT7l, 4.8, 5.2], on désignera par D‘c’oh(A) (resp. Dig(A),
Dpar(A)) la sous-catégorie pleine de D(A) dont les objets sont les com-
plexes a cohomologie cohérente et bornée (resp. les complexes de Tor-di-
mensions finies, les complexes parfaits). On notera D par)(* A, *B) (resp.
D 1an(* A, *B)) la sous catégorie pleine de D(*A, *B) formée des complexes
parfaits a droite (resp. de Tor-dimension finie a droite). De méme en
mettant le point a droite et en remplacant “droite” par “gauche” ete. Enfin,
nous désignerons par DEC(A) la sous-catégorie pleine de D*(A) formée des
complexes dont les faisceaux de cohomologie sont .A-quasi-cohérents.
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REMARQUE 1.1.2. Les liens qui existent entre ces catégories sont les
suivants.

D’apres [sga71, 1.5.8.1], pour qu'un complexe soit parfait, il faut et il
suffit qu’il soit pseudo-cohérent (confere [sgaT7l, 1.2.15]) et localement de
Tor-dimension finie. Or, si X est quasi-compact, un complexe est locale-
ment de Tor-dimension finie si et seulement s’il est de Tor-dimension
finie. De plus, lorsque A est un faisceau d’anneaux cohérent, un complexe
de A-modules borné inférieurement est pseudo-cohérent si et seulement
8’il est a cohomologie cohérente ([sga7l, 1.3.5]). Si A est un faisceau
d’anneaux cohérent et si X est quasi-compact, il en dérive Dy,i(A) =
= DV (A) N Dyge(A.

Enfin, lorsque le faisceau A est de dimension cohomologique finie, il
découle de [sgaTl, 1.5.9] I'égalité D .(A) = Dy tar(A). Si le faisceau A est
un faisceau cohérent, de dimension cohomologique finie et si X est quasi-
compact, on obtient la relation Dp,(A) = D'goh(A).

1.1.3. Maintenant, rappelons la construction (que nous étendrons) des op-
érateurs différentiels de niveau m. D’abord, signalons que pour une étude
approfondie des PD-structures partielles de niveau m sur un idéal et des
enveloppes a puissances divisées partielles, on renvoie a [Ber96,1.3 et 1.4] ou a
[LSQ97, 1.3]. Notons Py /s ) I'enveloppe a puissances divisées partielles de
niveau m du couple (Ox.x, Z), et Z son m-PD-idéal canonique. On notera
7" 1a filtration m-PD-adique associée puis Py g ) = Px/s.om /Z T g
faisceau des parties principales de niveau m et d’ordre n. Ce faisceau a une

description locale tres simple. En effet, soient ¢, ... ,t; des coordonnées lo-
cales au voisinage U, dun point x € X, 9y,...,0; les dérivations corre-
spondantes et 7; := 1 ®t; — t; ® 1. On note aussi

1.1.3.1) k= Tikl} . rg‘d} et 9 — al<k1> . aékd[

Le faisceau Py g () est alors un Ox-module libre au dessus de U, de base
les 7{& pour > i ki < n.Deplus, les projections gauche et droite canoniques
po et p1 1 X x X — X fournissent respectivement (confere [Ber96, 2.1.4])
deux homomorphismes djj et df : Ox — Py/g ), dont chacun munit Py g )
d’une structure de Ox-algebre. La structure induite par dj (resp. df) est
appelée structure gauche (resp. droite).

On définit ensuite le faisceau des opérateurs différentiels de niveau m
et d’ordre < m sur X relativement a S comme étant le dual Ox-linéaire pour
la structure gauche du faisceau des parties principales Py g, :

IDA()?%JZ = HomOX(,PgL(/Sy(m)» Ox).
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Pour ' > n variable, les surjections Py ss.my — Px/s,ony Permettent de
définir le faisceau des opérateurs différentiels de niveau m en posant

(m) __ (M)
DX/S - Une\DX/S, n’

Par la suite, sauf indication express du contraire, le schéma de base S
sera fixé, et nous omettrons alors d’écrire 'indice S dans les notations.

1.1.4. Dans la section [Ber96, 2.3], Berthelot définit les m-PD-stratifica-
tions et montre (conféere [Ber96, 2.3.2]) qu'une structure de Dé}ms—module a
gauche prolongeant une structure de Ox-module est équivalente a celle
d’une m-PD-stratification.

Une Ox-algébre commutative By est munie d’une structure de Dy"-
module a gauche compatible a sa structure de Ox-algébre signifie que la
structure de Ox-module sous-jacente & la structure de DY”-module est
celle quinduit la structure de Ox-algebre, et que les isomorphismes &5x :
Py @oy Bx = Bx @0y Py, de la m-PD-stratification correspondante
sont des isomorphismes de PY,,, -algebres.

1.1.5. Fixons By une Ox-algébre commutative munie d’une structure de
D;}”)—module a gauche compatible a sa structure de Ox-algebre. Nous allons
maintenant généraliser 1a notion de m-PD-stratification en “remplacant” le
faisceau Oy par By.

On notera par la suite ?ﬁ(m le faisceau de Py, -algebre Bx @0y Pyy)-
Le morphisme canonique dj : Bx — Bx ®oy P, munit le faisceau Py,
d’une structure de Bx-algebre, que 'on appellera structure gauche. De
plus, le morphisme de By-algebres

By
- s
d;b . BX — P}?(m) ®(’)X BX — BX ®OX P}L((m)
induit une deuxiéme structure de Bx-algebre sur ~}Z((m), que l'on appellera
structure droite. Or, comme les &% sont des isomorphismes de Py, -al-
gebres, on obtient le diagramme commutatif de gauche suivant qui im-

plique le diagramme cocartésien de droite:
dg

Bx
By —> Py @0x Bx s Bx @0, Py Ox PY /sm)

wsn | T

dan n 7 —> n
OX % fPX(m) _ TX(m)’ ABX — TX/S(m)'
di
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1.1.6. Pour tout couple d’entiers positifs, » et =/, le faisceau
Py @0y Px(m) possede trois structures de Ox-algebres. La structure de
Ox-algebre de Py, ®oy PX(m) provenant de la structure gauche de Py,
sera appelée structure gauche, celle provenant de la structure “produit
tensoriel” sera dénommeée structure du centre et enfin celle découlant de la
structure droite de Pﬁé ) Sera dite structure droite. On notera alors d’ "
d'", di™ les morphismes d’anneaux Oy — Pl @0x Pron correspon—
dants.

On notera (5% Pt = Piny @0y Py le morphisme défini dans
[Ber96, 2.1.3]. Il résulte d’'un calecul en coordonnées locales que ce mor-
phisme est (’)X—linéaire pour les structures gauches et droites respectives,
ie., 5%’) odit = di et g o dyt™ = dy™ . On écrira aussi ¢; ™" et g7
73?(% — Py @0y PX(m) les homomorphlsmes naturels définis en [Ber96,
2.3.1]. Le morphisme g™ est Ox-linéaire pour la structure gauche (resp.
droite) de 7?%;;) et la structure gauche (resp. du centre) de
Pm) @0y PX(W) Enfin, le morphlsme q;" est Ox-linéaire pour la struc-
ture gauche (resp droite) de P }}f") et la structure du centre (resp. droite)

1.1.7.  Le faisceau By ®oy (Py(,) ®oy PX(m)) se calcule en prenant, pour le
produit tensoriel de gauche, la structure gauche de P, ®o, PXW) et,

pour celui de droite, la structure droite de Py, et la structure gauche de
0/
X(m)*

De méme, munissons By ®oy (P, @oy PX(m)) de trois structures
canoniques de Bx-algebres. D’abord, la structure gauche est induite par le
morphisme canonique dg”" : By — Bx ®0, P @0y Pion- Enstite, la
structure droite se construit de la maniere suivante:

S o' x BX /)

(m) n+n

dy™  Bx = Py ®0x Pxon ®ox Bx Bx ®0x Pxmy @0x Pxomy-

(1.1.7.1)
Enfin, on définit la structure du centre via le morphisme de By-algébres

n,n’*( By
C~l nm' 0 0 ngw
1

By — ,Pgl((m) ®oy Bx ®oy PX(m)

Bx Xox ,P}Z( (m) Xox ,P?((m)'

1.1.8. On a By ®oy (Pyun @0x Pion) = Bx @0y Pin) @0y Prn- OI,
grace au diagramme de gauche de 1.1.,5.1, le faisceau
(Bx @0y Pxan) @0y P}}/(m se calcule via la structure de Ox-algébre de
Bx ®o0y Py induite par sa structure droite de By-algebre. Il en découle
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Iisomorphisme By ®oy (Pl @0x Pn) = 75}}(7,0 ®pBy 75}?(,”) (pour calcu-
ler le terme de droite, on utilise la structure droite de Py, de PX(m) etla
structure gauche de PX(m)) On munit PXW) ®By PX(m), de maniére analo-
gue a (P, ®oy PX(W) de structures gauche, du centre et droite de Bx-
algebres.

1.1.9. L’isomorphisme By ®oy (P, @0y P}ém))% 75§‘(<m> ®By 73}’(/%) est
un morphisme de By-algébres pour les structures de gauche, du centre et
de droite respectives. Par exemple, vérifions-le pour celle de droite. Dans le
diagramme commutatif suivant,

e

B P Q0B

B@oﬂ)", (B®ooP") @3 (B ®c)fP",)
(1.1.9.1) H l

l e wldT =
ldeel

B——=P1R0P" R0 B —>P"R0BReP" — (P"Q0B) @3 (BRoP"),

ot I'on a omis d’inscrire les indices “X” ou “X(m)”, celle de P}’((m) @By P}L((m)
provient du morphisme composé du haut. Grace a la condition de cocycle
([Ber96 2.3.1.1) (en remarquant que Id ® &5 = q’f" (& ,Hn) et B@ld=
= qg "*(ew G alM correspond au chemin de 1.1.9.1 passant par le bas.
D’oti le résultat.

En outre, ces structures gauche, du centre et droite sont compatibles
avec celles définies sur Py, ®oy P}}/(m), ie., on a le diagramme suivant
canonique cocartésien

Ox == P%/s5(m) ©0x Pxsm)

(1.1.9.2) L i

—_— Nl /
Bx —= Px/sm) @Bx Px/s(m)>
ot les triples fleches du haut (resp. du bas) désignent les morphismes d;;’ "
d"” dy’ " (resp. avec des tildes).
1.1.10. On introduit les homomorphismes de Bx-algebres suivants

nn on-tn' Bx ®5’1 o
Sm * Pxm) X(m) (m)

q"" :Pnj(LIZ) — (Pg((m) - {'P;lf(m) Dy Tﬁ(m),

ipn ® By 9331(

T T"f") Pxm) — Px(m) ©Bx P (m)-
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On bénéficie du diagramme canonique cocartésien:

/

PXs :P;/S(m) Qox {‘P;/S(m)

X/S(m) —=

(1.1.10.1) \L \L
pnt+n’ ——= Pn pn’
PX)stm) == Px/s0m) ©Bx Px/50m):

ot les triples fleches du haut (resp. du bas) désignent les morphismes qg’”/ ,
q?’",, (5%/ (resp. avec des tildes). En outre, ces homomorphismes vérifient
les propriétés analogues énoncées ci-dessus sans les tildes. Par exemple, le
morphisme 5% est Bx-linéaire pour les structures droites respectives. En
effet, cela résulte par construction de 1.1.7.1.

Enfin, on dispose du diagramme commutatif

S’ !

pn+n'+n" (m) pn+n’ pn”
Py m) Py ©Bx Pxgm)
(11102) Sn, /! gn.nl @ld
(m) o (m)
Id®6( ’

U

"P;l((m) OBy ‘:P’;((m) - .:Pi)l((m)

m)

P (m) @By ﬂ);l((-;:l)

En effet, le diagramme analogue ot 'on a remplacé “Px(,,” (resp. “E(M)”)
par “Px” (resp. “0” : notation standard de [Ber96, 2.1.3]) est commutatif.
Puis, par construction des m-PD-morphismes de la forme 5("7;?)/ (voir [Ber96,
2.1.3]), on en déduit la commutativité de 1.1.10.2. Pour finir, on remarque
que le diagramme analogue a 1.1.10.2, avec “d,,)” remplacé par “qy” (resp.
“q1”), n’est pas commutatif.

1.1.11. On notera 13%"21 = HOW’LBX(ﬁ}(7n), Byx) le dual Byx-linéaire pour la

structure gauche de 75?((7}1)‘ Pour »n' > n, les surjections 75}’('(,”) — 75}}(7,“ (car
le foncteur By ®0, — est exact a droite) fournissent des injections

(M) (M)
DXA,vz(—)DXA,n"

On munit le faisceau D" := U,exDYy"), d'une structure d’anneau grice aux
accouplements

TH(m) (M) T(m)
(1.1.11.1) DY) x DY, — DY,
définis comme suit : si P € @g}’f;, P e 5;%, alors P - P' est ’homomor-
phisme composé

SN ~ IdeP ~ P
(1.1.11.2) 3?(;2) - 7331((?%) BBy ,P?f(m) - ,P?((m) — Bx.
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Cette loi de composition est bien associative : cela se vérifie par un calcul (en
utilisant le diagramme commutatif 1.1.10.2).

1.1.12. Dans [Ber96, 2.3.5], Berthelot munit le faisceau Bx ®o, Dg’”) d’une
structure de By-algebre en définissant le produit P”:=P-P' de
P € Homoy(Py,,, Bx) et de P’ € HomoX(ng(m), Bx) comme le composé

s 5

Pn+n ) n o 1Al oy

1dsP
X(m) Xom) ©0x Pxany — Pxan) ®ox Bx “ By ®oy Pxm —

1deP
— Bx ®oy Bx - By,

ou u est la multiplication canonique de By.

Des isomorphismes canoniques de By-algébres

(1.1121)  Bx®o, DY), = Homo, (P, Bx) = Homg, (P, Bx)=DY",.

il s’en suit le suivant By ®¢, D(M) = D<m) La proposition qui suit nous dit

que ces deux structures de Bx- algebre sont compatibles.

PROPOSITION 1.1.13.  L’isomorphisme canonique By ®o, DI = D,
ou le terme de droite (resp. de gauche) est muni de la structure de Bx-
algebre de 1.1.12 (resp. 1.1.11), est un isomorphisme de Bx-algebres.

PREUVE. Notons 0:=élxo(Id®P')o 5}';?") et 0 le morphisme
Bx ®oy P}?{MZ) — Bx ®0y Py déduit par extension de 0. Avec les nota-
tions de 1.1.12, notons de plus P (resp. P', P") Topérateur de
Hompy (P, Bx) (resp. HomBX(P}}’(m), Bx), HomBX(P@,’,ﬁ), Bx)) associé a P
(resp. P, PN”) via les isomorphismes 1.1.12.1. Comme P = po (Id ® P),
Popérateur P” est le composé

,PQJ(;Z) i) 73?((770 L BX
D’apres 1.1.11.2, il suffit de prouver ’égalité 0=dd® P )o 3}% Pour cela,
vérifions-le localement: on suppose X muni de coordonnées locales ty, . .., 4
et on note alors 0y,...,9; les dérivations correspondantes et 7, =1®
®t; —t; ® 1. Pour tout k € N% on note |k| = > k;. 1l résulte alors de
[Ber96, 2.1.3.1] la formule

(m)

5" ' (r {’ﬁ}) =®1+1® I){]i} _ Z <]f> T{k} ® ‘C{k”}
K |<n, K" |<w K +K'=k ‘=
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Comme 5% est un morphisme de Pxmy-algebres,
et o (Id @ P @ t®) = v ) @ P =
=A@ x 1o P,

On obtient ainsi:

- k , ,
01 @ ¢ = 3 <1§> 1o ) x (1 @ P,
‘k/‘§77‘,~V_CH‘SW’/:E’+&”:}£ il

D’un autre ¢6té, en posant, pour tout k € N 78 .= 1 @ &}

~ ! k 1 e
o ey = 3 <l;> ) o7 W)

|| <n K" | <o K +K" =k

On a la relation
(Id @ PHGEY @ 78 = 783 . P&,

le terme P'(t{£'}) agissant sur 7%} pour la structure droite de Bx-module de

" o
X(m)- Par définition, on a alors

TEY L prlEy = FED S (1w P&,

Il en résulte par linéarité la formule 6 = (Id ® P)o 52;?)/. ]
NoraTions 1.1.14. Si ty,...,%4, sont des coordonnées locales au voi-
sinage d’un point x € X, d1,...,0; les dérivations correspondantes, par

abus de noﬁation, on notera (confere 1.1.3.1) &} (resp. Q@) a la place de

DEFINITION 1.1.15.  Soit £ un Bx-module. Une m-PD-stratification (ou
PD-stratification de niveau m) & sur & relativement a (S, Bx) (ou re-
lativement a By si le schéma de base ne fait aucun doute) est la donnée
d’une famille compatible d’isomorphismes 73}}(7n)—linéaires

&y P;L((m) QBy ESE OBy P?f(m)’

ol les produits tensoriels sont respectivement pris pour les structures
droite et gauche de P%,,,, ces isomorphismes étant astreints aux conditions
suivantes:

2) E() =1 dg N

11) La condition de cocycle est validée, i.e., pour tous =, #/, le dia-

(m)?



142 Daniel Caro

gramme

S @)

Py @ Py @ E - e

r.o_ o
q,]z.n * (8n+n/) W

Prm @€ P

(m) ® P (m)

est commutatif.

PROPOSITION 1.1.16. Soit By une Bx-algebre commutative munie
d’une structure compatible de Dg’(”)—module a gauche telle que Bx — By
soit Dy-linéaire. Pour tout By-module &, il y a équivalence entre les
données suitvantes:

a) Une structure de By ®@o, D&}”)—module a gauche sur € prolongeant sa
structure canonique de By-module;

b) Une m-PD- stmtszatwn &€ = (&%) sur & relative a By.

Notons alors (FnX ) la m-PD-stratification relative & Bx de By. Les
données a) et b) sont équivalentes a la suivante :

¢) Une m-PD-stratification & = (&) sur € relative a Bx dont les iso-
morphismes & sont semi-linéaires par rapport aux isomorphismes ESX ;

De plus, un homomorphisme By-linéaire ¢:& — F entre deux

v ®0x D;?“ -modules & gauche est By o, Dg?”)-linéaiqﬂe st et seulement s’il
commute aux isomorphismes & (resp. £°). Le morphisme sera dit horizontal.

Enfin, en coordonnées locales, pour toute section x de &, on a la formule:

(1.1.16.1) Hlon=> Preh
|k|<n
PREUVE. Notons P":= Py, et P":=By @0y P, On prouve

I'équivalence entre a) et c), en calquant la démonstration de [Ber96, 2.3.2].
De plus, ’équivalence entre b) et c) est aisée : on définit une bijection entre
les données (e‘g ) et (é’g ) via le diagramme commutatif suivant:

Bl ~ ~
P oy g BCH (o B ey P oE
Bx ‘BX

(1.1.16.2) ~|ge N l%

n €,

i &P
& ®B§( P! %8))(
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De plus, on vérifie par fonctorialité en £ de 1.1.16.2, qu'un morphisme
& — F de By ®0, Dg}”)—modules a gauche commute aux isomorphismes de
la forme & si et seulement s'il commute a ceux de la forme #°. En outre, en
procédant comme pour [Ber96, 2.3.2], on établit d’abord que £ — F est
By ®o, D(’")—hnealre si et seulement 'l commute aux stratifications #°

n’

puis la formule 1.1.16.1. O

REMARQUE 1.1.17. Avec les notations de 1.1.16 et de sa preuve, si
& = By, alors, via le diagramme 1.1.16.2 (en prenant aussi By = Oy), les
isomorphismes de la m-PD-stratification relative a Oy, notés aff , sont des
isomorphismes de Py, -algebres si et seulement si les s,qB sont des iso-
morphismes de P"-algébres, si et seulement si les sf sont des iso-
morphismes de P"-algébres. Si on définit la notion de By-algébres com-
patibles a sa structure de D(m) -module en demandant que les iso-
morphismes an soient des 1som0rph1smes de P"-algébres, cela revient &
réclamer que la structure de Ox-algebre soit compatible a sa structure de
D{”-module (définition [Ber96, 2.3.4]).

PROPOSITION 1.1.18.  Soient € et F deux D -modules & gauche.

(i) 11 existe sur le produit tensoriel £ ®p, F une unique structure de
@g’”—module a gauche fonctorielle en & et F telle que, pour tout systeme de
coordonnées locales sur un owvert U C X, et tous k € N%, x € I'(U ,E),
ye '(U,F) on ait

(1.1.18.1) 9% (@ y) = Z{’f} 900 @ oty

i<k

(ii) I existe sur le faisceau Homp, (€, F) une unique structure de 73;?“-
module a gauche fonctorielle en £ et F telle que, pour tout systeme de
coordonnées locales sur un ouwvert U C X, et tous k € N% x € I'(U ,E, ¢
Euv — Fuy, on ait

(1.1.18.2) (Q<'z>¢)(x):§:(—1)l{ }8“‘ N($(0")).

i<k

(iii) St la structure de 13(’") module a gauche de & (vesp. F) se prolonge
en une structure de D(m) bzmodule alors la structure de D(m) module a
gauche de € @p, F se pmlonge en une structure de D(m) bzmodule La
structure de D(m)-module a gauche est la structure prodmt tensoriel. De
meéme, le faisce(m Homp, (€, F) est munt d'une structure canonique de
13;")—bimodule (resp. ﬁg}”)-bimodule a gauche). La structure gauche est la
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structure interne. On a des résultats analogues lorsque £ ou F sont des
bimodules a gauche.

PREUVE. On munit le faisceau £ ®3, F de la m-PD stratification re-
lative & By : &% := & ® &/ . En utilisant la formule 1.1.16.1, on vérifie la
formule 1.1.18.1.

De méme, modulo les isomorphismes canoniques (pour les deux

structures de Bx-algebres de 73§(m))

?((m) ®B, Homp, (€, F)= HOW’ngg( )(,P?((m) ®py €, P;L((m) @y F),

on munit G := Homg, (£, F) d’'une m-PD-structure relative a By en posant
&9 = Hom~, ((£)7,&]). On vérifie alors la formule 1.1.18.2 au moyen de
1.1.16.1. "

La fonctorialité en £ et F de ces structures de @g’(”)—modules résulte par
exemple des formules 1.1.18.1 et 1.1.18.2. Il découle de cette fonctorialité
que la partie iii) est exacte (on peut aussi le prouver directement via les
formules 1.1.18.1 et 1.1.18.2). O

REMARQUE 1.1.19. La remarque [Car04b, 1.2.19] se généralise: soit
f:X — Y un morphisme de S-schémas lisses (resp. V-schémas formels
lisses). De maniére analogue a 1.1.15, on définit sur un £~ By-module £ une
m-PD-stratification comme étant la donnée d'une famille compatible
d’isomorphismes f P}, -linéaires

e 2 f T P Sy €7 € Sy £ P

vérifiant deux conditions analogues a 1.1.15. Comme pour 1.1.16, si £ est un
f~1By-module, il y a alors équivalence entre la donnée d’une structure de
f ’175(1}"’)—m0du1e a gauche prolongeant sa structure de f~!By-module et la
donnée d’'une m-PD-stratification. De plus, si £ et F sont deux f ‘125(;'”)—
modules a gauche, on munit le produit tensoriel &®g1z, F (resp.
Homy1, (€, F)) d'une structure de f ’lﬁg’”)—module a gauche en prenant la
stratification & Dpapy, & (resp. Homf,@r;(m((gfz )7L eb)).

REMARQUE 1.1.20. Les structures de YB;")-modules définies dans le
corollaire ci-dessus, ne dépendent pas du niveau m choisi. Précisons ce
que cela signifie. Donnons-nous m’ < m un couple d’entiers positifs et
notons alors oub,, ,, le foncteur oubli de la catégorie des YND%")—modules
vers celle des 53}”')—modules. Si € et F sont deux @g’”—modules, on a alors
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les égalités
Oubm’,m(g @By F) = Oubvnﬂm(g) RBy Ome’m(]:)
et oubyy Homp, (€, F) = Homp, (0ubyy &, 0ubyy mF).

En effet, cela résulte des formules 1.1.18.1 et 1.1.18.2, ainsi que de la rela-
tion [Ber96, 2.2.3.1].

1.1.21. Si¢: A — Bestun homomorphisme de faisceaux d’anneaux, pour
tout A-module M (resp. B-module A), on notera ¢'(M) := Hom (B, M)
(resp. ¢,(N) désigne N vu comme .4-module). La convention est de tra-
vailler dans les catégories dérivées mais les foncteurs de la forme ¢b que
nous utiliseront seront exacts.

De maniére analogue a [Ber00, 1.1], on définit les m-PD-costratifica-
tions relativement a Bx sur un Bx-module M.

DEFINITION 1.2.22.  Soit M un Bx-module. Une m-PD-costratification
sur M relativement a (S, Bx) (ou By si le schéma de base S ne prétg pas a
confusion) est la donnée d’une famille compatible d’isomorphismes Py -
linéaires

&+ Homp, (d, Py s M) Homp, (AP (0, M),

ceux-ci vérifiant les conditions suivantes:
1) & =Id s
2) Pour tous n, #’, le diagramme

-
b
5{,,,) (&)

Homap, ([?(;'*" (:T);((W DBy TA]S;‘(,(M)). M) — Homsp, (dvzz*" (TT);’((M) @By ‘js;,(m)), M)

,
& @) "'/<S+M

g{(’m'Bx (dT;n,(iJ;((,n) QBy 5);[(/(,,,))7 M)
(1.1.22.1)

est commutatif.

PRrOPOSITION 1.1.23. Soit By une Bx-algébre commutative munie
d’une structure compatible de D(Xm)—module a gauche telle que Bx — By
soit Dg'(”)—linéaire. Pour tout By-module M, il y a équivalence entre les
données suivantes:

a) Une structure de By ®o, Dg}m-module a droite sur M prolongeant
sa structure de By-module;
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b) Une m-PD-costratification (EM) relativement a Bx sur M telle que
les isomorphismes &' soient semi-linéaires par rapport & (ef)‘) 1.

¢) Une m-PD- costmtzfzcatwn (s ) relativement a BX sur M.

Un homomorphisme By-linéaire entre deux By ®o, D(m) modules a
droite est By ®o, D (’”) -linéaire st et seulement s’il commute aux 1so-
morphismes &' (resp gM).

PREUVE. Notons P" := Py, P" =By @0, Pioy do et df les
structures gauches et droites de P™.

L’équivalence entre a) et ¢) se prouve de maniére identique a celle de
[Ber00, 1.1.4]. Pour celle entre b) et c) cela dérive de la correspondance
entre les deux m-PD-costratifications &) et &M, qui se lit via le diagramme
commutatif suivant:

Homs(df, P, M) - Homa (", M)
(1.1.23.1) - i - lM

-~ ~ 9{011131(83 v
Home (d,P", M) —= Homap (P" @5 B', M) ———=— Homap (d]. P M),
ot 'on a omis d’indiquer les indices “X” ou “X, (m)”.
En outre, en calquant [Ber00, 1.1.4], on obtient la deuxiéme partie de la
proposition. O

ProposITION 1.1.24.  Soient £ un ZND()’("‘)-module a gauche, M, N deuzx
DY-modules & droite.

@) 11 existe sur M ®p, & (resp. Homp, (£, M) une unique structure de
ZNDE’(”) -module & droite fonctorielle en M et & telle que, pour tout systeme de
coordonnées locales sur un owvert U C X, et tous ke N% x e I'(U,€),
y € I'(U,M) (resp. ¢ : &y — My), on ait

(1.1.24.1) yeod® => (- )'h'{ }ya’“ bgo®
h<k

(1.1.24.2) (@0®) () = Z{ }¢(a<h>x)a<k )
h<k

(ii) 11 existe sur Homp, (N, M) une unique structure de 23;;”/)-module a
gauche fonctorielle en N et M telle que, pour tout systeme de coordonnées
locales surun ouwvert U C X, ettousk € N% z € (U, N), w: Ny — My,
on ait

(1.1.24.3) @By =Y (— D "{ } p(Ed")E Y.

h<k
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(iii) En outre, st la structure de 253’(") -module a droite de M se prolonge en
une structure de 155?”—bimodule (resp. bimodule a droite), alors les structures
de 733'(’”) -module a droite de M ®p, & et de Homp, (€, M) se prolongent en des
structures de 23;’”) -bimodule (resp bimodule a droite). De plus, st la structure
de ﬁgl)-module @ droite de M (resp. de N') se prolonge en une structure de
13;’”—bimodule ou bimodule a droite, alors la structure de ZB%")—module a

gauche de Homp, (N, M) se prolonge en une structure de 75(}}”)—bimodule ou
bimodule a droite (resp. Dgg”) -bimodule a gauche ou bimodule).
De méme, ces structures de Dg}”)-module ne dépendent pas du niveay m.

PREUVE. Les formules de 1.1.24.1, 1.1.24.2 et 1.1.24.3 se prouvent de
maniere analogue a [Ber00, 1.1.7]. La fonctorialité en £, M ou N se vérifient
d’apres ces formules. Il dérive de cette fonctorialité (ou a nouveau grace a
1.1.24.1, 1.1.24.2 et 1.1.24.3) la partie 217) de la proposition. O

REMARQUE 1.1.25. Soient £ un f?(}}”)-module a gauche et M un f?(}}”)-
module a droite. Pour éviter les risques de confusions, on adoptera la
convention suivante: la structure produit tensoriel de £ ®3, M provient de
la structure de ng?“-module a gauche de M tandis que celle de M ®p, & se

calcule via la structure de @g}")—module a droite de M.

1.1.26.  On construit alors, de maniére analogue 4 [BGK*87, 1.10], un fone-
teur:
RHoms, () : DOBYY x D'CBY) — DO,

celui-ci se calculant en prenant une résolution droite par des @g}")—modules
injectifs du complexe de droite. En effet, comme 'extension Bx — 13;”) est
plate, un 13;”)—module injectif est aussi un By -module injectif.

De méme, puisqu'un YB%”’—module plat est aussi un Bx -module plat, on
construit le foncteur:

~®g5, — + D(DYY) x D(DY”) — D~ (DY),

qui se calcule via une résolution gauche, de 'un des deux termes, par des
D;}”)—modules plats.

1.2 — Extension des coefficients de Uanneau des opérateurs différentiels.

On garde les notations de la section 1.1 et on se donne By une Bx-al-

gébre commutative munie d'une structure compatible de 13?(")-module a
gauche telle que By — By soit Dg’(’”)—linéaire.
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1.2.1. Soit &£ un 2~)(’”> module a gauche. On écrira &' := By ®p, &,
D’(M) = By ®oy D)z”) et PX(m) = By ®oy Pﬁ(m). On dispose, grace 2 1.1.9.2
et 1 1.10.1, du diagramme commutatif d’algebres:

dg ~ -
Dn+n' n n
Bx — Pxm) = Pxm) @Bx Px(m)
1
1.2.1.1) l i i
dg -~
/ m+n' n m
Pr Pim —= P @54 Pl
1

ot les trlples fleches du haut (resp. du bas) désignent les morphismes ¢ q0 ,

qf” 6” ’i (resp. avec des primes). Le diagramme ci-dessus nous permet

alors de définir une m-PD-stratification relative a By sur £

(1212 s - F;{ s®ny 5
\
Din pn /n

Si beBy, e e &, on obtient, via 1.1.16.1, ~;7((1 D be) =
= Z\k\<n 1 8 e) ® T{k}é‘nx((l ®@1)®Db), o (1®1) désigne l'unité de

PX (m)*

1. 2 2. La m-PD-stratification relativement & By de &£ correspondant &
(En ® &), est semi-linéaire par rapport aux SSX Grace a 1.1. 16 2, il lui est
associé une m-PD-stratification relativement a By, notée & sn , S'inscrivant
dans le diagramme commutatif suivant (ot1’'on a omis d’indiquer les indices
“X” et “X(m)”)

gy 7 I FroB)opt - Tee . (9¥)o5 @ ge)
65?73' ~ B B B
& - i - le?% ik

& @ P" = EeP — (B0P) 05 (€0,

1.22.1)

Si be By, ec&, on caleule é’g/((l 1) ® b®e) = Z|k|<n 1l® 8 le) ®
@t (1 ®1) @ b). Dot Iégalité ¢ =& (défini en 1.2.1). Le faisceau
By @p, £ est ainsi muni d’une structure canonique de D;(g”) -module a
gauche.
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1.2.3. Le morphisme canonique Bx ®g, D;”) — By @5, D;”) est un
homomorphisme d’anneaux (cela se voit par exemple via la formule [Ber96,
2.3.5.1). En particulier, By @z, DU est muni dune structure de
Bx ®5, D}"”-bimodule et donc de DW}L‘3 bimodule. On remarque que cette
derniere correspond a sa structure canonique de D;”)—bimodule, i.e., celle
dont la structure droite est la multiplication a droite et la structure gauche
provient de celle du produit tensoriel. En effet, cela découle de la formule
[Ber96, 2.3.5.1].

Si £ est un 5§'b)—module, on vérifie par un calcul (via les formules
1.1.18.1 et [Ber96, 2.3.5]) que ’homomorphisme canonique

(1.2.3.1) By @5, & — By @5, DY) D €,

est un isomorphisme de By ®0, DY”-modules 4 gauche.

Si&eD (gD(m)) une resolutlon gauche de & par des D“”) modules &
gauche plats est alors aussi une résolution gauche de & par des Bx-mod-
ules plats. Il en dérive un isomorphisme canonique dans D‘(Q@g(m))

1.2.3.2) y @5, € = By @0, DY) @ £

1.2.4. Passons maintenant a 'extension des Dg“(”) -modules a droite. L’iso-
morphisme de transposition ([Ber00, 1.3.1]) fournit un isomorphisme
de D(m)-blmodules VBy DI @0, X—>D§’(”>, de sorte qu'on obtient une
structure d’anneau sur D(”}‘s ®oy, Bx. Lorsque nous travaillerons avec des
modules a droite, nous prefererons le faisceau d’anneau D< ) ®o, Bx en
raison de la formule suivante (voir [Ber00, 1.3.2]) :

1241  (ebE¥en=3 (- 1)’%{} k1) @ gp,

h<k

qui est analogue a 1.1.24.1. Il résulte de 1.2.4.1 que le morphisme canonique
D;’l) ®oy Bx — Dg’(”) ®oy By est un homomorphisme d’anneaux. On dis-
pose de plus du diagramme commutatif

BX ®OX ,Dg(m) . B/ ®OX D(m)
(12.4.2) Yoy T o T
®§(m) ®OX Bx - ®§£71) ®OX 33(

En effet, par D;”) -linéarité a gauche, il suffit de le vérifier pour les éléments
de la forme 1® b € D(}}”) ®oy Bx, ou b est une section de By, ce qui est
immédiat (on se rappelle que y; (1 ®b) = b ® 1).
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Soit M un Dg}”) ®py, Bx-module a droite. La m-PD-costratification

produit tensoriel £ ® (553( )" de M ®p, By est semi-linéaire par rapport &

B _ spe s . . ~ / = < .
&) 1 On définit alors des isomorphismes gM®sx By e o (m)—algebres via

le diagramme commutatif suivant:

Homp(d2,P", M @5 B) - Homa (d2,P", M @5 B)
- - @) L
Homp(d",P", M @3 B') —= Homp (d",P" @3B/, M @5 B') ——= Homp (d", ", M5 B'),

ol l'on a omis d’inscrire les indices “X” et “X, (m)”. La structure de
D" @0, By-module & droite du produit tensoriel M ©5, By se prolonge
ainsi en une structure de D" @0, By-module i droite.

Si M est un D;}”) ®py Bx-module & droite, on vérifie, via les formules
1.1.24.1 et 1.2.4.1, que '’homomorphisme canonique

(1248) M ®BX BAIX — M ®D§”)®OXBX (Dg}n) ®OX 3{)’

est un isomorphisme de Dé}") ®o, By-modules & droite.

En outre, si M € D~ (D" @0, Bx?), une résolution gauche de M par
des Dg’(") ®o, Bx-modules a droite plats est aussi une résolution gauche par
des Bx-modules plats. On obtient alors dans D‘(Dg") ®oy Byd):

(1.2.4.4) Mg By > ML (DY @0y By).

D;")QQOX Bx

La proposition qui suit indique que les extensions a droite et a gauche
de anneau des opérateurs différentiels sont compatibles.

ProposITION 1.2.5. Pour tout 13;?”)-module &, on a lisomorphisme
canonique de DS}”) ®oy By-modules a droite:

(1.25.1)  ox ®o, (By ®o, DY) @pm €)=

= (ox R0y (‘:)®D(;L)®OXBX (’D;}”) ®oy BS()

PREUVE. Grice a 2.1.22, il existe un isomorphisme canonique de
DY ®0, By-modules 2 droite:

wx Qoy (By @0y DY) Bpw )= (0x ®oy (By @oy DY) D E.

En notant J,,, 'isomorphisme de transposition de wy (voir [Ber00, 1.3.3,
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remarque (ii)]), on obtient:

(1.252) dyy @1d : (wx R0y By @0, DY) @i €

= (wx @y (83( Roy Dgz’l)))g ®5§n> g,

I'indice ¢ signifiant que l'on a pris, pour définir le produit tensoriel, la
structure gauche de By ®0, Dgg”) -module & droite de wx ®o, (By ®oy D;}’”));
la structure droite permettant de munir le terme de droite tout entier de 1.1
d'une structure de By ®0, D§”-module 2 droite.

Or, d’apres [Vir00, 1.2.2.i)],

(0x ®o, (By ®o; DY)y S €=
= (ox ®o, ) @pp (0x @0, By Do, DY)y @o, wx).

Enfin, lisomorphisme de By ®0, Dy”-bimodules By ®o, DY =
= (wx ®oy (By @0y D;”)))g ®0y w)’(l et 1.2.4.2 permettent de conclure. O

ProrosITION 1.2.6.  Pour tout ﬁg}”/)-module &, le diagramme canonique

x o, ((By R0, DY) D &) —> (0x By €) D, 5, (DY oy By)
Wy Doy ('BS( QBy 8) — (('OX X oy 8) By 'BS(

est commutatif.

PREUVE. Le calcul est aisé.

1.3 — Foncteur image inverse.

1.3.1.  On garde les notations de 1.1 et on se donne un diagramme com-
mutatif

X ! Y

(1.3.1.1) l i

(Sv as, bSv(xS) — (Tv ar, bT7(XT>,

ot S et T sont des Z,)-schémas (resp. V-schémas formels dont I'idéal en-
gendré par m est un idéal de définition) munis de m-PD-idéaux quasi-co-
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hérents (resp. cohérents), ot la fleche du bas est un m-PD-morphisme et ot
X est un S-schéma lisse (resp. S-schéma formel lisse) et Y est un T-schéma
lisse (resp. T-schéma formel lisse). Soit By (resp. By) une Ox-algebre (resp.
Oy-algébre) commutative munie d’une structure compatible de D(m)—mod—
ule (resp. D(Ym-module). Rappelons que l'action de D(m) a gauche sur f*By
est compatible a sa structure de Ox-algebre (confere [Ber00, 2.1.4]). On
suppose enfin que I'on dispose d’un morphisme d’algebres f*By — By qui
soit en outre Df"-linéaire. On notera encore 13;"’) = By @0, DY et
(m) = By ®0 D(I;n)_

1.3.2. Voyons maintenant I'image inverse d’'un 23(;”)—module de maniere
analogue a [Ber00, 2.1.2] avec la terminologie des m-PD-stratifications
relatives a By.

En notant X (resp. Y) I'espace annelé (X, By) (resp (Y By)), le mor-
phisme f induit alors un morphisme d’espaces annelés f : X Y.

On note py et p; : Ay ISm) = X les projections a gauche et a droite. Soit

Ay Jsom) l’espacg annelé (4y /S@”)’OZ’S‘(/SW)’ avec OZ‘S?/SW,) = p;(Bx). On note
Do Ay ISmy) = X le morphisme induit par I'application continue p et par le
morphisme d’anneaux canonique p;(Bx) — @;,;/S( : et pr : Z}?/g(m) - X

dont le morphisme d’espaces topologiques est p; et dont le morphisme
d’anneaux est pfl(BX) — pi(Bx) = py(Bx) = OZ»;;/S(, - De méme, lorsque

I'on remplace respectivement S et X par T et Y.
Le morphisme canonique

1.3.2.1) f*(~7I;/T(m));>f*BY®OX f*( ?/T(m)) — Bx ®ox P;L(/S(m) = 75?(/S(m)

est semi-linéaire via f*By — By pour les structures droite et gauche. Pour
tout couple d’entiers % > %/, les homomorphismes 1.3.2.1 fournissent des
morphismes d’espaces annelés f,, : 4% /SGm) — A JTamy S'inscrivant, gréce a
[Ber96, 2.1.4.3], dans le diagramme commutatif

7%

Ay JS(m) Ay Jsm) —= X

p
(1.3.2.2) lf;l/ J/f}l lf'

P
C 7 — =~
A)1//T( ) — =Y.

=n

P

Ar);/T(m)

Soient £ un D(’") -module & gauche et (85 ) sa m-PD-stratification. Le By-
module f & possede une structure canonique de D(m) -module a gauche. En
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effet, il résulte du diagramme commutatif 1.3.2.2 que les isomorphismes
88 = “(°) munissent f*€ d’une m-PD-stratification (pour les conditions
de cocycle, on utilise de plus un diagramme commutatif analogue avec

¥ /som(@)). 81 Bx = Ox, on note f, ala place de f,, et plus généralement, on
enleve les tildes.

ExEMpLE 1.3.3. Considérons le morphisme d’espaces annelés:

(X, Bx) LN ()N(, Ox). Si € est un Dg'”)—module, il résulte de 1.2.1.2, que la
structure de D;?’i)—module sur (Id)*(€) définie par image inverse est égale &
la structure de D(;(")—module définie par extension.

1.3.4. Pour vérifier que 'image inverse se comporte bien par composition,
donnons-nous en outre le diagramme commutatif

Y s z

(1.3.4.1) l i

(T; aT7bT7aT) - (UaaUvaaaU)7

ot U est un 7,)-schéma (resp. V-schéma formel dont I'idéal engendré par
m est un idéal de définition) muni d’un m-PD-idéal quasi-cohérent (resp.
cohérent), ou la fleche du bas est un m-PD-morphisme et ot Z est un U-
schéma lisse (resp. U-schéma formel lisse). On se donne de plus une Oy-
algebre Bz munie d’'une structure compatible de D}m—module et un mor-
phisme d’algébres g*B; — By qui soit en outre D(Zm—linéaire.

ProposiTION 1.3.5.  Soit G un 13%’”—module. L’isomorphisme canonique

Fog(©@=gof (9
est 13?(")-linéaire.
PREUVE. En notant & le morphisme composé g o f, il s’agit de prouver
que l'on a un isomorphisme canonique g, of, = h, (notations de 1.3.2).

D’apres [Ber00, 2.1.1.1], on le sait déja sans les tildes, i.e., le morphisme
composé canonique

f *@*PZ/U(W) —f *(Pﬁmmﬂ - Pg&/sm)

est isomorphe au morphisme canonique 2P 1,y — Px/son)- 11 €n dérive
par construction (1.3.2.1) que

1@ Z/U(m)) —f *(P?}/T(m)) - P?(/S(m)
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est isomorphisme au morphisme canonique /*P} JUm) Py /semy- Dot le
résultat. O

COROLLAIRE 1.3.6. Soit £ un D;,m)—module. L’isomorphisme canonique

Bx ®oy € — By ®oy &),
est 73?{”)—linéaire.

PrREUVE. Cela résulte de 'exemple 1.3.3 et de la proposition 1.3.5. [

1.3.7. Si F est un -module a gauche, les isomorphismes définissant la m-
PD-stratification image inverse de F par f (.e. fi(e))) sont semi-linéaires
par rapport aux isomorphismes sf@ =fr (eBY) (voir [Ber00, 2.1.4]). La
structure de Df;’”) module a gauche de f F se prolonge done en une struc-
ture de f*By ®o, Dg}”)—module a gauche. Lorsque By = f*By, la proposition
qui suit nous dit que les deux définitions de 'image inverse sont identiques.

PROPOSITION 1.3.8. On suppose que f*By — Bx est un isomorphisme.
Pour tout D(;”)—module a gauche F, lisomorphisme canonique

RS F)

est DY-linéaire.

PreuvE. Il s’agit de prouver que 'isomorphisme Bx-linéaire canoni-
que f*(F) = f*(F) est horizontal. Or, on dispose par construction (1.3.2.1)
du diagramme canonique commutatif

Py Y/T(m) — ?(/S(m)
f* Y/T(m H?X/S(m)

cocartésien. Les foncteurs Py g, ®r-py rond (= ) et Py /S0m) Of P, f (-)

sont done isomorphes. En outre, d’apres 1.1.16.2, le diagramme

on En on
Py 11 m) OBy T —=F 8, Py 1)
(1.38.1) ~lm ~lcan

Py irmy @0y T —2> F @0, Py 7

m)
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est commutatif. En appliquant le foncteur Py g,y ®r-p: ) f*(—)al3.81,0on

Y/T(m
en déduit un isomorphisme canonique f; (e,) = f,(€,). D’ou le résultat. O

PROPOSITION 1.3.9.  On garde les notations de la section 1.3.1. Soient £
et F deux D({,”)—modules a gauche. Le morphisme canonique

(1.39.1) F*(Homsg, (€, F)) — Homps, (f*E.f*F)

est @g}”)-linéaim

PREUVE. On notera ici " := P} J1em)- Par fonctorialité, le diagramme
suivant

T (Homs, (P @, &,7" @, F)) ——= Homz, (i (P" @, &), [ (P" @5, F))
(13.9.2) l 'vi
i (Hom, (E@m, P, F @, P")) — Homg, (f; (€ @5, P"), [ (F @5, P)),

ol les fleches horizontales sont les homomorphismes canoniques et celles
verticales sont induites par les isomorphismes & et &7, est commutatif. Or,
par définition, le morphisme du haut du diagramme 1.3.9.2 est le mor-
phisme défini par la m-PD-stratification de f *(Homg, (£, F)) tandis que
celui du bas provient de la m-PD-stratification de Homgp, ( FELF). Le

morphisme 1.3.9.1 est done horizontal. O

1.4 — Elévation du niveau par Frobenius.

1.4.1. On prend ici les notations non respectives de la section 1.3.1 et on

désigne par Sy = V(a) et par X; la réduction de X sur S;. On suppose aussi

vérifiées les conditions suivantes de [Ber00, 2.3.1] (ou [Ber00, 3.0.1.(iii)]):
1) p est nilpotent sur S (done, grace a [Ber96, 1.3.5.1], |[X| = |Xo]);

1) p € a (on dispose ainsi d’'un Frobenius sur Xj).

Soit s > 0 un entier fixé, Xés) le Sp-schéma déduit de X, par le s-ieme
itéré du Frobenius absolu de Sy, X’ un S-schéma lisse relevant X(()s> et
F : X — X’ un S-morphisme relevant le morphisme de Frobenius relatif
F;(O/SO : Xo — X(()S)'

On suppose donnée une Oy -algebre By munie d’une action a gauche de
Dg?,” compatible a sa structure d’algebre. On pose By := F*By'. On notera
5;?” = Bx ®oy Dg?“, TDE?,“ = By ®o,, Dg??) et F le morphisme d’espaces
annelés (X, By) — (X', By/) induit par F.
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LEMME 14.2. Le morphisme canonique F, : A% 1San) i /S(m) S€
factorise en un morphisme d’espaces annelés

(14.2.1) ?(/S(m+s) = A% /30m)-

PREUVE. Il s’agit d’établir que le morphisme canonique F* PX, ISy =
— P /Sany S€ factorise par un morphisme F* Py g, — Px [S(m+s)" D’apres
la proposition [Ber00, 2.2.2], c’est le cas sans les tildes. Grace a 1.3.2.1, on
conclut la démonstration. O

PROPOSITION 1.4.3.  Soient & un DY-module & gauche et M’ un DGP-

module a droite. Le faisceau Frg (resp., avec les notations de 1.1.21,

M) est muni dune structure de D(’"”) module a gauche (resp. a
dmzte) De plus, F*& = F*Dw Dt g et PM =M Dt , DY,

PREUVE. En prenant I'image inverse par les morphismes AX [Stmts) =
— A, ssemy de la m-PD-stratification relative & By de &', on obtient une
(m + s)-PD-stratification relative a By de F*€'. Le cas respectif se montre
de la méme fagon. Les deux isomorphismes se vérifient par fonctorialité. (I

REMARQUES 1.4.4. (i) On garde les notations de 1.4.1. Soit £ un IND%)—
module & gauche. D’apres [Ber00, 2.2.7], F*(£’) est muni d'une structure de
DY"*-module prolongeant sa structure de DY'"®-module. On vérifie,
comme pour 1.3.8, que I'isomorphisme F*(£') = F*(£') est | YNDE}’”8>—1inéaire.
Par la suite, on notera donc simplement F* a la place de F™*.

(ii) Lorsque I'on suppose que a est m-PD-nilpotent, de maniére analo-
gue a [Ber00, 2.1.6.(a), 2.2.6.(1) et 2.4.5.(i1)], on construit un foncteur F§ /S0
(resp. FSb /S0 ) de la catégorie des D(m)—modules a gauche (resp. a droite)
dans celle des D(m“) modules a gauche (resp. a droite): cela résulte du fait
que localement le morphisme F5 X/Sy S€ reléve en un morphisme /' : X — X’
et que, comme pour [Ber00, 2.1.5], I'image inverse F** ne dépend pas du
relevement. Tous les résultats de cette section seront valides en re-
mplacant F'y par FX) /Sy"

DEFINITION 1.4.5. Soit M une famille de morphismes f : X — Y §’in-
serivant dans un diagramme commutatif de la forme 1.3.1.1 telle que M soit
stable par changement de base. Pour tout entier m et tout morphisme f de
M, supposons donnés des foncteurs ¢(-m) : D~ (QD%S) — D~ (gD(mT) (resp.

¢(m) D;??Sd) — D~ (D(;’/”Td)) La famille (gb(m))feM commute & Frobe-
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nius si pour tout entier s, pour tout relevement X’ (resp. Y’) lisse sur S
(resp. T) de X("’) (resp. Y(s)) et f XY, f:X—-Y, Fx: X —-X,
Fy: Y=Y relevements de fo, fo , XO/S , F*;’,O/T tels que f, f' e M et
Fyof =f'oFy, il existe pour tout & € D~ (ng??/)S) (resp. M’ €
e D~ (D%;Sd)) un isomorphisme canonique dans D~ (915(;';;8)) (resp.

D= (DY)
(1451) Fyogy(€)= ¢ o Fy(£))
(resp. FbY o (m)(M )) ¢(’H’L+S) ° FE((M/)

Cette définition s’étend aux bifoncteurs, aux complexes de bimodules ou

aux foncteurs de la forme qﬁ(’”) D~ (gD(Y”})T) — D~ (ng'})S) ete.

DEFINITION 1.4.6. On garde les hypothéses et notations de la défini-
tion 1.4.5. Pour tout entier m, soient (¢(m))f6M et ( (’”)))f ey deux familles de
foncteurs commutant 3 Frobenius et, pour tout f € M H(m) gb(m) — l//(m)
morphisme de foncteurs. La famille (0(’”))feM est dite compatzble a Fro-
benius si elle induit un diagramme commutatlf

+s) *
FYOq)f’ >¢/m g oFyx

(1.4.6.1) J/ l
: + *
FYOW;') Wsﬂm g FX?
(resp. en remplacant F* par F”).
Rappelons le théoréme de descente par Frobenius de [Ber00, 2.3.6]:

THEOREME 1.4.7.  Le fonctewr F* induit une équivalence entre la ca-
tégorie des D;’f/)-modules a gauche (resp. quasi-cohérents) et celle des
D%”*S)—modules a gauche (resp. quasi-cohérents).

PROPOSITION 1.4.8. Soient & et F' deux 5;’?)—modules a gauche. Le
morphisme canonique

(1.4.8.1) F*(Homg,, (&', F") — Homg, (F*E', F*F')

est DYH-linéaire.

PrREUVE. Il suffit de reprendre la démonstration de 1.3.9 en rem-
placant le morphisme f, par le morphisme AX /S(m-+s) —>AX, /S(m)* O
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REMARQUES 1.4.9. Nous verrons, via 2.1.32..ii), que le morphisme
1.4.8.1 est un isomorphisme. La proposition 1.1 signifie donc que le bi-
foncteur Homg,,(—, —) commute a Frobenius.

PROPOSITION 1.4.10. Soient & et F' deux ZB%”-modules a gauche.
L’isomorphisme canonique :
(1.4.10.1) F*& @p, F*F' = F*(& ®p, F')

est 73;}”*8)-%%6’@@'1"6. Ainsi, le bifoncteur — ®@p,, — commute a Frobenius.
PREUVE. Analogue a [Ber00, 3.3.1]. O

PROPOSITION 1.4.11.  Soient & un ZNDg’gf’)-bimodule et F' un @g'f)—module
a gauche. On a alors un isomorphisme canonique:

(1411.1) (F*Fb(c;,) ®b§n+s) (F*f/);)F*(gl ®,l”)(n7) f’).
XI
Le bifoncteur — @zm — commute donc a Frobenius.
X/

N PREUVE. Grace a [Ber00, 2.5.7], on a I'isomorphisme canonique de
Dgz’f)—modules a gauche :

e ®@<;z,+s> FrF=E ®@gf) F.
En lui appliquant le foncteur F*, on en déduit la proposition. O

PROPOSITION 1.4.12.  Soient & un f)g?f) -module & gauche et F' un INDE’(’,’)-
bimodule. On dispose alors de l'isomorphisme canonique de Dg?f)-modules
a droite:

F'Homzyn (', F') = Homupm o (F*E ,F*F° F').
pd X

PREUVE. On a un isomorphisme canonique F’ HomD<m>(€ FH=
—>HomD<m)(€ F°F). De plus, le théoréme 1.1 nous fournit un iso-
morphisme Hom. <m>(5 FF) = Homy o o(F*E ,F*F"F'). En composant
ces deux 1som0rphlsmes on obtient la proposmon O

1.4.13. Soient m’ > m, Bx (resp. By,) une Ox/-algébre munie d’une action
a gauche de Dg?f) (resp. D(m’)) compatible a sa structure d’algebre et
By — By un homomorphisme D;’f) linéaire de Oyx--algébres. On notera
Dg?,” = By ®oy Dg??) et D?(’,“ = By ®o Dg{”) Enfin, on pose By := F*By,
BX — F* BX” D(mﬂ) BX ® ,D(ers) et D(m +s) BX ® D(m +5)
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1.4.14. Avecles notations de 1.1, Berthelot a construit (voir [Ber00, 3.1.3]),
pour tout Dg“(’?)—module a gauche &', Iisomorphisme

DY @ e F*E 5 F* (DY) @y €)
X/

comme étant 'unique morphisme Dg” 9. linéaire rendant commutatif le
diagramme suivant:

e ~ (ot
(14141)  prg == D) Do FHE F* (DY Rzm &).
X X/

Or, en s’inspij'ant de1.4.11.1, oon construit celui-ci d’une deuxieme fagon: en
considérant Dg?f/) comme un (D;’,l/), DS}’,‘))—bimodule, on obtient d’abord, avec
[Ber00, 2.5.7], I'isomorphisme

(14.142) F'F'DY) @ppen F°E =
= F*ﬁg??) ® m’) DA()?;LO ®b(17z) (Fbﬁ%) ®fb§;ﬂ+8) F*g/);p*(ﬁg?}l) ®@("7) g/)
b X!
THm')

fonctoriel en @g}’f’) (dans la catégorie des (Dy,’, D“’”) bimodules). Ensuite,

on termine la construction via 'isomorphisme Df;”“) = F*be)g’{f) ([Ber00,
2.5.2].

PROPOSITION 1.4.15. Les deux constructions de D(m ) ®pionso e =
—>F*(D§§’,” ®D(7»z) &N coincident.

PrEUVE. Notons 0 les isomorphismes de la forme D(m“) = F*F"D (m)
et p ceux de la forme DY — D ou DY — DY) ete. Par unicité de la
factorisation du dlagramme 14.14.1,1l sufﬁt d etabhr la commutativité de

F*e Fre
A~ (m+s) xor O®id b (m) w0l % (e (m) _ 1
(1.4.15.1) Dy e FE' ——= F'F' Dy @i F*E/ —— F*(Dyp Dpm &)
lpw’d lF*P(p)md J/F*(p)@id
Q;m +S) m+)F o1 b 9}@111 F* FbD< ) ka+ ) F*& — - F* (iggﬂ) ®®(ln) 8/).
X/

Par fonctorialité de 1.4.14.2, le diagramme de droite est commutatif. De

plus, l'isomorphisme canonique F* DY @ .o F*E = £ a été construit de
X

telle facon que le rectangle du haut de 1.4.15.1 soit commutatif (voir la
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preuve de [Ber00, 2.5.5.(1)]). Prouvons a présent la commutativité de carré
de gauche de 1.4.15.1. Tout d’abord, par construction de [Ber00, 2.5.2] des
isomorphismes de la forme 0, on a le diagramme commutatif suivant:

F*F’(p)

h m
F P DY) > By o, F'F'DY) — F*F’(By ®o,, DY)
(14.15.2) GTN o 7

BX@OXGTN

Dg(m+s) 5 By ®oy Dg(m-'rs) .

D’ailleurs, ce morphisme 6 est I'unique morphisme de By ®o, D;"*S)-bi—
modules rendant commutatif le diagramme 1.4.15.2. Il en résulte le dia-
gramme commutatif suivant:

m) FF () m
F*F"(By @0, D§/)) — F'F’(By, ®o,, (D§g/)>

(1.4.15.3) GTN GT -

m—+s P m+s
Bx®oXD§(+) BS{®OXD§(+)-

De plus, on vérifie que la construction de 6 dans [Ber00, 2.5.2] est compa-
tible aux changements de niveau, i.e., le diagramme suivant de gauche est
commutatif:

F*F*(p FF(p)
—_—

] m ) m' « b m * b ~(m
FP (DY) FP(DW)) FPP(By @0, DY) — F*F’ (B, @0, D)
(1.4.15.4) 9T~ 9T~ 9T~ 9T~
m+s p m'+s m+s P ~ m' +s
DY) DY, Bywe, DY Bl ©o, DY 1.

Grace a 1.4.15.3, il en découle la commutativité du diagramme de droite de
1.4.15.4. En appliquant a ce dernier le foncteur — ® s F*&, 1l en dérive
celle du carré de gauche de 1.4.15.1. O

PROPOSITION 1.4.16. Soit & un By ®o, Dy -module & gauche.
L’isomorphisme canonique fonctoriel en £

(1416.1) By @5, & By @0, DY @ oy o €

est compatible a Frobenius.
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PreuvE. Il s’agit de prouver que le carré de droite du diagramme

(m)

Fre — F*(By @, &) —> F*(By ®0, D5)) 8y n €
x X
k@ FE e (B 00, DY) @y i FUE

est commutatif. Par BYy-linéarité, il suffit de vérifier que le grand dia-
gramme est commutatif, ce qui est tautologique (1.4.14.1). O

2. Sur la dualité arithmétique D-linéaire d’un isocristal surconver-
gent.

2.1 — Préliminaires : quelques isomorphismes canoniques.

On garde les mémes notations et hypotheses que 1.4.1 (il n’est pas
nécessaire que Frobenius se releve: 1.4.4.(ii)). Sous les conditions plus
générales 1.1, tous les résultats de cette section seront valables a la con-
dition de supprimer “compatible a Frobenius” et tout ce qui est lié a
Frobenius.

On se donne By, une By-algébre commutative munie d’'une structure
compatible de D&}@-module a gauche telle que Bx: — By, soit Dgf‘)—linéaire
(et donc DY -linéaire). On note comme d’habitude By := F*By.. Enfin, on
supposera que S est un schéma noethérien (hypothese utile pour 2.1.10 et
done pour 2.1.17 ete.).

. ~ \ !
ProposITION 2.1.1.  Soient £, F' des Dg'f)-modules a gauche et M', N
des Dg?f) -modules & droite. Les isomorphismes canoniques suivants
Wx100y, (€ @By, F) = (051 @0y, E)05,, F', (M @5y, E)@oy, 03] = (M @0y, 0,5, €'
(0 ®oy, 5')®BX, (M’®0X, w},’)"%M’@BX, E’,o)xr®oX, Homs,, (é",]—")%HomBX, (8’,wx/®ox, F,
Wy @0y, Homs, (M' N') 5 Homys (M@0, ot N') et
Homs,, (8’,M’)®0X, w;(,l = Homg,, (5’,M’®0X, w;(,l)
sont Dé?,”-linéaires et compatibles a Frobenius.

PrREUVE. La compatibilité a Frobenius est élémentaire. Il reste ainsi a
vérifier la D;’,L)—linéarité. L’assertion étant locale, on se raméne a supposer X
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affine et muni de coordonnées locales. Les formules 1.1.18.1, 1.1.24.1,
1.1.18.2,1.1.24.2 et 1.1.24.3 nous permettent de conclure. O

PROPOSITION 2.1.2. Soient & un 5;’,”—module a gauche, F' un
v @0y DYP-module a gauche et & — F' un morphisme DS -linéaire. Le
morphisme canonique

p : By ®p, & — F,

est By ®oy,, Dg’f)-linéaire et compatible a Frobenius.

PREUVE. Commencons par démontrer la By, ®o,, D(}}’,‘)—linéarité. Par

B -linéarité, contentons-nous de prouver la @%)—linéarité. Notons (Ef ", 1a

stratification relative & By de 7'. Comme les isomorphismes & " sont semi-
linéaires par rapport aux isomorphismes B e diagramme

(fP;l(/(m) OBy, ‘B;(/) O

X/ (m)

({:P;l(l(m) ®{BX/ 8/) - T?('(M) ®Bx/ 9:/
ng? Vg ~ &

(Bg(’ ®‘BX’ :P;l(’(m)) ®§>’;(,

!/ ~n / D
o & © Pht) — T, B
ou les fleches horizontales sont les morphismes canoniques déduits par
extension de p, est commutatif, i.e., p est horizontal.
Pour la compatibilité a Frobenius, il s’agit de vérifier que le diagramme
canonique suivant

F*(BY @3, €') — By @p, F*E'
F*p /
F*F
est commutatif, ce qui est élémentaire. O

COROLLAIRE 2.1.3. Soient & un D{’-module & gauche et F' un
o ®0, De’-module & gauche. I existe un isomorphisme canonique

2.13.1) Homp,, (€, F) = Homyg ., By @, €, F).

PREUVE. Grace a2.1.2, on construit ’homomorphisme 2.1.3.1. Comme
le morphisme canonique &' — By, ®p,, £ est D;?’,”—linéaire, on construit
I’homomorphisme inverse de 2.1.3.1 via celui-ci. O
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PrOPOSITION 2.1.4. Soient & un 2~)§§’,2>-module a gauche, F' un
By ®o,, Dg??)-module a gauche. Lisomorphisme canonique

Homg,, (', F') = Homyg By @5y, £, F')

est By, ®0y Df,}',l)—l@'néaire et compatible a Frobenius.

PrEUVE. La compatibilité a Frobenius signifie que le diagramme ca-
nonique ci-apres

F*Xomgp,, (E',3) — Home, (F*E',F*F")
F*}Comrg;(, ('BS(/ OBy e, 3”) — f}(()mrB"X (F* (B;(; By S/) F*.‘_-Tr/) — I}ComB& <B;( Rpy, F* e, F*?’)
est commutatif, ce qui est local. On peut done supposer que Frobenius se

I;eléve. La vérification de la commutativité est alors élémentaire. Enfin, la
Dy -linéarité résulte de 1.1.18.2. 0

PROPOSITION 2.1.5. Soient & un DY -module & gauche, F' un
By, ®0, D¢P-module & gauche, M’ un D’-module @ droite et N un
v R0, Dg’g,” -module a droite. Les isomorphismes canoniques

2.15.1) (& ®5, By) g, F' =€ @p, F
2152 N'eg By @p, E)>N @p, €
et (M’ ®p,, By) ®p, F'= M @35, F'

sont By ®o,, Dg?,“)—linéaires et compatibles & Frobenius. Par transport de
structure, on munit ainsi £ ®g,, F' (resp. N @3, £ et M’ @5, F') d'une
structure de By, ®0y Dg}’f)—module a gauche (resp. a droite).

PreUVE. La 73()}’,‘>-linéarité des isomorphismes de 2.1.5 résulte des for-
mules 1.1.18.1 et 1.1.24.1 (cela se vérifie aussi en constatant que les iso-
morphismes sont horizontaux). La compatibilité a Frobenius est aisée. [

PROPOSITION 2.1.6.  Soient £ et G deux Dy-modules & gauche et F'
un Dg?p—module a droite ou & gauche. Les isomorphismes canoniques
suivants

2161) &, 0 =G @, &g, (F o, )= (E @p, F)p, G.

sont YNDE?,” -linéaires et sont compatibles a Frobenius.
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PreUVE. La @gﬁ',l)—linéarité résulte des formules 1.1.24.1 et 1.1.18.1 et la
compatibilité a Frobenius est immédiate. O

ProPOSITION 2.1.7. Soit M’ € D(ﬁ;@d)_ L’isomorphisme de transpo-
sition 3,y - M' @, DG’ = M @5, DY qui échange les deux structures
droites de 5;?,“—modules (voir [Ber00, 1.3.3.(ii)]) est compatible a Frobe-
nus, i.e., le diagramme sutvant est commutatif:

Bpones

FbM/ ®’Bx @;mﬂ') o FbM, ®BX @;nﬂ)

@.1.7.1) l~ l~
FJF) S

FOM @g, FF' DY) ———— "M @5, F'F*DY.

PreuUVE. Ilsuffit de reprendre la démonstration de Virrion de [Vir00,
I1.1.12.1] en rajoutant des tildes et en remplacant “wy.” par “M" et “wx”
par “F° M. O

PROPOSITION 2.1.8. Soit £ € DUDY). L’isomorphisme de Dy -bi-

modules de transposition relatif a &, e : YNDE??) ®B,, g=e QB YNDE?,” (voir
[Ber00, 1.3.2.d]), est compatible a Frobenius, i.e., le diagramme canonique

~ F*F’ (8.1 ~
F*Fb(Dg(”f) R, 8') % F*Fb(gl R, 'D§;7/1>>
2.18.1) TM ~T
~ Opspr ~
®§(m+s) ®3X F*(c:/ i(c F*gl ®BX Dg{’n+s)

est commutatif. N
De méme, on dispose de l'isomorphisme de D;’,’)—bimodules a gauche
compatible a Frobenius

(2.1.82) (DY @0, 0oxh) @5, £ = E @5, DY @0, 0x)).

PREUVE. Tout d’abord, il (faut et il) suffit de démontrer la compatibi-
lité a Frobenius de
oy ®oy G) : (0x ®oy, D) @5, £ = (0y @oy, &) @5, DY .
Or, 'isomorphisme

E @By Ouy : £ ®py, (0x @0, DY) (wy @0, DY) @5y, &
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est compatible a Frobenius (2.1.7.1). En outre, grace a 2.1.1 et 2.1.6.1,
I'isomorphisme canonique

(0x R0y, £) @5, DY = E @5, (0x @0, DY)

est compatible a Frobenius. Puisqu’en composant ces trois isomorphismes,
on obtient I'isomorphisme de transposition 5wX,®OX, ¢ (I suffit de vérifier,
d’apres [Ber00, 1.3.3], que, pour toute section x de wx ®o,, &,
(SWX,@@O g@®1)=2®1) qui est compatible a Frobenius d’apres 2.1.7.1.
D’olt la commutativité de 2.1.8.1.

L’isomorphisme 2.1.8.2 dérive du diagramme suivant commutatif

(8/ ®3 ‘D;)) ®Ox/ ('OX’ —¢ ®Bx’ (Dgf’) ®Ox’ ('OX/ )
A
(2.1.8.3) *vTvg/on, o

(55(”/1) ®BX/ 8,) ®OX/ 0));'1 —~ (55(”’1) ®OX’ 0‘))?/1) ®BX/ 8/'
]

REMARQUES 2.1.9. Soient A, B, C trois faisceaux d’anneaux,
EeD (9A,BY et F € D~(98,C%. Il n'est pas clair que I'on sache dériver le
foncteur £ ®5 F. Cependant, comme I'a remarqué Berthelot, avec les hy-
pothéses pratiques ci-apres, ce foncteur se calcule sans probléme. Par com-
modité, introduisons la définition suivante. Un anneau R est dit anneau de
résolution de € € D¢ A, B%) si les conditions suivantes sont réalisées:

(i) Les anneaux A et B sont munis de structures de R-algebres telles
que R s’envoie dans le centre de A et de B;

(i1) Les structures de R-module induites, sur les (A, B)-bimodules de &,
par la structure de A-module a gauche et par celle de B-module a droite
coincident;

(i11) A et B sont plats sur R.

Un anneau de résolution de A est un anneau de résolution de A vu
comme (A, A)-bimodule. Le complexe £ ou A est alors dit résoluble. Une
famille d’anneaux est dite deux a deux résoluble, si, en choisissant deux
éléments de cette famille, il existe un anneau de résolution qui leur sont
commun. Dans la suite, nous ne considérerons que les complexes ré-
solubles et, par abus de notations, D¢ A, B?) désignera la sous-catégorie
pleine de D(9A, B%) des complexes résolubles (de méme en rajoutant des
hypothéses de finitude et en changeant les lettres ¢ et d ete.). On notera
que le faisceau Dgz”) est résoluble (comme (D;?”), D(M)) bimodule) mais n’est

pas (a priori) résoluble en tant que (D;}”), ("’)) bimodule. On définit de
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meéme les anneaux de résolution pour les complexes D(Y A, 98). Grace a (i),
Az B (ot B° désigne 'anneau opposé de B) est muni d’une structure
canonique d’anneau et, avec en outre (i7), les données d’une structure de
(A, B)-bimodule ou de A ®x B°-module sont identiques.

Si&eD (9A, B%Y ou F € D~(9B,C% ont un anneau de résolution, alors
on peut calculer £ ®Ig F. En effet, si R est un anneau de résolution de &,
une résolution plate de & par des A ®z B’-modules plats est, via (iii), plate
sur B. Lorsque £ € D~ (9. A,98), on procede de maniére analogue mais avec
A @z B ete.

De méme, soient £ € DUA) et £ € DT (YA, BY). Si £ posséde un anneau
de résolution, alors on peut calculer RHom 4(&, ). En effet, il suffit de
résoudre & par des A ®r B°-modules injectifs.

Pour résumer, avec notre abus de notations, on obtient les bifoncteurs

2.1.9.1) RHomos(—,—) : DOA,BY x DT(UA,C% — DUB,CY,
(2.1.9.2) —@%— : D (B, AT x D (“A,*C) — D(*B,*C).

Bien-entendu, on dispose de bifoncteurs analogues en changeant les in-
dices g et d.

ProposITION 2.1.10. Soient A et B deux faisceaux d’anneaux sur X,
S Dparf(gA)y F e Db(gA, *B) On a:

(i) RHomy4(E, F) € D*(*B),

(11) Si F € D¢ party(V A, *B) (resp. D ar) (YA, *B)), alors RHom4(E, F) €
€ Dparf(*B) (resp. RHomyg 4(E, F) € Dy (*B)).

PrREUVE. Comme X est quasi-compact, cela se vérifie par localisation
et dévissage. O

REMARQUES 2.1.11. Si X n’est pas quasi-compact, il faut remplacer
“complexes bornés” par “complexes localement bornés” et “complexes de
Tor-dimension finie” par “complexes localement de Tor-dimension finie”.

ProposITION 2.1.12.  Sotent A, B, C et D des faisceaux d’anneaux sur
X résolubles deux & deux (2.1.9), E€ DUOA), F e DA B, et Ge
€ Dgar, (9B, C).

@) Il existe alors un homomorphisme canonique dans D(*C), fonctoriel
en & FetG:

RHomy4(E, F) @5 G — RHome4(E, F @5 G).

Celui-ci est un isomorphisme quand £ € Dyt (9 A).
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(i) L’isomorphisme de i) est tramsitif, t.e., st H € Dyar, )(C, DY on
dispose du diagramme commutatif

RHoms 4(€.F) @% G @5 H RFHoms 4(€,F @5 G5 H)

\ /

RHoms 4(€,F 0% ) @5 K.
(iii) Lorsque A, B et C sont égaux & 5;’,“, le morphisme canonique

RHom@w(& f) ®%(m) g — RHomgb(m) (5, F ®%(M) g)
X X b X'
est compatible a Frobenius.

PrREUVE. Pourlapremiére partie, il suffit de résoudre F injectivement
et G platement. La transitivité du morphisme ainsi construit est immédiate.
Il reste a vérifier la compatibilité a Frobenius. Par transitivité (voir ii)), on
dispose du diagramme commutatif suivant.

(Rﬁfom m(E CT")@H“ S)T)Rﬂfom ,,1)(8 3")®~(m) °G

X/

2.1.12.1) | |

FbRG{()ngm (€, 3"®IL 9 R%om@m (&, T2k S F°9).
x' x’

De plus, via lisomorphisme F’G= (F*Dy” Bt F*D) @D(m) Fg=

= FbDE}’f) QL Fonso F*F’G, on bénéficie par fonctorlahte du dlagramme com-

mutatif: *

R omym (€.5) ©1 ) FS - RlHom g (£,9) ®L FbD;)@DM,H F*F’S

X/
R3om s (€, ?@L F’9) —> RIComzym (€, 9@” WD 9(”’ S FF’S).

En invoquant la transitivité de ii), on obtient celle de

R%omD( ) (€,9) ®A '”) F”D v g]}é(rrﬁ\‘) FFG —— Rﬂ{om‘f)“”)(&Fb?) ®];lf)(m+.v\ F'F'g
X pd X

(2.1.12.2) ¢ i
RHomgm) (E’SF@L@Q . FDY % oo F* Fg) . RIomgm (£, P ®%§"ﬂ> F*F’G).

Enfin, en résolvant F*F’G platement et F” F injectivement, on calcule que le
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diagramme
RH”’"@"X";)(&F’?) ®”75‘””‘J F*F’G L}“ﬁ’R%om@w”(F*g,F*pv?) ®“§5wm> FYF°G
X X

(2.1.12.3) } |
R b L * 0 F* * * b oL * b

R}(()m@;,;)(E.F :’t®®§;,+ﬂF F’9) ‘\)Rﬂ{()mbg(,,,+,w(F EF'F ?@ib;w)F F’9).
est commutatif. En mettant bout a bout ces quatre diagrammes commu-
tatifs, on obtient celui signifiant la commutativité a Frobenius du mor-

phisme de 2.1.12.(iii). O

Sous d’autres hypotheses, on a la proposition analogue 2.1.19 que nous
utiliserons pour prouver (entre autres), 2.1.26 et 2.1.36. Avant de prouver
2.1.19, nous aurons besoin de ce qui suit.

PROPOSITION 2.1.13. ISOMORPHISMES DE CARTAN. Soient A, A et C des
faisceaur d'anneaux sur X, €€ D UAAY (resp. D tap@ A, A'Y),
FeD (A,*C) (vesp. DUA',*C)) et G € DT (YA, *C).

On a les isomorphismes fonctoriels:

RHomw.4.c)(E ®i{, F,G9) = RHom 4 .c)(F, RHomy 4(E,G))
(21131)  RHomg.0(€ @Y F,G) = RHomg 4 0\ (F, RHomu 4(E, G)
Homg 4,.0(€ @Y F,G) = Homg g o) (F, RHomy 4(E, 9)).

PREUVE. Par commodité, notons par la méme lettre R, les an-
neaux de résolution (2.1.9). Soient P une résolution droite de & par
des A ®r A'-modules plats et 7 une résolution gauche de G par des
A ®z C-modules injectifs (ou par des A ®z C’-modules injectifs selon
que *=g¢g ou x=d). Ces résolutions permettent de calculer les
termes de gauche des isomorphismes de la proposition. En outre, il
résulte de [sga72, V.1.2.1], que Homy4(P,Z) est un complexe de A'-
modules injectifs borné inférieurement. Ces deux résolutions per-
mettent donc aussi de calculer les termes de droite des isomor-
phismes de la proposition. O

REMARQUES 2.1.14. Avec les notations de 2.1.13, on se donne
f:€—E un morphisme de D (A A?Y (resp. D @A, A?D),
g : F — F un morphisme de D=(9A’,*C) (resp. DU A",*C)) et h: G — G un
morphisme de D*(YA,*C). En notant Ca, la bijection 2.1.13.1, les dia-
grammes suivants de droite sont commutatifs si et seulement si ceux
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situés a leur gauche le sont.

8®H;U3"L>9 ?L@Rg{Omgﬂ<8, 9)
2.1.14.1) lid&cg " lh o ig o lh
8®JL,3~/L>9/ g/%RfHomgA(& g,
8®L,3"¢4>9 gﬂﬂ%ﬂ{omgﬂ(g,g)
2.1.14.2) if@g o n lg o fT
g’®L,ff’L>9 ff’%ﬂ%ﬂ{omgﬂ(gl, 9).

PROPOSITION 2.1.15.  Soient A, A’ et B des faisceaux d’anneaux sur X,
E € D wap( A, A, F € DT(UA, BY). On dispose du morphisme canonique
dans DT (9 A, BY), dit morphisme d’évaluation et fonctoriel en F :

ev : €&} RHomea(€,F) — F.

PREUVE. On résout £ platement et F injectivement. O

REMARQUES 2.1.16. i) Via l'isomorphisme de Cartan 2.1.13.1, le mor-
phisme d’évaluation de 2.1.15 correspond a l'identité de RHom 4(E, F).

ii) Le morphisme d’évaluation n’est pas fonctoriel en &, mais, si f:
& — &' est un morphisme dans D_qr)(7.A, A'Y), le diagramme suivant est
commutatif

&L, RHome 4(€,F) — F

(2.1.16.1) id@ofT ev

‘Rid
& @, RHoms ,(&,F) 124 &' @, RHoms ,(&',5).

ProrosiTION 2.1.17.  Sotent A, B, C et D des faisceaux d’anneaux sur
X d’anneau de rvésolution R. Soient € € Dyut(PA), F € D wary(P A, B%) et
G € DPUB, *C).

i) Il existe un isomorphisme canonique dans D(xC), fonctoriel en £, F

et g:
@117.1) RHomo 4, F) ®F G RHomo 4, F @ ).
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ii) L’isomorphisme de i) est transitif, i.e, st G € D p) B, aC) et si
H € DP(¢C, D¥), on dispose du diagramme commutatif

RHoms 4 (€, F) @ § 0 H RHoms 4 (€, F @k G @5 H)

(2.1.17.2) \

RHome 4 (E, ?/03 g le}f

iii) Soient A" une R-algeébre plate, telle que R soit dans le centre de A,
et M un (A, A)-bimodule tel que M soit A-plat et tel que, pour tout A-
module plat (resp. injectif, resp. localement projectif de type fini) H, le A'-
module M ® 4 H soit plat (resp. injectif, resp. localement projectif de type
fint). En notant p : RHomg4(—, —) — RHomy y(M Q@4 —, M Q@4 —), le
diagramme

RHome 4(€, F) % G RHom: 4(€, F % G)
2.1.173) lpw ip
RHoms 5 (M@4E,M@4F) @% G —RHome 4, M@4E, M4 F@59),

ou les fleches horizontales sont celles de 1), est commutatif.

PrREUVE. Construisons d’abord le morphisme 2.1.17.1. En utilisant
2.1.10.3ii), le terme de gauche de 2.1.17.1 a un sens, tandis que pour celui de
droite, cela est immédiat. Construisons maintenant le morphisme 2.1.17.1.
Posons, F' = RHomsa(E,F)®5G et ¢ =F ®5G. Dapres 2.1.10.(3i),
RHomo4(E, F) € Dyge(BY). On en déduit que F' € D’(R). On a aussi
G € D A, %C). Via 'isomorphisme de Cartan 2.1.13.1 (appliqué a A’ := R,
F:=F"et G:=¢), que 'on notera Ca, on se raméne a construire un
morphisme dans D¢ A, *C) de la forme

& @ RHomo4(E,F) @5 G — F @5 G.

Comme A est une R-algebre plate, £ € D (YA, R). La proposition
2.1.15.(ii), nous donne alors un morphisme canonique dans D~ (YA, BY) :
& @) RHomg 4(€, F) — F. En lui appliquant le foncteur — ®5 G, on obtient
le morphisme 2.1.17.1, que 'on notera 6 (ainsi que ceux construits de maniere
identique). La fonctorialité de € en F et G est immédiate. Vérifions a présent
celle en €. En appliquant ® 3G 42.1.16.1, on obtient le diagramme commutatif

& @L, RHoms ,(€,F) % G ®% G
(2.1.17.4) idxf@idT o ev@idT

®id
& @l RHoms ,(€',F) @k § 125 &' QL RtHom: 4 (&', 5) @4 G,

evid
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ou “comp” désigne le morphisme composé. Grace a 2.1.14.1 (resp. 2.1.14.2),
la commutativité du triangle supérieur (resp. inférieur) de 2.1.17.4 implique
celle du diagramme

RHoms 4(€,F) @% G L RHoms ,(€,F @% G)
2.1.17.5) f@idT Calcomp fT

RHoms ;(€',F) @k G —> RHoms 4 (&', F &L G).

D’oti la fonctorialité en £ de 0. Pour prouver que # est un isomorphisme, par
localisation puis dévissage, on se rameéne au cas ol £ = A. Dans ce cas,
ev ® id s'identifie au morphisme canonique A ®r F @5 G — F @5 G. En
résolvant injectivement F @y G, on caleule alors que Ca(ev ® id) s'identifie
au morphisme canonique F ®};‘ G — Homygy(A, F ®}3‘ G), qui est un iso-
morphisme.

Vérifions a présent 2.1.17.2. Le diagramme suivant

& @4 RHom. 4(€,F) @)% G e Fekg

& @i RHome 4(8,F @4 G

est commutatif. En effet, cela résulte de 2.1.14.1 et du fait que Ca(ev)
est lidentité de RHomss(E,F ®}3’ G) (2.1.16) et, par construction,
0 = Ca(ev ® id). On en déduit la commutativité de

evid®id

& @% RHom: 4(€,F) @5 G @5 H T GosH

(2.1.17.6) W\ %

E@%RHoms 4(€,F ©% G) @5 3.

Grace a 2.1.14.1, on obtient celle de 2.1.17.2.

Il reste a prouver 2.1.17.3. Pour tout complexe H de .A-module, pour
tout m € M, notons m : H — M ® 4 H, le morphisme R-linéaire défini par
h— m ® h. Pour conclure la démonstration, nous aurons besoin du lemme
qui suit.

LEMME 2.1.18. Soient 0 : Fi — Fo un morphisme dans D(xC),
GieDTUA, «C), [ : & ®7[2 F1 — G un morphisme (A, C)-linéaire et g :
M@ E R Fo — M @4 G un morphisme (A, C)-linéaire. Si, pour tout
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m € M, le diagramme de gauche sutvant

ealF — 6 T — Y RItom ,(2.9)

S

M®A8®R§24>M®A91 %HRJ{omgﬂ/(MQ@AE,M@ASl)

est commutatif, alors celui de droite l'est aussi.

PREUVE. Celase vérifie par un calcul, apres avoir résolu € platement et
G injectivement. O

En résolvant platement £ et injectivement F, on vérifie que, pour tout
m € M, le diagramme suivant

€ @% RHome 4 (€, F) i F

|eo Lm

M @4 E@%RHome ( MR4E,MRF) ——>M@4F

est commutatif. En lui appliquant le foncteur — ® G, on obtient, pour tout
m € M, le suivant

evid

€ @% RHoms 4(E, F) 2% G Fek g
2.1.18.1) lmmid lm@id
M@ & D% RHoms (M@ E M4 F) 2% G 2L Mo, Tok G
Grace au lemme 2.1.18, la commutativité de 2.1.18.1 implique celle de 2.1.17.3.
PROPOSITION 2.1.19.  Soient € € Dyt ODYY), F' € D 1an@D5’, D)

et G € DP(ODE DD,
L’isomorphisme

(2.1.19.1) RHomg@;,z)(g" 7 ®%§g> g — RHomgb@ &, F ®%§7) G)
construit en 2.1.17.1 est compatible a Frobenius.

PrREUVE. 1l suffit de reprendre la preuve de 2.1.12.iii). En effet, on
dispose de la commutativité du diagramme 2.1.17.2 qui implique celle de
2.1.12.1 et 2.1.12.2. Enfin, celle de 2.1.17.3 nous permet d’obtenir celle de
2.1.12.3. O
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ProposiTioN 2.1.20. Soient A, B et C des faisceaux d’anneaux sur X
d’anneau de résolution R, & € Dpui@A), F €D tan(@A, B et
G € Dgqar, )8, +C).

Alors, les deux constructions (2.1.17 et 2.1.12) de RHom 4(E, F) ®g‘ g—
— RHoms (€, F @5 G) coincident.

PREUVE. Notons 0 : RHom(E, F) ®% G — RHom (£, F @5 G), le
morphisme construit dans 2.1.12 et ¢ : £€®f RHomoa(E,F) @5 G —
F ®j G celui que l'on déduit de 0 via I'isomorphisme de Cartan. Soit P
une résolution plate bornée de &, T une résolution injective de F, P
une résolution plate bornée de G et 7' une résolution injective de
Z®sP. Le morphisme # correspond au morphisme composé
Homo4(P,I) @5 P — Homgs(P,Z @5 P') — Homy4(P,Z'). Par con-
struction de I'isomorphisme de Cartan, on calcule que ¢ correspond a
P @r Homg4(P, 1) @5 P’ el 7 @ P =T'. Ainsi, ¢ = ev®id. Il en ré-
sulte que 0 est le méme que celui de 2.1.17. O

ProposiTION 2.1.21.  Soient M’ un 13;’(’?) -module & droite, £ un 73;}’?)-
module a gauche et N un D;’f’)—bimodule. Les 1somorphismes canoniques

21211 M @pm W @5, )5 (M @pm N) @3, &,
b pd
21212) M ®p, W @zm )= (M @5, N) @z E,
X/ X!

sont Z~)§'P—lméaims et compatibles a Frobenius.

PrREUVE. Commencons par prouver la 23;}',” -linéarité du morphisme
2.1.21.1, que I'on notera p. Dans un premier temps, supposons N égal 2 23?{7).
Laproposition étant locale, il suffit de le vérifier sur un ouvert possédant des
coordonnées locales. Par linéarité, il suffit de montrer que, pour tous k € NY,
me X, M), ee X', &), onait p(fm @ (12 e)]a¥) = (m @ e)d™.

Or,

me1ee)ld® =me 1 e)o®

et(®e)d® =3, (-DM9% P xoWe(1.1.24.1). D'ott, p(me (1 2e)10%) =
=< (— DMmath @ gWe = [m @ e]0® (la derniére égalité résulte de
1.1.24.1).

Passons maintenant au cas général. Le premier cas (appliqué a
M' =N') nous donne un isomorphisme, N’ ®m (Dg’(’,“ @B, €)=
X/
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SN @p, €, DiP-linéaire 4 droite. Par fonctorialité, celui-ci est aussi
Dg?f)—linéaire a gauche. Il en découle les isomorphismes D;’?)-linéaires

M/®b<;/n (N/®BX, 5/) @M/@)ﬁ;) Nl®@<;;) ('[)(W,L) By 5/) = (M/®ﬂ;f’ N/) By 5/,
le dernier isomorphisme résultant aussi du premier cas.

Afin de prouver la compatibilité a Frobenius de 2.1.21.1, démontrons
d’abord que le diagramme canonique suivant

P @z (N'®3,, €)] —— M @5 Fb(N/&'B S)HM’& ) (FPN' @, F*E')
(2.1.21.3) \i ~
PP (M @zm N') @, €] —= F'(M @4 o N) @5, &~ (M'® yFbN)X«B F*e’,

ol les morphismes verticaux se déduisent de 2.1.21.1, est commutatif. Pour
cela, soient m’ une section locale de M’, #' de N/, ¢ de & et 0 de
Homo,, (Ox, Ox). Le morphisme composé du haut du diagramme 2.1.21.3
envoie la section [’ @ (W @ )] @O0 sur m' @ [(n ® 0) @ (1 ® €')] ; celui de
droite envoie m'  [(W @ ) @ A ®e)] sur [ @ W D] A ®e) ; celui
de gauche envoie [ @ (0’ ® €)] ® 0 sur [(m' @ ') ® €] ® O et enfin celui
du bas envoie [(mM' @1 )R]0 sur [ @ 0] (A ). Le dia-
gramme 2.1.21.3 est done commutatif.

Ensuite, via (linverse de) lisomorphisme canonique ¢:
Fng?,“ Do F*DyY = D, on vérifie par un caleul (on écrit 'image de 1

par ¢! etc. ) la commutativité du diagramme ci-dessous

MI Xn/x (F N’ ®E F*E) F M ®D(m+v (FbuNl ®‘BX F*g/)
(2.1.21.4) ~| ~|
(M @z F'N') @, F €'~ (FPM @5 B F” F'N')@q, F*€'.

x/

En composant 2.1.21.3 et 2.1.21.4, on obtient le diagramme signifiant que
l'isomorphisme 2.1.21.1 est compatible a Frobenius.

Quant au deuxiéme isomorphisme de la proposition, on procéde de
facon similaire. O

COROLLAIRE 2.1.22. Le foncteur wx ®o,, — de la catégorie des D

modules a gauche dans celle des DEX, ") _modules a droite est canoniquement
1somorphe au foncteur (wx ®o,, Dg}’,l)) R pm —
X/

PREUVE. En prenant M' = wy ®o, By et N/ = 253}7,”, cela résulte
de 2.1.21.2. O
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REMARQUES 2.1.23.  Les propositions 2.1.1 et 2.1.22 permettent dans
les propositions de cette section, de remplacer “D;’l)—module(s) a gauche”
par “D%")—module(s) a droite”, et réciproquement.

PROPOSITION 2.1.24. Soient & € D~(DY), N'e D-(¢D, Did?),
M e D~ (D(m)d) On dispose des isomorphismes suivants

@124 M @p W @5, €)= M &g ) ®}§X, £,

(21242) M/ ®B , (N ®D(7n) 5/)—) (M/ ®B , N) ®

D(m

@g’?)—lméaifres et compatidbles a Frobenius.

PREUVE. Ilsuffit de résoudre £ et N7 platement puis d’utiliser 2.1.21.2
et 2.1.21.1. O

PROPOSITION 2.1.25.  Soient &£ et G deux D§-modules & gauche et F'
un DW‘) bimodule. Le morphisme canonique

(2.1.251) Homgf)(m)((‘:/, f/) ®BX’ g, — Homg,b(m) (6,, f’ ®BX/ g,),
by X/
est 233’(’7’ )-linéaire et compatible & Frobenius.

PREUVE. L’inverse de lisomorphisme 2.1.21.1 appliqué a M =
= Hom,zm(E, F), N = D;?,L) et & = G sécrit
X/

Homy g (€', F) @5, G = Homy gy (€', F') @i (DY @5, G).
De plus, on dispose du morphisme canonique
Homgby(é", F) ©pim DY @5, G) — Homg@;»p(g/»f ' Bpom (DY @5, G-
Enfin, en utilisant 2.1.21.1, on obtient :

Hom, (€, F' @ (Dy! @5y, G0 Homy €, F' @5, G).

En composant ces trois morphismes, on obtient 2.1.25.1. On termine la
preuve en constatant que ceux-ci sont @gfb)—linéaires et compatibles a
Frobenius. En effet, en procédant de manieére analogue a la preuve de
2.1.12(iii) (on enleve R et IL), on prouve que le deuxieme morphisme est
compatible & Frobenius. Pour les deux autres, cela résulte de 2.1.21.1. O

PROPOSITION 2.1.26. Soient & € Dyut(DYY) (vesp. £ € DODE)),
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F' € D an@DE, D0 (resp. DYODGY, D’®) et G € DPEDE?) (vesp.
Dyas DY),

Il existe wn isomorphisme (resp. morphisme) canonique fonctoriel
dans D(Dg’f)d) et compatible a Frobenius

RHom@g?:,)(g/7 F ®ng g — RHom@%)(g" F ®gX’ a).

Dans le cas vespectif, celui-ci est un isomorphisme si £ € Dparf(g@(’fb)) ou
g/ € Dparf(BX’)-

PREUVE. Pour le cas respectif, on résout F injectivement et G
platement. Sinon, grace aux propositions 2.1.19 et 2.1.24, il suffit de calquer
la démonstration de la proposition 2.1 (en rajoutant des R et des ). O

PRrOPOSITION 2.1.27. SoientNM’ un complexe de D~ (f ’15§"), 75%’,”‘1), &
et F' deux complexej de D‘(“’D;??)). On a alors un isomorphisme cano-
nique dans D~(Uf *ngz"/)) compatible a Frobenius:

(M @5, F) ®g¥,,,) &M ®})‘$> (F' @5, &)

PREUVE. Gréice a 2.1.24.1, 2.1.8 puis 2.1.24.2, il suffit de reprendre la
démonstration de [Car04b, 1.2.23]. O

PRrOPOSITION 2.1.28. Soient &, F' deux YND%L)—modules a gauche. Le
morphisme d’évaluation

ev: 'HOWLBX,(SI,]:') QB g - F,

est ﬁ%)-linéawe et compatible a Frobenius.

PREUVE. La compatibilité a Frobenius signifie que le diagramme ca-
nonique
F*& @p, F*Homs,, (£',F") —= F*&' @3, Homp, (F*& ,F*F')
(2.1.28.1) ~| e
F*(&' @, Homs,, (&, F)) —F g

est commutatif. L’assertion est locale et on peut supposer que Frobenius se
releve. La commutativité de 2.1.28.1 se résout alors a la main.

Traitons a présent la 13%)—linéarité. La proposition étant locale, il suffit
de le vérifier sur un ouvert possédant des coordonnées locales. Soient
ke N ¢ une section de Homg,, (&, F") et e une section de &£'. D’apres la
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formule 1.1181, 09 (¢ @ 0) = 3, {4104 29) @ @0e). Via 11182, il en

dérive :

ev(@® <¢®e»—§j§j{ }(—DV{ ; } 4 (4070%)).

i<k j<k—i =

En posant [ = i +j, il en dérive:

v@¥ G0 =33 (- Dl 1'{ }{ @}<i> %D (g0 0e)).

<k i<l

Pour k et [ fixés, 'entier {k }{% f}<’> est égal a une constante multipliée
par ( ). Dol ev(d® (¢ ® €)) = 9% (¢(e)). o
COROLLAIRE 2.1.29. Soient & € Dy(®Dy) et F' € D*(ODE). Le
morphisme canonique d’évaluation
ev : RHomp,(E,F) ey, € — F

est D-linéaire et compatible & Frobenius.

PREUVE. Il suffit de prendre une résolution gauche bornée de SL par
des Dg??) -modules & gauche plats et une résolution droite de F’ par des D(}?,”-
modules injectifs, puis d’appliquer la proposition 2.1.28.

PROPOSITION 2.1.30. Soient &, F', G des DU-modules & gauche.
L’isomorphisme canonique

(2.1.30.1) Homp,, (€ @5, F',G)> Hompg,, (£, Homp,, (F',G)),

est @g}’,"-linéaim et compatible a Frobenius.

PrREUVE. Notons € les isomorphismes de la forme 2.1.30.1. La compa-
tibilité a Frobenius de 0 signifie que le diagramme canonique

F* [J’COWZ(BX, (8/ ®'BX/ Stlv 9/)] Fie F* [%Om'BX/ <8/7 j‘me'BX, (SF/? 9/))]
Homgp, (F* (&' ®@p, '), F*9) Homsp, (F*&',F*Homsp,,(F',9"))

Homp, (F*E @p, F*F  F*G) L Homae, (F*E',Homp, (F*F  F*G))
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est commutatif. Cela se vérifie par un caleul : pour tout by € By, pour tout
¢ € Homg,, (€ ®p,, F',G), by ® ¢, s’envoie par les deux chemins possibles
sur by ® e'+—(bs ®f’l—>boblbz X ¢(e’ (X)f,)), ou b1, bs € By, ecét etf’ cF.

Prouvons maintenant sa 13;7)—1inéarité. L’assertion étant locale, on se
rameéne au cas oll X' est un ouvert affine muni de coordonnées locales.
Soient k un élément de N, ¢ une section Homg,, (£ @3, F',G), e une
section de & et f de F'. Par By-linéarité, il suffit alors d’établir:

[0% 0] (e)(f) = [00¥ ®)](e)(f).

D’apres 1.1.18.2,

[Q@ 0@))(e) = Z( —pl {%}Q@@ (6(¢)(Q@e)).

i<k

Encore d’apres 1.1.18.2, on obtient alors

Bl =3 3 -0 {h {7 otk dgatesaty,

I<k 1<k

En posant ¢ := &k + [, cela devient

Yo =3 3 (— 1 {’i} {% - Z} 9 DaeWe o 9i0p),

i<k h<i

On remarque que {i}{’ﬁ_@} = {@}{2} On en déduit, via 1.1.18.1 (pour

i—h i

I'égalité de gauche) et 1.1.18.2 (pour celle du milieu), les formules

[Q@g(@] e)(f) = Z( —ph {I;}a<k£>¢(a(é> (e®f)) =

i<k

= @%¢) e @ f) = [00Y ®)] () f). O

PRrOPOSITION 2.1.31. Soient £, F', G des ZND%”)-modules a gauche. Le
morphisme canonique:

(2.1.31.1) Homg,, (€', F") ®p,, G — Homg,, (€, F' @3, G)

est 13%7)-lméawe et compatible a Frobenius.

PrREUVE. Notons 0 les morphismes de la forme 2.1. Pour la com-
patibilité a Frobenius, il s’agit d’établir la commutativité du diagramme
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ci-dessous

F*[Homs,, (€',9") @p,, §| —— F*Homs,, (€",F") @3, F*G ——— Homp, (F*&' . F*F) @p, F*G
(0! Jo
F*[Homs , (&', F @3, )] — Homp, (F*& ,F*(F @3, §')) — Homs, (F &, F*F @5, F*Y).

Pour cela, on calcule que, pour tous by € Bx, ¢ € Homg,, (£, F), 9’ € G,
la section by®¢®g senvoie pour les deux chemins sur
(b1 ® €'—boby @ ¢(e") @ 1 ®¢')), avec by € By, ¢ € &' et ¢’ € G.

Traitons a présent la Z~)§ﬁL)—linéarité. Par By/-linéarité, il suffit de cal-
culer que, pour tout k € NY pour toutes sections ¢ de Homyg,, &, F", ede
Eetgded,

@% 03 ® 9)e) = 0(0% @2 9)(e).
Or, via la formule 1.1.18.2, on établit 'égalité :
MK . .
P0G g)© =" (-1 {J‘}QU”-) (0@ ® 9)1@7e)).
<k /
Comme 0(¢ @ ¢)(@%e) = 49¥e) @ g, grace & 1.1.18.1, il en dérive la rela-

tion

(0906 g)@ =Y 3 (-1l {f} {¥,oteato a0y,

<k I<E
Calculons & présent 0% (¢ ®g)). Dabord d¥@wg) =

= Zm{ } 9% ® 0% g (1.1.18.1). Puis, via 1.1.18.2, on obtient: (3'Y¢)(e) =
ZJQ (- 1)“'{ } "D (%e). Tl en dérive:

k
00" (@ ® g))(e) = ZZ(—D“'{;}{;} Dg@e) @ 0% g

i<k J<i

plus, on vérifie les égalités {j}{@/—} = {’f} }f } 4 {;} le ré-

sultat.

En posant [ =i — j, on constate que 0 <l <k —j equlvaut j<i<k.D
=

PROPOSITION 2.1.32. Soient £, F' et G des 7~)§§'f)-m0dules a gauche.
i) On dispose d’'un isomorphisme canonique:

(2.1.32.1) 'HOWL@(m)(E’ ®BX, f/, gl)%'HOWL@(m(é’/, HomBX,(]-"’, g/))
X/ X!
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ii) Le morphisme canonique F*Hompg,, (F', G') — Homg, (F*F', F*G')
est un isomorphisme.

iii) St la structure de 7~D§(,>—module de &, F' ou G se prolonge en une
structure de DI -bimodule ou bimodule & gauche, alors Uisomorphisme
2.1.32.1 est D“’))( linéaire et compatible a Frobenius.

PrREUVE. Notons 0 I'isomorphisme canonique suivant:
Homg,, (€ @p, F', §)=Homg, (€', Homp, (F', G)).

Soit ¢ un morphisme de Homg,, (£’ @z, F',G). Vérifions que si ¢ est @f,??)—
linéaire alors 0(¢) 'est aussi. Par By.-linéarité, il suffit de prouver que, pour
tout k € N, pour toutes sections e de & et f de F', on a

0@)@Pe)(f) = 0% @) ().
D’apres 1.1.18.2,
AU O@ () =D (- DEH {’;j}@@(e@)(e)@@@f)).
h<k =
Comme 0(¢)(e)(@ELf) = ¢(e @ 9% 1), par D -linéarité de ¢, on ob-

tient

B O@ ) = (Z( Dk ”'{ } " Q@@f)).
h<k
Or, d’aprés 1.1.18.1, on a 9% (e ® 9% f) = ZKI@{ }6 Ve @ o~ 8“—“_@]‘.

En réordonnant les deux sommes, et comme 9% ¥ 9k — <Z z> 9% jlen
dérive la formule: o

CCONGE (Z > (-pF ”'{ }{ }<i _E>Q@e® Q<’ﬂ'>f).

i<k i<h<k

Or, pour k et 1 fixés et en posant [ := k — &, on obtient:

7<hz<k( 1 h{ }{};K > MZ; - )Il{%}{@f} <£z

k—i
—c ) (—1)l( ; )

0<I<k—i

ou ¢ est une constante. I en dérive Q<lﬁ>(9(¢)(e))(f):¢@@e ®f) =
= 0 ©@Ye)(f).
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Réciproquement, via le calcul analogue qui suit, la 23;’7)—linéarité de
v := 0(¢) implique celle de ¢.

4 h I_ﬂ_l i —1
HOB )= 3 (-1 { }{1}<h _i>Q<->(w(e)(Q<’“ ify) =

h<k i<h
= 0B (e) () = 0% ¢e 2 ).

L’isomorphisme 6 induit done celui de 2.1.32.1. Notons-le p{?. A pré-
sent, prouvons ii). Le diagramme canonique

Homp (&' @pF", §') ——— Homd(F* (&' @3F), F*G') —— Homd(F*E' @ F*F, F*G')
(2.1.32.2) |5 ” e
Hom (&', Homp(F,G')) == Homp (F* &, F*Homap(F,5')) —= Homp (F* &', Homz(F*F , F*G')),

oul 'on a omis d’indiquer “(m + s)”, “m”, “X” ou “X"”, est commutatif. En
effet, si ¢ € Homzum(E @p,, F', G'), 1a section locale de
X/

Homﬁgm) (F*&, Homp, (F*F',F*G))

induite via le chemin du haut ou du basest a; ® €' —(az ® f'—aia2¢(e’ & f)),
avec a1 et ag € By et f/ € F'. Comme tout 15%”*8)—m0dule est de la forme
F*&, il découle de 2.1.32.2, que le morphisme F*Homg, (F',G)—
— Hompg,(F*F', F*G') est donc un isomorphisme.

Maintenant, prouvons la partie iii) de la proposition. Contentons-nous
de traiter le cas ot G’ est un bimodule. Soient ¢ € HomDm)(S @, F', G)et
Pe D?{f). On calcule que pX,>(¢P) pX,)(gb)P = e—( ngb(e ® f)P). L’ap-
plication p{? est donc Dg’,‘)—hnealre. Il reste a traiter la compatibilité a
Frobenius. On notera que, puisque Ox est localement libre sur Oy, le
morphisme F*Homg,(F', G') — Homg,,(F', F°G) est un isomorphisme.
On vérifie ensuite par un calcul la commutativité du diagramme suivant

Fbﬂfom,b(m)(é"@)gx, F.9) : ﬂ-fom,bm (&' @p, I, FY)
x/ x’
(2.1.32.3) | el 4

X/

bf}{om~ (&, Homsp,, (F",G")) — Homgm (E', Homs,, (T, F°9)).
X/

X

Dans le diagramme 2.1.32.2, en remplacant G par F’G, on obtient la
commutativité de

ﬂ'fomD( ,\(8’®BX/ R adst) ﬂ{om ) (F*E' @p, F*F, F*F°G)
(2.1.32.4) [t ipx )
Homg (8 Homp,, (F', F’G')) —— Homz iy (F*E', Homg, (F*F, F*F’S')).

Dk m+s)

La compatibilité a Frobenius s’obtient en composant 2.1.32.3 et 2.1.32.4. OO
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COROLLAIRE 2.1.33.  Soient F "et G deux @g}?)—modules. St F' est By-
plat et que G est un Dgg’?)-module injectif alors Homp,,(F',G') est un Dg',’)—
module injectif.

PREUVE. Soit p : Homp, (F',G)— & un morphisme injectif de
75%’,“—modules. Comme F' est By-plat, le morphisme p' =p®Id :
Homp,,(F',G) @p,, F'—E& ®p, F' est injectif. Puisque le morphisme
d’évaluation ev : Homg,,(F',G) ®p,, F' — G est 23;?7)—linéaire (2.1.28) et
comme G est un D{-module injectif, on obtient la factorisation f” :
& @p, F'— G, ie., flop =ev. Grace a 2.1.32, ' s'identifie & un
morphisme f : & — Homp,, (F',G). On termine la preuve en vérifiant
que f est une section de p. O

COROLLAIRE _ 2.1.34. Soient &' € D-(DY)), F € D-(¢DY)) et
G c D*(ngzy,‘),*Dg',’)). On dispose de [lisomorphisme D;}y,‘)-linéaire et
compatible a Frobenius

L
RHom (E@p,F,G)= RHom (&', RHomp,, (F',G)).

PREUVE. Soient P une résolution gauche de F' par des 75%’,”—m0dules a
gauche plats et 7 une résolution droite de G par des D;f“—bimodules in-
jectifs (resp. a gauche si * = g). On calcule dans D(*Df;’,’/)) :

L
RHOm«D(};’I/L) (EI®BX, .7:/, g/) = RHom@g)(é" ®BX, P, g/) = HOWL@;;L) (5/ ®BX, P, I),
RHomg,, (F',G)= RHomg,, (P, G) = Homg,, (P, ).

Comme Homgp,, (P,T) est une résolution droite par des 13;’,”)—modules a
gauche injectifs (2.1.33), la proposition 2.1.32 nous permet de conclure.
O

COROLLAIRE 2.1.35 CARTAN. Soient &' € D~(“DY)), ' € D-(“DYy)) et
ge D+(9D§}’7>). L’isomorphisme canonique
RHomg,, (& ®}§X, F', @)= RHomg, (£, RHomg,, (F', ),
est 15;’?)-%%@’@1'1"@ et compatible a Frobenius.
PREUVE. On prend une résolution droite de F " par des 73%’,”)—modules
plats et une résolution gauche de ¢ par des D{”-modules injectifs. Le

corollaire 2.1.33 et la proposition 2.1.30 nous permettent alors de conclure.
O
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COROLLAIRE 2.1.36. Soient &' € Dya(Bx:) N D(91~D§}’?)), Fle Dtdf(9ﬁ§}7>)

etG € D¢ Dg’gf) ). On dispose de lisomorphisme canonique dans D (¢ Dg”/) )
RMoms, (€, F) 9, § = RHomg, (€, F &%, 0,

fonctoriel en &', F' et G et compatible & Frobenius.

PREUVE. Gréace a 2.1.29, le morphisme
eveid : & @y, RHomg, (€, F)®g5, G — F @5, 7
est @g}?)—linéaire. 11 découle de 2.1.34, que le morphisme
0 : RHompg, (£, F) &g, ¢ = RHoms, (&, F' @5, ),

que l'on déduit via lisomorphisme de Cartan, est aussi ZND%)-linéaire.
Comme & € Dpart(By), par localisation et dévissage, on vérifie que celui-ci
est un isomorphisme. La fonctorialité en F' et G’ est immédiate. Celle en £
dérive du diagramme 2.1.16.1.

Traitons a présent la compatibilité a Frobenius. Tout d’abord, on vérifie
que le diagramme

F*& @ F'RHomgp,(¢,F) @) F'S — F*&' @ RHomsp, (F &, F*F)oy F*9

- \L ) ) \Le\'b'(id
(2.1.36.1)  F'[¢' el R¥oms, (&5 el F'G — M pyrel pg
R R

F* [5/ ®]‘1er R}C()meX, (E', 3~/) ®%X/ 9/] F*(ev&id)

FY(T'®%,9)

est commutatif. En effet, le carré du haut correspond au diagramme
commutatif signifiant la compatibilité a Frobenius du morphisme d’éva-
luation 2.1.29 (on ajoute des R et L a 2.1.28.1), auquel on a appliqué le
foncteur — @y F*G. De plus, par fonctorialité en ' et G' de I'isomor-
phisme F*F' @g F*G' = F*(F ®IB'X, @), on obtient la commutativité du
carré du bas. Notons ¢ : F'& @y F*[RHoms, (', F) oy, ¢1—
— F*(F' ®£§X, @), le morphisme rendant commutatif le triangle de gauche
du diagramme suivant:

F*e' @ F*[RHoms,, (€,9") sogx, g < F &' @% R¥Homs, (F*E F*F) @ F*§

—_eviid

—eveid.
TFH(F ek o e sl ol gl
( X“erg)(%[:jx‘BXFJ-

(2.1.36.2) -

F'[e' @ R oms,, (€, 97) &l , ] e
On remarque que la commutativité de 2.1.36.1 implique celle de 2.1.36.2 (on
peut a présent oublier 2.1.36.1).

Notons ¢ (resp. 0”) le morphisme rendant commutatif le triangle su-
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périeur (resp. le diagramme en entier) de
F*[RHomsg,, (E',5 ®]LX, 9]

ey

(2.1.36.3) F*[RHoms,, (&5 ®le/ g 9 RHomgp, (F*&' F*(F ®LX, g)
—4 ~1
Le lemme qui suit permet d’établir la relation Ca(¢’) = ¢'.

LEMME 2.1.37. Soient £ € D~(“DY) (resp. Diae(* DY), Fy€ D~ (DY)
(resp. DODY?)) et G, € DT (9DGY). Le diagramme suivant

HOIII,D;:L)(EI ®J,LX, 5’19’,) Ca~ Hom(Dg)(?’l,Rﬂ{omgv(S/,9'1))
Nww . \LF*
Hom,Dgénﬂ) (F*(& ®]LX, F1),F*9)) HOITLDE?:H-) (F*3\, F*RHoms,, (E',9)))

| i

Hom,Dgw) (F*¢&' ®H53X F*F|,F*S)) % Homw,m (F*F|,RHomp, (F*& F*G))),

ou les fleches horizontales désignent les isomorphismes de Cartan, est com-
mutatif.

PREUVE. On résout platement &£’ et injectivement G;, puis on utilise
2.1.32.2. O

Via le lemme appliqué a F| = RHomg,(E,F') ®};X/ G et G =
=F ®}§X, G, on obtient Ca(¢’) = ¢. Comme Ca(¢') = ¢/, grace a 2.1.14.1,
on déduit du losange de 2.1.36.2 et du carré de 2.1.36.3 que
Ca(ev ® id) = 0. La commutativité du diagramme 2.1.36.3 signifie alors
que le morphisme 6 est compatible a Frobenius. O

PROPOSITION 2.1.38.  Soient &' e D(DY), F' [S DH(D) et G € Dygs (D).
On a un homomorphisme canonique fonctoriel Dg??)—linéaire et compatible a
Frobenius:

(2.1.38.1) RHompg,, (€, F) ®5, G — RHomg,, (', F @5, G).

Si & est en outre dans D,,¢+(By), ce morphisme est un isomorphisme.
par:

_ PREUVE. On construit le morphisme 2.1.38.1 en résolvant 7' par des
Dg?,“—modules injectifs et G’ par des Dg?,“—modules plats (la Tor-dimension



Comparaison des foncteurs duaux des isocristaux surconvergents 185

finie de G est indispensable: [Har66, I1.4.1]). Grace a 2.1.31, celui-ci est
135??)-1inéaire et compatible a Frobenius.

Comme un ﬁggl)-module injectif (resp. plat) est un By--module injectif
(resp. plat),si & € Dpari(Bx), il résulte de 2.1.12.(i) (avec A = B = C = By/)
que 2.1.38.1 est un isomorphisme dans D(Bx) et donc dans D(@g’?)). O

2.2 — Construction de Uisomorphisme de comparaison des foncteurs
duau.

PropPosSITION 2.2.1.  On reprend les notations de la section 1.1. Dans le
cas ou X est un schéma, afin de donner un sens a la compatibilité a
Frobenius, on adoptera les hypotheses supplémentaires de 1.4.1. On se
donne F € Db(ﬁg’(n)) tel que l'une des hypotheses suivantes soit validée:

(2) By € Dyurr(DY") et RHomps, (F, By) € DX(DY";
(b) RHompg, (F, Bx) € Dygs(DY?).

Sous ces conditions, nous obtenons les trois assertions ci-apres:
(1) Il existe un morphisme canonique D%”)-linéaire:

RHom (B, DY @0, wyHldx] @5, RHoms, (F, By) —

— RHom o (F, DY’ ©o, wx'ldx]).

(i) St X est un schéma, celui-ci est compatible a Frobenius.
(iii) St F € Dpat(Bx), celui-ci est un isomorphisme.

PREUVE. On écrira @w ! pour ®o,wy', D pour D" et B pour By. Via
2.1.38, on dispose par fonctorialité d'un morphisme dans DD, 9D) :
2.2.1.1) RHoms(F,B) @5 D@ o' — RHomgs(F,D® o).

En lui appliquant le foncteur RHomp(B,—), on obtient dans D(ED) le
morphisme:

22.1.2) RHomp(B, RHomu(F,B) @5 D@ w ) —
— RHomp(B, RHomp(F, D® o).
On dispose de I'isomorphisme de Cartan (2.1.34):
(2213)  RHomp(B, RHoms(F, D® v 1)<RHomp(F, Do w ).

L’isomorphisme de transposition 2.1.8.2 de RHomp(F,B) fournit
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l'isomorphisme:
22.1.4) RHomp(B, D® w ' @3 RHoms(F, B) =
= RHomp(B, RHomg(F, B) @5 Dowl).

Comme T'hypothese a) ou b) est validée, il découle de la proposition
2.1.26 (valable en remplagant “d” par “g”) la fleche:

22.15) RHompB, D® o) @k RHoms(F, B) —
— RHom»(B, D@ v~ ' @5 RHomg(F, B)).

En mettant bout a bout 2.2.1.5, 2.2.1.4, 2.2.1.2 et 2.2.1.3 et en ajoutant le
décalage [dx], on obtient le morphisme de 2.2.1.3).

Lorsque X est un schéma, tous les morphismes utilisés dans la con-
struction sont compatibles a Frobenius. D’ou (ii). Enfin, lorsque
F € Dypur(B), les morphismes 2.2.1.1 (et donc 2.2.1.2) et 2.2.1.5 deviennent
des isomorphismes. O

2.2.2. Dans la suite, on adoptera les notations suivantes : soient X un V-
schéma formel lisse, Z un diviseur de sa fibre spéciale d’ouvert com-
plémentaire ), Xk la fibre générique de X, qui est un K-espace analytique
rigide lisse, et sp : Xx — X le morphisme de spécialisation. On note de plus
Dx(1Z)¢ = 0x (1) ®o,, Dx 0. On se donne aussi £ un isocristal sur Y
surconvergent le long de Z. Si E'x est une réalisation de £ sur X, on note
& := sp,(Ex). On écrira abusivement ¥ a la place de K.

On rappelle les égalités DB, (0x(12)) = Dpart(Ox(12)0) et
Db (DL(12)) = Dyt (D (1Z) ) (voir [NH]). On obtient € € Dyui(Ox(12)0)
et € € Dyur(Dy(12)0).

NoTATIONS 2.2.3. Pour tout F € D(Dx(TZ)Q), on pose Dyz(F) =
:RHO’WLD*.(TZ)Q(f,D_}:?Q(TZ) ®@{w{1)[dx] etfv:RHOmO.{(iZ)D(f,O§7(Q(TZ)).

PROPOSITION 2.2.4. Il existe un isomorphisme canonique
0 : DHO(12)0) ©5, 17, €= D(E).
PREUVE. Cela dérive de 2.2.1. O

LEMME 2.25. 1) Ox o('Z) € Dpurt(Dx(12)0)).
i) On a un isomorphisme canonique:

(2.2.5.1) Dz (0x(2)) = 0x(12),.
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PREUVE. Prouvons i). En appliquant le foncteur Dx("2) ®D({)) — au
lemme [Ber00, 4.3.1.(ii)], on vérifie que le morphisme Dx(12), — 0x(12),,
induit par I'action canonique de Dx(12), sur Ox('Z)y, fait du complexe de
Spencer

d n
2252 D200, ANTx — - = Dx((2)g @0, Tx — Dx(12)0,

une résolution Dx(Z),-linéaire de Ox(F2).

Démontrons a présent ii). Notons wx(12)q := wx ®0, 0x(1Z),. 1l ne
cote rien de supposer que X soit irréductible. En appliquant le foncteur
— ®D<$> Dx('Z) au lemme [Ber00, 4.4.1.(i)] (toujours valable en rem-

placant “schéma” par “schéma formel”), on vérifie que le morphisme ca-
nonique wx ®o, Dx(1Z)o — wx(12)q, défini par la structure de Dx('2),-
module a droite de wx (1), fait du complexe de de Rham Q% ®0, Dx(12)q
(on prend la structure gauche pour le calcul du produit tensoriel) une
résolution Dx('Z)-linéaire A droite de wx('Z);, placé en degré dx. Via la
résolution de Spencer 2.2.5.2), on obtient, pour 7 # dx, la relation
Eactipx(i 2,0x.0(2), Dx(1Z)) = 0, ainsi que Iisomorphisme de Dx(1Z).-
modules a droite
Ext R 1. (Ox.0(12), Dx (1)) = wx(12)0. .
REMARQUES 2.2.6. Il découle de 2.2.5.1 et 2.2.4 lisomorphisme
EY 5 Dy(E).

ProPoOSITION 2.2.7. On dispose des isomorphismes canoniques con-
patibles a Frobenius

(2.2.7.1) sp*Homp, ,iz(E, O}E’Q(TZ)) = ’Homﬁo}.K (sp*E,jT(’)ggK)
(22.7.2) Homo, iz(Sp.E, Ox o(12) = sp.(Homjio, (B J10x,)).

PREUVE. Comme € est un Oy o("Z)-module localement projectif de
type fini (voir [Ber96, 4.4.2]), ’homomorphisme canonique

sp Homg, iz, Ox o(12)) — Homjio, (sp°E 0%,

est un isomorphisme. Construisons a présent I'isomorphisme 2.2.7.2. Pour
cela, rappelons que les foncteurs sp, et sp* induisent des équivalences
quasi-inverses entre la catégorie des j'Ox,-modules localement libres de
type fini munis d’une connexion intégrable et celle des Ox o ('Z)-modules
localement projectifs de type fini munis d'une connexion intégrable (voir
[Ber96, 4.4.2]). Comme Homo, i7(E, Ox0('Z)) est un Ox (Z)-module
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localement projectif de type fini muni d’'une connexion intégrable, en ap-
pliquant le foncteur sp, a 2.2.7.1, on en déduit 'isomorphisme 2.2.7.2. O

PROPOSITION 2.2.8. Le faisceau & est Dx(1Z)y-cohérent et le mor-
phisme canonique

2.2.8.1) & — D2 o ®pyizy, €

est un isomorphisme.

PREUVE. Soient & un B_(,ZL")(Z)Q—module cohérent et (1,,),,cy Une suite
d’entiers vérifiant les conditions [Ber96, 4.4.5.1. et 4.4.5.2]. On pose
gm . — B(””’)(Z)Q ® 5 £, &o. Comme £V est un B(”l)(Z) ®0,(D(0> -module,
cohérent sur B_(”l)(Z)Q, et topologiquement nilpotent (cela résulte de la
remarque de [Ber 96, 4.4.6.]), griace a [Ber96, 4.4.7.], il existe un
l?("l)(Z) ®0x f)(o)—module £ B("I)(Z)—cohérent et un isomorphisme
B(”l)(Z) ®O{Dg?)( -linéaire 8(1) = &Y De maniére analogue 4 [Ber90,3.1.3 (i)],
onprouve que EV est B{(Z) @0, DY-cohérent. De plus, via[Ber96, 4.4.5.1],
on obtient Dx(12) @, B D0, Dr EW =, £, Le faisceau € est done Dx(F2) -
cohérent. L’isomorphisme 2.2.8.1 résulte alors de [Ber90, 3.1.4.2], [Ber96,
4.3.12] et [Ber96, 4.4.12]. O

2.2.9. On construit le morphisme
Py Dz(€) = DY 2 @pyaz, D2(€) > DYDY D)o ®p, 2, €) — DY(E),

ol DTZ désigne le dual D;(TZ)Q—linéaire. Si Z est vide, on écrira pf. Or,
comme & est localement projectif de type fini sur Oy (,('Z), le morphisme
HOMOMJ(TZ)(E, O;{’Q(TZ)) — RHomO.X,u(iZ)(g’ O%yQ(TZ)) = Ev est un iso-
morphisme. Il découle de 2.2.7.2 que £" est un isocristal sur Y surconver-
gentle long de Z. Grace 22.2.6, il en est de méme de [D(£). Il dérive alors de
2.2.8.1 que pTZ est un isomorphisme.

2.2.10. On définit 'isomorphisme 0': DL(Ox(12)0) @0, (12, £’ = DLE), via
le diagramme commutatif suivant:

Dz(0x(1Z)q) ®oy (12), € —— Dz (€)

~ | pywid Py

+ of .
D3(0x('Z)g) @uy(i7)y € = > DJ(E).
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2.2.11. Il dérive de 2.25.1 et de 2.2.9, lisomorphisme Z(O%(TZ)Q) =
= 0x(1Z),. L’isomorphisme ' induit donc un isomorphisme &= DZ(E)
Cependant, comme il est raisonnable de penser que lisomorphisme
D! ((’);g(TZ Yo) = Ox(f2), nest pas compatible a Frobenius, il en sera de méme
de Popga IDTZ(S) Le “twist” IDTZ(O%(TZ )o) parait donc indispensable pour 1'ob-
tention de celle-ci.

THEOREME 2.2.12. On a un isomorphisme canonique
22.12.1) sp,(E")= D),
ou BV = Homjr@.{K (EvaO?EK)'

PrREUVE. Cela résulte aussitot de 2.2.7, 2.2.10 et 2.2.11. O

COROLLAIRE 2.2.13. Soit F € Dcoh(D ('2)0). Les assertions suivantes
sont équivalentes:

i) Les espaces de cohomologie de F sont associés, via l'équivalence de
catégorie [Ber96, 4.4.5], a des isocristaux surconvergents;

ii) Les espaces de cohomologie de H)TZ(]: ) sont associés a des isocristaux
surconvergents.

St F vérifie Uune ces conditions équivalentes, alors, pour tous r, s € 7,
tels que v # 0, H"(DL(H(F)) = 0 et DL, (H*(F)) = HA(DL(F)).

PREUVE. Les foncteurs E—sp K et E—E" sont exacts sur la catégorie
des isocristaux sur X \ Z surconvergents le long de Z (pour le premier, cela
résulte du fait que Z est un diviseur). On conclut la démonstration grace au
théoreme 2.2.12.

2.3 — Compatibilité a Frobenius.

2.3.1. Soient X un V-schéma formel lisse, ¢ : ¥V — V un relevement de la
puissance s-iéme de Frobenius, X’ le V-schéma formel déduit de X par le
changement de base relatif a g, Z un diviseur X et Z’ le diviseur de X’ déduit
de Z par le changement de base relatif a o. Soient £’ un isocristal sur X’ \ 2’
surconvergent le long de X’ et & := sp,(E') le D',(*Z"),-module cohérent,
Oy (1Z")-cohérent associé. Nous prouvons dans cette section, la compati-
bilité & Frobenius de Iisomorphisme 0' (2.2.10), i.e. que le diagramme ca-
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nonique suivant:
«myt S L—
F D} (0% ("2)q) @0, (17 €] == F*D},(€")
23.1.1) Ni NJ{

D}(02(12)g) ®0, (7)o (F*E)Y

D} (F*&')

est commutatif. Comme les arétes de 2.3.1.1 sont des D;(TZ)Q—modules
cohérents, grace a [Ber00, 4.3.10 et 4.3.12], il suffit de prouver la commu-
tativité de 2.3.1.1 lorsque Z est vide.

REMARQUES 2.3.2. Soit f : P — Spf V =: § un morphisme propre et
lisse, de dimension pure égale a d.

L’assertion «Les isomorphismes canoniques f, o DP(Op Q)—>ID o
o f1(Op,0) et TDP(Op 0)— Op o sont compatibles a Frobenius» est fausse.
En effet, cette hypothése fournit par I'absurde un isomorphisme canonique
F(Op)=DEof(Ope) = (fi(Op))’ compatible & Frobenius. En lui
appliquant HY, on obtient HE%(OPK);(HEig(OPK))v, ou Px est la fibre
générique de P (au sens de la géométrie rigide) et H,i; est la cohomologie
rigide. Comme ce dernier n’est pas compatible a Frobenius (il manque un
twist de Tate), on a donc abouti a une contradiction.

Vu la construction de 'isomorphisme de dualité relative (voir [Vir04]), il
est raisonnable de penser que celui-ci est compatible a Frobenius. On
obtiendrait en particulier Iisomorphisme compatible a Frobenius
fio D;(O’P’Q)L) ID;, o f1(Op ). Cela entraine que D;,((’)p_,@)% Op,o n'est
vraisemblablement pas compatibles a Frobenius.

2.3.3. Notons D(’") ou D™ le foncteur dual D{"-linéaire. La premiére étape
est de construlre (voir 2.3.17.2), pour tout 8 € Dpart(Ox) N D(GD("L)) I'iso-
morphisme 0 D(Oy) ®oy £ — D™(E) compatible a Frobenius
(2.3.27.1), ou Vv désigne le foncteur dual Ox-linéaire. L'idée est de compléter
lisomorphisme construit via 2.2.1 67 : D"(Ox ) R, Ev — DE), o,
lorsque X est un schéma lisse ou un V-schéma formel lisse, ID;") ou D™
désigne le foncteur dual D(M)-hnealre Commencons par établir que les
foncteurs duaux commutent transitivement a 'extension des scalaires.

Dans toute la suite, iy sera un entier positif fixé, X désignera soit X, soit
X;, (lorsque X = X, on pourra considérer iy = co) et S sera soit SpfV ou
SpecV/mV**! avec m I'idéal maximal de V.

REMARQUES 2.3.4. Rappelons que dim cohDgg) =dim coh@%”) =2dx+1
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([Ber00, 4.4.4] et [Vir00, 0.4.3] pour la premiére égalité). Comme les faisceaux
D(m) et Dg”) sont cohérents, on obtient Dparf(D(o)) = coh(D((») Dparf(D(””) =

— D2 (DI™) et Dps(DE™) = DP, (DY) N Dige (DY),
Via [Ber90, 3.1.3], il en découle que tout obJet & de D(D(m)) N Dypart(Ox)
est aussi un objet de Dcoh(D(m)) et de Dparf(D (™). En outre, puisque I'ex-

tension D(’”) — D(m) est plate, £ appartient aussi a Dparf(DW))

REMARQUES 2.3.5. De maniére analogue a 2.2.5.1, pour tout entier
positif m, on construit des isomorphismes D@(0x) = Oy, ﬁ(m)((%)% Ox
et pour tout entier positif ¢, D(m)((?Xi)% Ox,. J’ignore si I'on dispose d'un
isomorphisme D“(0%) = Ox ni si D"(Ox) € Dyput(O%).

2.3.6. Soit D = Df;”/) ou @(m) Pour tout entier ¢ < ¢y et tout £ € D~(YD), on
pose &; = Oy, ®Ox ES D(m) ®% €. Soient f : £ — &£ un morphisme de
D~ (D(m)) gi:Fi — Fiun morphlsme de D~ (D(m)) a:&E— Fietp:& - F,
deux morphismes de D~ (D(m)) tels que B o f = g; o a. Les morphismes a et
se factorisent en des morphismes ¢; : & — F; et f; : £ — F;. On obtient
aussi le diagramme commutatif suivant:

f

E—>¢

PROPOSITION 2.3.7.  Soient £ € DUODY”) N Dyart(Ox) et F € Dygr (VDY)
1) Pour tout 1 < 1o, on a les isomorphismes canoniques Dgg‘)-liné-
aires:

a @ RHomoy (€, F) @5, Ox, = RHomo (€, Fi)= RHomo, (i, F);

(ii) Ceux-ct sont transitifs, t.e., si j <1 <1y est un entier positif, le
diagramme suivant

L
OLXOX’ oxj

R%omox(& St) ®%X Oy, ®]I©X Oxj Ri}{omoxt (8,‘, ?,) ®]l6x Oxj
(2.3.7.1) ‘l -

o

R¥omoy (€, F) @, O, o RIomo, (&), 5))

est commutatif.
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PREUVE. Le morphisme canonique F — F ®g Ox, induit
RHome, (€, F) — RHOWLOX(E Fi. Celui-ci se factorise par
f: RHomo (€, F) ®0 Ox, — RHomo, (€, F;). Par localisation et dé-
vissage, ce dernier est un isomorphisme. Enfin, en résolvant £ par des D(m)
modules plats et F; par des D(’") -modules injectifs, on construit 1’1s0mor-
phisme (on utilise le lemme [V1r00 1.4] déja connu dans le cas commutatif)
y: RHome, (€, Fi) = RHomo, (&, Fy).

Les deux chemins de 2.3.7.1 induisent deux fleches RHomo, (€, F) —

— RHomoX (&, Fy. 11 suffit de prouver que celles-ci coincident, ce qui
résulte du dlagramme commutatif suivant.:

L
Bk, O,

RHomo, (€, F) @, Ox, ®b», Oy, RHomo, (€, ?)xo ox

(2.3.7.2) R Come, (€, F) R¥Homa, (€. ;) —- RIomo, (&, ;) — RHomo, (€, F;) 05, Ox,

RHomoy (&, 5) &k Ox, L= RHomo, (€, Fj) — RHomo, (€1, Fj) — = RIomo, (€, F)-

En effet, le morphisme composé du bas de 2.3.7.2 correspond a celui de 2.3.7.1
(car, enrésolvant F; par des Dg’(’j“) -modules injectifs et £ par des D§”-modules
plats, on calcule que la composée des morphismes canoniques
RHome, (&, Fj) — RHomoX (&, Fj) — RHomOX &, F; )estlemorphlsme
canonique 7). De plus, les chemlns RHomoX(E F) ®Ox Oy, ®OX Ox, —
— ]RHomoX (&, Fj) de 2.3.7.1 et 2.3.7.2 sont identiques. O

ProposiTION 2.3.8. Soit A — B un morphisme danneaux tel que,
pour tout A-bimodule G, la structure canonique de (A, B)-bimodule de
G ® 4 B se prolonge en une structure de B-bimodule.

Pour tout & € Dpyt(@A), F € D an@A, Ab), on dispose des iso-
morphismes canoniques:

o : RHom (€, F) @ B= RHom A€, F @ B) = RHoms(B @4 €, F 4 B).

De plus, ceux-ci sont transitifs, i.e., st B — C un morphisme d’anneau tel
que, pour tout B-bimodule G, la structure canonique de (B, C)-bimodule de
G ®p C se prolonge en une structure de C-bimodule, on dispose du dia-
gramme commutatif suivant:

a®y e

RHoma (€, F) L Bk e 2 RHomgp(B®Y €, Fokh B)eke

| .

RHoma (€, F) @5 C = RHome(C®Y €, F &Y C).
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PrREUVE. La preuve est analogue a celle de 2.3.7. O

REMARQUES 239. (i) On pose D= 73%") ou D?(”). Soient
EeD™ (gD D% (pour fixer les idées) et P une résolution de £ par des
D ®o, D’-modules plats. On a alors D(’") ®R5ESERE D(M) P/mHp,
Ainsi, la proposition 2.3.8 est valable pour les extensions D(m) DY et
D(’m) D(’m) X

(i) Avec les notations de 2.3.8, lorsque F = A, les hypotheses “tel que,
pour tout A-bimodule G, la structure canonique de (A, B)-bimodule de
G ® 4 B se prolonge en une structure de B-bimodule” et “tel que, pour tout
B-bimodule G, la structure canonique de (B, C)-bimodule de G Q5 C se
prolonge en une structure de C-bimodule” sont inutiles.

ProposITION 2.3.10.  Sotent i < ip un entier positif et £ € Dpu(Ox) N
ﬂD(D?(")). 1l existe des isomorphismes canoniques

(2.3.10.1) Ox, @, [D"(Ox) @5, €15 D"(Ox,) ®oy, &,
(2.3.10.2) Ox, 8, [D™(0x) ®o, £15 D"(Ox) @0y, £/,
ou, pour le deuxieme, on suppose X = X. De plus, ceux-ct sont transitifs.

PrREUVE. Traitons le premier cas. D’apres 2.3.7 et 2.3.8, les iso-
morphismes Oy, ®Ox D"(Ox) = D(m)((’)x) et Oy, ®0 &Y= &/ sont tran-
sitifs. On obtient alors

Ox, @5, [D"(Ox) ®o, €15 (Ox, ©ks, D™ (Ox)) B0y, (Ox, @, €)=
= D"(0x,) @0y, &

v
i

Comme l'isomorphisme Oy, ®([9X [—®0, — 1= (Ox, ®}9‘X—)®oxi (Ox, ®5X =)
est aussi transitif, on obtient la transitivité par fonctorialité.
Le deuxiéme cas se prouve de maniere identique.

LeMME 2.3.11. Soient i < iy un entier positif, € € Dput(Ox) N D(DY?),
Fe Db(Dg’(”)) et G € Dy(DYY). Le diagramme suivant

Ox, ®H6X [R%OM@X (&,9) ®]I(F)X 9] —_— Rﬂ{omoxi (Efa 951) ®I[6Xi Si
(2.3.11.1) -~ “‘J{
Ox, @, [RHomo, (8,F @ §)] — RHomo, (€, F; ®H(5Xi Si),

dont les fleches verticales découlent de 2.1.38, est commutatif:
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PreuvE. Tout d’abord, griace aux hypotheses faites, le diagramme
2.3.11.1 a un sens. Ensuite, considérons le diagramme

RHomo, (€,) @ G —= RHomo, (€,F;) @ G ——= R¥Homo, (&:,5;) %x, Si
©2.3.11.2) ~i . _ i
]Rﬂ-(omc)x(&?@%)( §) ——= RHome, (€,F; ®H(5X §) —= R¥Homo, (€, 5 ®H<5x,» Gi).

Par fonctorialité, celui de gauche est commutatif. Pour vérifier celui de
droite, soient Z; une résolution de F; par des D(”” -modules injectifs (et donc
par des Oy,-modules injectifs), P (resp. P’') une resolutlon de & (resp. G) par
des D(m) -modules plats et 7 une résolution de Z; ®o, P (= Z; ®oy, P}) par
des D( " _modules injectifs. Rappelons que celles-ci permettent de ‘caleuler
les foncteurs dérivés du diagramme de droite de 2.3.11.2 (on utilise le
lemme de [Vir00, 1.4] déja connu dans le cas commutatif). On calcule ensuite
que le diagramme canonique

fHomox (ZP:],) Koy P }Comox ({.P, J; Xy fP,) —_— ﬂ-fomox (:P,j;)

i | |

j‘COI’I’loXI_ (fP,',f]l') ®OX,' ?; — f]-fomoxi (fPl'., J; ®oxl_ ‘.P:) — j’COWloXI_ (‘.P,', j;)

est commutatif. D’oti celle du diagramme de droite de 2.3.11.2. On conclut
grice a 2.3.6. O

LEMME 2.3.12. Soient i < 1y un entier positif, £ € D(9D§}”)) N Dpart(Ox)
et F € D@ Dg’(”)). Le diagramme

Ox, ®%, [RHom o (€, 5)]

23.12.1) - l i
Oy, 80 [Rf}f()m (OX7R9{0mO;{(E F))] —— RHom Dl \(Ox Rf}fumox (E,F)

RH(WHD;'J (&, F)

ou les isomorphismes verticaux se déduisent de 2.1.3), est commutatif.

PREUVE. Par fonctorialité, le diagramme de gauche de

Rf}(()mDy,y &) - . Rﬂ{(}mvx,,,; &) — . ]Rﬂ“(mnﬂ)gH (&, F)

(2.3.12.2) R Rl N

R om g, (OX RHomo, (€,5)) - RHom,, (OX RHome, (E,57)) %R%omﬁ (Ox,, RFomo,, (€;,57))

est commutatif. Prouvons a présent celle de droite. Soient P (resp. P') une
résolution de Oy (resp. £) par des Dg”)—modules plats, Z; une résolution de
F; par des D;?f)—modules injectifs. On remarque que P ®o, P’ est alors
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une résolution de & par des Dg’(”)—modules plats. De plus, comme
Home, (P, Z;)=> Homox (Pi,Z;), d’apres 2.1.33, Homo,(P',Z;) est un
D(m) module injectif. Ces résolutions permettent ainsi de calculer les
termes du diagramme de droite de 2.3.12.2 (pour la fleche du haut, on
utilise le lemme de [Vir00, I1.1.4]). Sa commutativité résulte alors de celle
du carré:

Hom

({‘P ®Ox "P/v jl) j‘COI’}’lD;,.,) (Tl ®Oxi TZ? Jl)
| |

Hom.pym) (P, Homo, (P',3;)) — Hom,, (‘.P Homy, (P,9:)).
X

DY

Enfin, via 2.3.6, la commutativité de 2.3.12.1 découle de celle de 2.3.12.2.
(|

LeMME 23.13. Pour tout entier positif <1y, pour tout
e D*(“?Dg}”)), on dispose du diagramme commutatif:

(m)

m D ;& m
9( )®‘D(nr [‘Dg( )®Ox 8] X~ - ®( )®D("7) [8 ®OX Dg( )]
i i
(m) _ Ve ‘ (m)
®X[ ®OX,' 81 — 8[ ®OX1 DX, 9

ou y désigne l'isomorphisme de transposition ([Ber00, 1.3.1]).

PREUVE. Soit P une résolution de £ par des DE}'”—modules a gauche
plats. Par D%‘)—linéarité, il suffit de vérifier que, quelque soit le chemin
choisi, pour tout x € P, 1 ® [1 ® x] s’envoie sur (1 ® x) ® 1, ce qui est im-
médiat. O

LEMME 2.3.14. Soient 1 < iy un entier positif et £ € Dtdf(ng")). Le
diagramme suitvant

Ox, ®%, [RHom, o (Ox, DY) @, e]ﬁRJ{ong(Xm)(oxﬂﬂ >)®]L &

oo
(2.3.14.1) ~l \l

Ox, &, [RHom, 1y (Ox. DI @0, € £)] — Rom. o (0x, DY ©o, &),

ou les isomorphismes horizontaux découlent de 2.3.8 et ceux verticaux de
2.1.26, est commutatif.
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PREUVE. Puisque Ox € Dyuri(*DY") et O, € Dpur(“DYY) (voir 2.3.4),
les fleches verticales sont donc bien des isomorphismes. De plus, on vérifie
par fonctorialité la commutativité du diagramme de gauche ci-apres.

RHom,, o w(0x, D )X,O & ——RHom, (Ox ’D( )‘{\L & —— RHom, (Ox D"’))x% &
(2.3.14.2) - - |

RHom,,, (Ox D Q{@X S)—>Rf}(om (Ox D;” ®oy €) — RHom,, N (UX D ooox &i).

Soient Z; une résolution de DY par des DY” @0, DY”-modules & gauche
injectifs, P une résolution de & par des D(m) modules plats et 7 une ré-
solution de Z; ®p, P (=1I; ®oy, P;) par des D(m) ®oy D(m) modules
injectifs. La commutativité du dlagramme de dr01te de 2. 3 14. 2 dérive de
celle de

Hom pym (Ox, Ji) @0y P — Hom, (OX,J ®oy P) —— Homy o (Ox, J7)
X

(2.3.14.3) ' ' ¢
}C()m.eD(””(OXn Ji) @0y Pi R f}f()m (OX Ji ®Ox P) S ﬂ'f(?ng( (Ox,, j;)
Xi i

Or,si¢e Hongy)(OX, Z;) et © € P, on calcule que ¢ ® x s’envoie, via les
deux chemins possibles du diagramme de gauche de 2.3.14.3, sur
P; @ aPil¢(a) @ (1 @ 2)] = (Pi¢(a) @ (1 @ ), avee P; € DY” et a € Ox.
Comme le diagramme de droite de 2.3.14.3 est commutatif par fonctorialité,
il en résulte celle de 2.3.14.3.

Enfin, avec la remarque 2.3.6, on déduit de la commutativité de 2.3.14.2
celle de 2.3.14.1. O

2.3.15 Pour tout €€ Dyt(Ox) NDEDE), on note 07: D" (Ox) @5, €Y=
= DME) et H(m) les isomorphismes ID(”‘)((’)X ) ®o, &= DY) que I'on
déduit de 2.2.1.

PRrOPOSITION 2.3.16.  Sotent © < g un entier positif et £ € Dpart(Ox) N
NnDE D;}”)). Le diagramme suivant

DY ®H93<X”1> D) (0x) @, €] — D™ (0x,) @0, €Y

NJ/,D%i)@e(m) —~ egm)

i

D % D(€)] ————Dl)(e,),

ou les isomorphismes verticaux proviennent de 2.3.8 (voir aussi la re-
marque 2.3.9.(1)) et de 2.3.10, est commutatif.
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PREUVE. Par construction de 0™ et 0?”) (2.2.1), cela découle des
lemmes 2.3.11, 2.3.12.1, 2.3.13 et 2.3.14.1. O

2.3.17 Pour tout entier positif ¢ < %9, pour tout £ € Dpg(Ox) N D(gDF{”)),
on définit le morphisme 0;“”) via le diagramme
_ ) _
OXi ®%x []D(m)((()x) ®O}c Ev] - > OX:‘ ®%x []])(’")(8)}
(2.3.17.1) N\L N¢
(m)

8
D (0x,) ® oy, & ————>DIM(E)),
ol les isomorphismes verticaux sont construits grace a 2.3.8 (voir aussi la
remarque 2.3.9.(1)) et a 2.3.10. Pour tout j <1 <1, considérons le dia-
gramme

/(m)
oxj @%1 [D(”')(Ox)@ox v / Ox, ®%I []D)(m)e]
J X'

Ox, ®%, Ox @G, D™ (0x) @0, €] L O, @, Ox &, [D™e]

D(”O(OXJ)(@OX, Ejv j

_—— L gl
OX/MX’ 6;

Ox, @, [D™ (0x) ®oy, €] Ox, &5 [DME,).

j X;

Les carrés de devant et de derriere sont commutatifs par construction de
01" (2.3.17.1). De plus, grice 2 2.3.16 (resp. 2.3.8 et 2.3.9.(1), resp. 2.3.10.2), il
en est de méme de celui du bas (resp. de droite, resp. de gauche). Puisque
les fleches sont des isomorphismes, il en dérive que le carré du haut est
commutatif. Autrement dit, la famille d’isomorphismes (Hg(m))ie ~ est com-
patible. Grace a [Ber02, 3.2.3], il en résulte la construction d’'un iso-
morphisme oo ]ﬁ(m)((ggg) ®oy £ — I[A)W‘)(E) induisant le diagramme sui-
vant

Ox, @, D™ (0x) @0, £Y] == Oy, ®,, [B")(0x) ®o, €] = D" (0x) G0y, &
23.17.2) - lox,/,%x om ie/](m - Le
Ox, ®%, [DIME] ———=0x, 0, D™¢]

= D (E).
2.3.18. Pour tout £ € D(DY") N Dyt (Ox), on note p ou p le morphisme
2318.1) p{": DIE) DY @y D) D (DY @i €)= D),
le dernier isomorphisme résultant de [Ber 90, 3.1.3].

LEMME 2.3.19. Soient f : £ — & un morphisme de Db (DF{”)), g:

coh
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F — F' un morphisme de Dcoh(Dgém), a:&— Fetf:& — F deux mor-
phismes de D(Df’")).
Le diagramme de gauche suivant

84f>8/ OX,-®]L Eﬂox ®]L &’
(2.3.19.1) loc J{B \Lid@oc lid@ﬁ
F—7, OX[®H635?&OX® g/

est commutatif si et seulement si, pour tout entier positif ¢, celui de droite
est.

PREUVE. Lesmorphismes a et /3 se factorisent par o’ D(m) Qo E—F
et f: D( ®Dm) & — F'. En considérant le diagramme

(2.3.19.2)

on vérifie que celui de gauche de 2.3.19.1 est commutatif si et seulement sile
carré horizontal de 2.3.19.2 'est. On conclut via [Ber02, 3.2.3]. O

PROPOSITION 2.3.20.  Pour tout & € D(DY”) N Dpui(Ox), le diagramme
suivant

D (%) @, ev 2" pim(e)

po ®id pg")
~ am  ~
D (0x) ®e, £V > D™(€)

est commutatif.

PREUVE. Grace a 2.3.19, il suffit de prouver, pour tout entier positif ,
que le carré central du diagramme

D("’)(Ox,) QQOX’ Ely <~ Ox' @13 [D“")(O:t) ®“ Ev] \iw‘) OX Q?‘,Ib [D( ] —_— D(m)(gi)
(2.3.20.1) I Videpl), i Vidspl” |

D (Oy,) Qo & <= Ox, chf D) (0x) Bo, £Y] M) Ox, ®]L [ (e)] —> DM (e
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est commutatif. D’apres 2.3.16, le composé des morphismes du haut de
2.3.20.1 est égal a HEM). Par construction (2.3.17.2), il en est de méme de celui
du bas. Comme les fleches horizontales de 2.3.20.1 sont des isomorphismes,
pour obtenir la commutativité du ecarré du centre, il suffit de prouver celle
des carrés latéraux. Le carré de droite de 2.3.20.1 correspond au contour du
diagramme suivant

O, @k, D(€) — Oy, @k [Dx®p, D(€)] —> Ox, @ DDz @, &) —> Ox, &k, D(E)
v ] v ¥
Dy, % D(E) — Dy, &% [@w L D(E)] — Dy, &, (fDmD &) — Dy, %, D(€)
(2.3.20.2) v : ) !

v
D(Dx, ®%, &) D(Dy, %, 'Dmm &) —D(Dx, ®, &)
v v
D(0x, ©g, &) D(0x, ®g, €),

ol 'on a omis d’inscrire les indices (). Or, on calcule que le carré en haut a
droite (on résout platement D"(€)) et le grand rectangle du bas (en oub-
liant D™, on résout platement &) sont commutatifs. De plus, le rectangle de
laligne du milieu I'est grace a la transitivité de 2.3.8 (avec aussi la remarque
2.3.9.(1)). La commutativité des autres carrés est fonctorielle. D’ou celle du
diagramme de droite de 2.3.20.1.

Enfin, la commutativité du carré gauche de 2.3.20.1 résulte de celle du
diagramme ci-apres:

Ox, &, D™ (0x) 0, €] —= [0x, ®, D™ (0x)] @0, [0x, ®, €] — DM (0x) @0, &
Yidep™ md { (idep™)2id I
Ox, @, D" (0x) ®o, €] — [0, ®, D™ (0x)] @0y, [0, ®,, £Y] —= D" (0x) @0y &Y,

dont celle du carré de droite se prouve par fonctorialité grace a celle du
carré de droite de 2.3.20.1. O

2.3.21. Le foncteur D™ commute & Frobenius. En effet, si on note D™ le
foncteur D™ auquel on applique ®o,wx, pour tout & € DP (D(m)) on
dispose des isomorphismes

coh
@3211)  F’D™(E)= RHomym (', F' DY) =
x! -
= RHOMpio (F°E, F P DY) = DR €,
X s
Afin de prouver 2.3.25, que nous utiliserons lors de la démonstration du
théoréme 2.1 de commutation & Frobenius de 6™, nous aurons besoin des

trois lemmes ci-apres.

LEMME 2.3.22. Sotent 1 un entier positif et £ erm(gﬁg’,”)). Le dia-
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gramme suivant

R om, gy (&', DY) @3y F DY @K D;"*‘ R Com, gy (€', 93“"%& ) Dyt ® ©ng ) FDY
L (s 7 (m) b3 (m)
R}Com@;,,l)(g/,m)gg;))®I%¥ﬂ) DX'Tr 5) R}(‘7mg9§(/?l(8§-,® ¥ )®’D;’Z,’)F Dx,’
Rﬂ'(omcﬂ (&L FPDU © Do DY) R}comm (&, F’@;’,')),

ou les fleches horizontales se déduisent de [lisomorphisme
Fng},q/) Do D%*S) = PDYY, est localement commutatif,

PREUVE. Lorsque £ admet une résolution gauche par des @;?)—mod—
ules a gauche localement projectifs de type fini, la commutativité est im-
médiate. L’hypothése que & soit un complexe parfait nous permet de
conclure. O

LEMME 2.3.23. Soient i wun entier positif, & erarf(gD ) et
Fe Db(gD(’”) D(m“)d) (“d” pour fixer les idées). Le diagramme suivant

m-rs !/ !
Rﬂ{omD;/ ) (&, F) ®A(m+‘ Dg(i+ ) 4>R:H:0mpg(”’;)(8i73~i)

~ lF*@id ~|F*

RIom gne (F€ F*F) 0 - DY . RHom e (FTELF )

Xi

est commutatif.

PrREUVE. Il suffit de prouver la commutativité du diagramme ci-des-
sous

Rf}{om@g(ﬁ’,?’) Rﬂ-fom@;n/;(g,fff)

TVF ~|F* ~ v’F*
RHomuss (F* €' F*F) o RHom g (F'EF'F]) - Rf}(om,Dg?M (F*&l F*F)).

Rf}fom,Dm (€137
/\//

Celle du carré de gauche se prouve par fonctorialité, tandis que pour
vérifier celle de droite, on résout F par des D(m) ®05 D(””s) -modules in-
jectifs et & par des D“’” modules plats (le foncteur F~, en elevant le niveau,
préserve la platitude et l'injectivité). O

LEMME 2.3.24. Soit i un entier positif. Le diagramme canonique
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sutvant

@¥+Y) ®®(¥m+3) 'Dg(lln_l—v) L§Zd> [F*Fb@(xnj)] ®®(xﬂ1+X) ‘Dggl—i—v)

i L

m—+s o % b ey (1)
Pl +s) FF'Dy),

X,' -

ou lisomorphisme o du bas (resp. du haut) est [Ber00, 2.5.2.1] (resp.
[Ber00, 4.1.2.1]), est commutatif.

PrREUVE. La preuve est une tautologie. |
PROPOSITION 2.3.25. Soient i un entier positif et £ € Dparf(gﬁgf”). Le
diagramme canonique suivant

‘D(ers) ®]L F*[D(m) ((C_: )}

D( m+s) [ *]D)(m)(gl)] — Xi/ D(m F*]D)(m)(((:i)
D(m+5) ®D(m+\ [D<m+S)F*(8,)} . D(m+s) (D(m+s) ®]L Wﬂ) *(8/)) — D<m+S)F*(8:).

ou les isomorphismes verticaux résultent de ceux de 2.3.21.1, est localement
commutatif.

PreEUVE. Cela découle de 2.3.22, 2.3.23 et 2.3.24. O

PROPOSITION 2.3.26.  Pour tout entier positif ¢, pour tout £ € D(Dg‘,“)) N
N Dyt (Oy), le diagramme

F [0y @, RHomo,, (€',0x)] F*R%omox/(eg,oxx) RHome, (F*€},0x,)

o o

Oy, é@%* F*RHomo,, (&,0x) — 0Oy, @Q%J,\ RHomg, (F*€',0x) — R%omoxl (Ox, ®Lét F*& 0x,)

est cohomologiquement commutatif.

PreEUVE. La proposition est locale et il suffit de prouver que les
espaces de cohomologie des deux morphismes sont égaux en tant que
morphisme Oy,-linéaire. Par localisation, on se raméne au cas ou & se
résout par des Oy-modules localement projectifs de type fini. Ce dernier
cas se vérifie élémentairement. O



202 Daniel Caro

THEOREME 2.3.27. Pour tout £ € D(D(m)) N Dpart(Oy1), le diagramme
qui suit

2.3271) ~i ~l

lm
( 8) R0 ]D)(mﬂ)(ox) L>D(m+s)(F 8)

est cohomologiquement commutatif.

PrREUVE. D’apres [Ber02, 3.2.3], il suffit de démontrer que, pour tout
entier positif 7, le carré de devant du cube

o™

Fx(e;\/ ®Ox,’ D(m)OX’,) F*D(m)@l/_)
e N ‘ /7’
* ™ (m idoF o) (e
(2.3.27.2) Ox, ®p, [F*(€" @, D (0x))] = i Ox, @, [F*D™ (&)
. ’ ’ . ewt\\\
(F*g[{)v ®OX, D("’”)OX, . D(m+s) (F é)
_— -

id@emts)

Ox, X%I/ [(F*g/)v R0x ]ﬁ)(erS) (OJ{)] Ox, ®]l©r’ I/D\)<7H+S) (F*S/)

est cohomologiquement commutatif. Or, d’apres 2.3.25, c’est le cas pour le
carré de droite. De plus, il résulte de 2.3.25 et de 2.3.26 qu’il en est de méme
pour celui de gauche. Pour le carré du bas, cela découle, modulo
F& = Oy, ®o F*& des définitions (2.3.17.2). Le carré du haut corre-
spond au grand rectangle de

Ox @5, [F* (€Y % D(0x))] —= F'[0y 2%, (£" &} D'“(ov))]ﬁF*(Ef‘“&ox,,D“")Ox/)

Xi £
(23273) ~VidoF* () ~VF(id 1\9 ) —yFe

Ox, @k, [F* B (&)] —————— F*[0y @, D™ (€")] ———— F'DI")(&).

La commutativité du carré de gauche de 2.3.27.3 est fonctorielle et celle du
carré de droite découle de 2.3.17.2. Enfin, celle du carré du fond de 2.3.27.2
est due au fait que QEM) est compatible a Frobenius (2.2.1.(ii)). Les fleches de
2.3.27.2 étant des isomorphismes, puisque I'on vérifie que cinq de ses faces
sont cohomologiquement commutatives, celui de devant I'est aussi. O

2.3.28. Soient £ un DT Q—module cohérent Oy o -cohérent (i.e., il corre-
spond a un isocristal convergent sur X') et, pour tout entier positif m, £/m
un Dg'f) -module Oy -cohérent tel qu’il existe un isomorphisme Dg’?)()—hne—
aire (cj”(m) =&

On de51gne par Dy ou D, le foncteur dual Dy (-linéaire, et par ]D(m

ID(’") le dual D(,(mi -linéaire. On remarque qu’il découle de 2.3.5 que, pour
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tout entier positif m, on dispose des isomorphismes D(Ox )= Ox ¢ et
DEZ")(O_;{,Q)% Ox 0, ce dernier n’étant probablement pas compatible a
Frobenius.

On construit 'isomorphisme Hg"), via le diagramme commutatif:

(m) o7 (m)
DQ (o%,@) ®Ox,‘@ EN e, ....)DQ (8')

(2.3.28.1) TN TA,

~ o 80m s .
(D(O2) @0, E0V) 07 Q ———s (B (E10)) 2, Q.

On constate que grace a 2.3.30, celui-ci est indépendant du choix de gm,
2.3.29. Pour tout D;‘Q—module cohérent Oy -cohérent £ (de méme en

remplagant X par un autre V-schéma formel lisse, comme par exemple X'),
on note p( 3 ™) Pisomorphisme composé :

P DES DY, ®p, , DE)= DYDY, @p, , )= DEE).
De plus, on désigne par 6, I'isomorphisme D(Ox ) ®o,,, £’ = D(E) con-
struit via 2.2.1.

THEOREME 2.3.30. Awvec les notations de 2.3.28, le diagramme suivant
D(0xq) ®oxq €" D(&')
(2.3.30.1) ~ | o8 sia & ~ o
DG (0x0) Do o € —= DG (&)

est commutatif

PreUVE. Considérons le cube

(D(02) B, £) 0@ —— L D) 5Q
) @ide
D(0x0) ®orq " o ‘ ' : (&) / p™M3Q
(2.3.30.2) } e
oeia (B (02) D0, &) 9Q —— ‘ D"E™) Q
— o
Dy (0x.0) B0y o € : Dy’ (),

ol les quatre isomorphismes de 'arriere vers 'avant se construisent via
2.3.8 et laremarque 2.3.9(i) (dans la catégorie des D({’%—modules le foncteur
— ®y, Qg'identifie a D(%”()) D — et de méme en remplacant D(M) par D(W)

Le carré du bas est commutatif par définition (2.3.28.1). De plus celui de
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droite correspond au diagramme ci-dessous

Do®d D @D D) (é/(m)) . @Q P D (@ ®p é/(m]) — () (é/(m))Q

D) (é/[m) )o

b - ! L o T~
(2.3.30.3) DD (M) —Dy@n, De@pD™(E™) DY (DoepDwpE ™) DywpDr(EM™)
] — ]

D(&) ————— Do @ng D(&) ———— D’ (Dg @n, &)

ol 'anneau D désigne Dé}”). Par transitivité de 2.3.8, on prouve que le rec-
tangle du milieu est commutatif. Il en résulte que 2.3.30.3 est commutatif. Le
diagramme de droite de 2.3.30.2 'est donc aussi. On vérifie ensuite que la
commutativité du carré de droite de 2.3.30.2 implique celle du carré de
gauche. Pour celui de derriere, cela résulte de 2.3.20. En outre, de maniere
analogue a 2.3.16 (i.e., on vérifie que les quatre morphismes que I'on utilise
dans la construction de 0" et 0 commutent aux foncteurs — ®, Q), on
prouve que le carré du haut est commutatif. Comme les fleches de 2.3.30.2
sont des isomorphismes, il en dérive celle de celui de devant. O

2.3.31. Le foncteur ]D(S”) commute a Frobenius. En effet, si on note D(m) le
foncteur D" auquel on applique ®o,wz, pour tout & € Dcoh(DgE")( J) on
dispose des 1somorphlsmes

23311 FDIE)= RHomym (€, F'Dg )=

= RHom e (F*S’ F* D™

o Q) ~ D(m“)(F*E’),

THEOREME 2.3.32. Awvec les notations de 2.3.28, le diagramme cano-
nique suivant

m-s e(gnJrS) m-s
DY (0x.0) ®og o (FE) —= Dy (F*&)
(2.3.32.1) TN TN

F DG (0x.0) @0y, (€)' —= F*[DG ()],
o les isomorphismes verticaux se déduisent de 2.3.31.1, est commutatif.

PreUVE. Considérons le cube suivant:

89 eQ

(]ﬁ)(m—.\-) (0x) ®oy (F*é/(m) Ma D(m+s) (F*é/(”’))Q

_ o - Il J
FIB(0x) o, (€)")q] Fe[Bm(&m)q]
(2.3.32.2) ‘ | .
m+x (0x0) Rosq (F*&') Q ngx)(p*g/)
/ (m) —

i () . Ny F'e’ ey (m) [ o
F* DY (0.0) S0, (€] FDYE).

Q
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La commutativité des carrés de devant et de derriére découle de la con-
struction de H(m) (et 0(”’“)) donnée via 2.3.28.1. On note D' := D(’”) et
D:= D(””s) On mettera un tilde au- dessus de D ou D pour s1gn1f1er que
I'on tensorlse ces derniers par ®o,wy L ou ®o%,a)2€, La commutativité du
carré de droite de 2.3.32.2 se traduit par la commutativité du diagramme
ci-apres

F*D/@ ®% 9?@ gy Rj{ome/(é’(’”) ) @/) —> Dg&p F*D' @1y ]R?Comgy(é’(”’) R @’)

~4 ) ) -
F*Dé@ ®D& IR‘:Hom'D’ (E/(m> ’ {Dé@) DQ ®'D Rﬂ'fomfy (8/(”’), F;:B/>
~y ) - |
F*Dg @y, RHomp, (€, D, o) Do ®®R9{0m@(F*€’(’"J,F;F;D’)
2.3.32.3) . !
R}fanr (E F D ) Do @p Rﬂ-fom«D(F*é’(’”).'ﬁ)

W ~ N N
RHomp, (F*€',F; F; D) RHomap(F*E'™, Dg)
~ N na

Rﬂ'ft)meu (F*E’,rb@) R}ComDQ((F*S/('"))Q.iQ).

On remarque que la commutativité du trapeze (en haut) de 2.3.32.3 résulte
de celle du diagramme

F*Dly @y, R¥omy (£, Dfy) ——> RHomay (€, F; D)
(2.3.32.4) ~y N - -
F*‘D/Q ®D/@ R}COme(E/, @é@) Rg_comD(Q(E/vF;D?Q)

et de la transitivité 2.1.12. Pour prouver celle de 2.3.32.4, on utilise une
résolution de £ par des D’-modules plats, une résolution notée Z' de 13’0
par des D, ®y D,-modules & gauche injectifs et une résolution de F;7" par
des D}, @y Dy-modules a gauche injectifs.

Le losange de 2.3.32.3 correspond au contour de

RHomqy, (€', F; D) RHomay (€', F;Dly) Do @p RHomy (€M) F3D')
~ ¢ ~ w ~ideF
(2.3.32.5)  RHomn, (F*€,F;F;Diy) <— RHomp(F*&'" F{F;Dly) <—— Doy ©p RHomn (F*E'™, F ;D)
-y -y I
R omap, (F*€', D) R omp (F &' DY) Do @ RHomap(F*€'™, D),

dont la commutativité est aisée a vérifier. Enfin, comme le triangle (en bas)
de 2.3.32.3 est aussi commutatif, on conclut que le carré de droite de 2.3.32.2
est commutatif.
On procede de méme pour prouver celle du carré de gauche de 2.3.32.2.
Enfin, le carré du haut de 2.3.32.2 correspond au grand rectangle
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suivant:

F[(B)(02) o, (€)")g] = [ (B (0x) ©0,, (') )]o == (B"*(0x) S0y (F'€™)")q
(2.3.32.6) o) ireea Y agioe
F*[ﬁ(m)(é/(m))@] —F D(m)(& ™)g ————— ﬁ(w-;\(l;»«el(m))@
Le carré de gauche de 2.3.32.6 est commutatif par fonctorialité. Comme les
termes de 2.3.32.6 sont isomorphes a un complexe concentré en une place, il
résulte de 2.3.27.1 que le carré de droite de 2.3.32.6 est commutatif.

On a donc prouvé que cing des carrés de 2.3.32.2 sont commutatifs. Il en
est donc de méme de celui du bas. O
2.3.33. Pour tout D} ,-module cohérent Oy -cohérent &, notons o'}
I'isomorphisme

23331 o DI DL, Dy D)= DD} o ®pm )= DIE).

PROPOSITION 2.3.34. Soit £ un Dl‘ o-module cohérent Ox -cohérent.

Le carré
e(m)

m Q m
DY (0x0) ®og o € —> D (€)

NJ/GSQS”) ®id lcg

DT(OﬁQ) ®ox g e’ %) DT(S)a
ot 0 a été défini en 2.2.10, est commutatif

PREUVE. Grace aux diagrammes commutatifs 2.2.10 et 2.3.30.1, il s’agit
de prouver I'égalité o” o p(m) = pf, ot p! a été construit 2.2.9. Cela revient &

dire que le contour du diagramme

Dy’ (e) Dlo @, DG () D (Dl ®g ) —= DA (€)
¢ i () 75 (m) t
(2.3.34.1) DY (DY ®Ds o €) Do ®pi Do (Do ®Drq &) —= D (Dig Oy €)
.3.34. N ¢ 7 i
DY) @y o D(E) Dl o @y o D(E)
A
B~

est commutatif. Or, celle des carrés se vérifie par fonctorialité et celle
des deux triangles de droite et de gauche est immédiate. Enfin, celle du
triangle du milieu découle de la transitivité de 2.3.8 (voir aussi la re-
marque 2.3.9.(ii)).
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2.3.35 Avec les notations de 2.3.28, on dispose d’'un morphisme
Dk, Bt F& — F*(D o, ®pm &) rendant commutatif le diagramme
suivant £

F*EIHDXQ ®®(%m6y)F 8/ (DI /Q ®(Dm 8/)

Par complétion, tensorisation par Q et passage a la limite, il découle de
[Ber00, 3.1.3] que ce morphisme est un isomorphisme.

Nous aurons besoin du lemme suivant afin de prouver la proposition ci-
apres.

LEMME 2.3.36. Pour tout £ € Dpalf(gD(M) ), le diagramme suivant
sy T (m) N ¥ (m+5) [
FDl g gt P (€) —= Dig @ppmo F DG (&) —> Dk g ®pp0 DG (7€)

FDT (D}, o ® B, ¢y ___. D F*(@x,Q@a é:) DY (D g @ gm0 F*E"),

ay(m+s)
Dxo

ou les isomorphismes horizontaux se construisent via 2.3.31.1 et 2.3.35, est
commutatif.

PreuvE. Un tilde au-dessus de D signifiera que 'on tensorise le
foncteur correspondant par — ®o, wx (ou — ®p,, wy). On se ramene a
prouver la commutativité du diagramme:

Hag’)(c?’)&fw‘uFb‘D;@ﬁD("I)(E)5{1 o FDEl @ ,,DMHD"” I(F*E) @ g

(2.3.36.1) —l j

DY (F* DYy o @ pm &)

x'Q - ’ x'Q - xQ

On désigne par 7, 'isomorphisme composé:

Zd@a Fb D(m)

b
: F'D X0

b (m) * b T i
%, Q—>F D?E’,Q ®b¥'ﬁj5) F*F"D ®b¥‘53) D%_’Q,

ou la fleche de gauche est l'inverse de l'isomorphisme qui se déduit de
[BerOO 4.12.2] et ou a' est linverse de lisomorphisme canonique

= F*FbDT ., ((Ber00,4.2.2.1]). Lastructure de (D(,ZL)Q, Dl o,)-bimodule
de Fng',”)Q ®D(m+s) Dot ., Se prolonge ainsi en une structure de (DT ) ,D;Q)—
bimodule. De maniére analogue a 1.4.15, on vérifie que 7 correspond a
I'inverse de I'isomorphisme que I'on déduit de 2.3.35.
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On écrira D' (resp. Dy, resp. Dx) a la place de DT ou D% o (resp.
D({n)@ resp. D(,(”ﬁjs)) On pose £ :=D' ®p, £ et (F*S’)(TD D' @p, F*E.
Considérons le dlagramme

DE‘ )(E ) &, ,Fb'D’ id@t ]D<””(S )X'D P DBE’XD\ Dt "R%UWLDI (E’ F'Dy) @D, i
b b
T

RD{OmD{,((‘l’,DT) @yt FPDF —— RD{()mD{,(S’AF’DT) R omp,, (€', F’ Dy @p, D)

V v V
(2.3.36.2) DY (&) @y DI R¥Homap: (€7, D7) RIomay (&7, F* Dy @1, DY)
VE \F
RHomay (F*ET,F*F*D1) —= RHompy (F*&', F*F*Dy @, D)
v
D (&) @y FDT = RHomay (F*€'), F*F*D1) = R omp: (F*€')!, F*F* Dy @, DY),

ou la fleche en bas a gauche est définie de facon a rendre commutatif le
rectangle en bas a gauche. En lui ajoutant le suivant

R oma, (€, D) @1, DI — = RHomp, (F*€/,F*F*Dy) @n, DT “= “”*‘)(F‘e’) ®p, DF
!
* o olm .
RHomo (€, F'Dx @, DY) —L=RHomap, (F €, F*F*Dy @5, D) &= RHomap, (F*€', D7)
¥
(23363) ]Rﬂ'(fumrDr((‘,"’;‘AF"@gg@Dir D)
VE
RHoma: (F*E" F*F*Dy @, DF)

|

RHomay (F*€"), F*F* Dy @, D) = R¥omay (F*€'), F*F* Dy @, D) —%= D' ((F*€)1),

ol a™ est l'inverse de l'isomorphisme canonique Dy = F*F’Dy ([Ber00,
4.1.2.1]), on obtient le carré 2.3.36.1. En effet, en ce qui concerne les fleches
du haut, de droite et de gauche, ¢’est immédiat. Pour établir qu’il en est de
méme de celle du bas, il s’agit de vérifier que la fleche composée du haut du
diagramme commutatif ci-apres

olm)

RHompy (F*E/-:-7F*FbD'i‘) L RHomqy (F*Elf7F*F7D%/ &y xD#) IB)#‘(F*&/#)
(2.3.36.4) l l

R¥omay (F*€')', F*F* D ©, D7) 2 B (F*€")1).

est le morphisme canonique induit par af. Ce dernier fait résulte de la
commutativité de

F*F"Df —= F*F'Dy @, F*F'DT) = ) i Dx ®p, F*F D
(2.3.36.5) Fie i l
idoo idoo

o™ @id

F*Fbﬂ_‘{/@@x il ‘D:{@Dx DY,



Comparaison des foncteurs duaux des isocristaux surconvergents 209

Il résulte de la commutativité du rectangle du haut de 1.4.15.1 (on compléte,
on tensorise par Q et on 'applique & & = F’Dy), celle du diagramme du
haut de 2.3.36.5. Celle du carré de 2.3.36.5 est fonctorielle et celle du triangle
est tautologique.

Il reste a présent a prouver que les diagrammes 2.3.36.2 et 2.3.36.3 sont
commutatifs. Celle du rectangle supérieur de 2.3.36.2 découle, via la re-
marque 2.3.9.31i), de la transitivité de 2.3.8. On valide celle du carré de
gauche de la deuxieme ligne de 2.3.36.2 en procédant de maniére analogue
a 2.3.32.4. Pour vérifier la commutativité du rectangle en bas a gauche de
2.3.36.3, il suffit de résoudre FbDy ®p, D' par des D o ®v D3t 0 -modules
injectifs et £’ par des Dy-modules plats. Celle du carre en haut a droite de
2.3.36.3 se calcule en résolvant £ par des Dy-modules plats et F* Dy par
des Dy ®y Dx-modules injectifs. La commutativité des autres carrés ou
rectangles est fonctorielle. O

ProposITION 2.3.37.  Avec les notations de 2.3.28, le diagramme

F* UD)(’") (8/)] . ]D)(ers) (F* 8/)

Q
F*[D(&")] DT (F*¢")

est commutativ.

PREUVE. Par construction de Iisomorphisme D%Q Qpm+s) F*E=
e X,0

= F*(Dl, o Opm £) (2.3.35), le premier et le dernier isomorphisme de
v X0

2.3.33.1 sont compatibles a Frobenius. Pour celui du milieu, cela correspond

a2.3.36. O

THEOREME 2.3.38. Awec les notations 2.3.1, le diagramme
F*DL(0x("Z)g) ®o, (12 €] = F* D} (&)

(2.3.38.1) l l
D}(0x(1Z)g) B (1) (F*E))Y —2>Di,(F*e).

est commutatif.
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PREUVE. Comme cela est expliqué en 2.3.1, il suffit de prouver le
théoréme pour Z vide. Considérons le cube ci-apres.

(m+s)
0y

Q D(gws) (F*E')

7

(DY (0x0) Roq o (FE)Y)

/

‘ F(63")

FH (D (0 0) oy, (€)Y)] P e

(2.3.38.2) Q A0/ 00 i D5 (")
DT(OI@) R0z (F*enyV o . ]D)T(F*E’)

FrD'(Ox.0) Doy (€)' e (),

ou les fleches verticales sont induites par les morphismes de la forme a(g‘).

D’apres 2.3.32, le carré du haut est commutatif. De plus, grace a 2.3.34, ceux
de devant et de derriere le sont aussi. Via 2.3.37, les carrés de droite et de
gauche sont commutatifs. Comme les morphismes sont des isomorphismes,
il en dérive la commutativité du carré du bas. O

THEOREME 2.3.39. Awvec les notations 2.3.1, l’isomorphisme
DL0x(Z)0) R0z, sp.(B")= D, (sp,(E)
est compatible a Frobenius.

PREUVE. Cela résulte de 2.2.7.2 et de 2.3.38. O
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