RENDICONTI
del

SEMINARIO MATEMATICO
della

UNIVERSITA DI PADOVA

F. GACHET

Structure fuchsienne pour des modules différentiels
sur une polycouronne ultramétrique

Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova,
tome 102 (1999), p. 157-218

<http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1999 102__157_0>

© Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova, 1999, tous
droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Rendiconti del Seminario Matematico
della Universita di Padova » (http://rendiconti.math.unipd.it/) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1999__102__157_0
http://rendiconti.math.unipd.it/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

REND. SEM. MAT. UN1v. PADOVA, Vol. 102 (1999)

Structure Fuchsienne pour des Modules Différentiels
sur une Polycouronne Ultramétrique.

F. GACHET (*)

Introduction.

Ce travail répond a la question posée dans ([(CMII], 6.2.16). Il s’agit
de montrer, d'une part, que 'exposant obtenu par spécialisation dans
chaque direction d’une polycouronne ultramétrique C d’'un module diffé-
rentiel I analytique sur C ayant la propriété de Robba est constant
dans une direction donnée, et d’autre part, que I admet, sous la condi-
tion Non-Liouville ((CMII], 4.3) pour les différences des exposants ainsi
définis, une structure fuchsienne.

Nous généralisons a la dimension supérieure la méthode de [Dw]
pour construire un exposant €xp®(IMN) de I qui se spécialise en 'expo-
sant de sa restriction dans chaque direction. Sous la condition (NL) pour
les différences, nous montrons grice & un analogue ultramétrique du
théoréme de Hartogs pour les fonctions séparément analytiques sur G,
que lexistence de la structure fuchsienne pour N se réduit essentielle-
ment au cas d’'une variable.

Détaillons quelques points de notre démarche. Nous consacrons le
premier chapitre & la démonstration de quelques résultats généraux
dont nous ferons usage dans les chapitres suivants. Au § 1.1, étant don-
née une polycouronne C = Cy,(I) sur un corps p-adique algébriquement
clos £ (complet de caractéristique 0) et associée & un polysegment ou-
vert Ic (R% )* non-vide, nous montrons que les fonctions qui sont séparé-

(*) Indirizzo dell’A.: 15, rue Kilmaine; F-59300 Valenciennes.
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ment analytiques dans chaque direction de @, sont globalement analyti-
ques sur C. Cet énoncé constitue un analogue ultramétrique du théore-
me de Hartogs. Il généralise un théoréme de Robba qui n’avait eu jus-
qu’a présent, & ma connaissance, aucune application. Au § 1.2, nous intro-
duisons un module I libre de rang m & connexion intégrable (qu’on ap-
pellera aussi module différentiel par abus de langage) sur une polycou-
ronne ouverte C, ainsi que la propriété de Robba pour . Nous établis-
sons quelques résultats sur les solutions locales de JIT, dont un théoreme
de majoration explicite & plusieurs variables dont la démonstration nous
a été suggérée par Baldassarri.

Dans le chapitre 2, nous construisons, notamment grice au § 1.2, un
invariant €xp®(91) d’un module différentiel I libre de rang m ayant la
propriété de Robba sur une polycouronne fermée C, (de dimension s).
Exp®©(IMN), appelé ensemble des exposants de IN sur G, est défini par voie
purement ultramétrique sur le modéle de la dimension 1 ([CMII] et
[Dw]). 11 s’agit d’une classe d’équivalence dans (Z;')° pour la relation d’é-
quivalence dite faible. On étudie quelques propriétés de Exp®(IN) dans
le cas général. On montre notamment que Exp®(IN) est constant dans
chaque direction, et on définit de facon cohérente €xp®(IN) lorsque Cg
est une polycouronne quelconque sur un corps p-adique quelconque.
Dans le cas particulier ot €xp®(IN) a la propriété (DNL), I'ensemble
Exp®(IM) se décrit plus facilement. Plus précisément, au § 2.1, nous cons-
truisons, sur le modéle établi par Dwork en dimension 1, un s-uplet de
matrices m X m diagonales A = (4, ..., 4,,) & coefficients dans Z,, et
une suite (S;) de matrices 4 coefficients fonctions analytiques, jouissant
tous deux de propriétés remarquables vis-a-vis des solutions locales de
I dans une base fixée. Au § 2.2, on montre que I'ensemble HC(IN) des
éléments A ayant les mémes propriétés que ci-dessus, est inclus dans
une classe d’équivalence notée €xp®(IN) pour la relation d’équivalence
faible. Cette relation d’équivalence lie deux éléments A et B si leurs ré-
ductions successives A® et B® modulo p” sont liées d’une certaine fa-
con. Pour le choix d’'une coordonnée 7, on établit ensuite que ’ensemble
des exposants en la variable x; Exp®(I,,), associé 2 la spécialisation de
I en x;= (2, ..., &;, -.., X,), ne dépend pas du choix de x;. Enfin, on
montre que Exp®(IN) se comporte bien par restriction 4 une sous-poly-
couronne et par extension du corps de base algébriquement clos. Nous
définissons au §23 la propriété Différences Non-Liouville pour
Exp®(IM) A partir de la propriété (DNL) en dimension 1 pour 'ensemble
des exposants suivant chaque direction séparément. On montre que les
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modules différentiels ayant la propriété de Robba et admettant une
structure de Frobenius ont un ensemble des exposants satisfaisant la
propriété (DNL).

Dans le chapitre 3, nous établissons le fait que sous la condition
(DNL) pour Exp€(IMN), un module différentiel I ayant la propriété de
Robba sur @, admet une structure fuchsienne sur l'intérieur @° de la po-
lycouronne C. Cela signifie notamment que dans une base bien choisie de
I 05 V(3y,) est représenté (comme dans la théorie de Fuchs) par B /w;
avec B® une matrice constante. Plus précisément, au § 3.1, nous cons-
truisons par passage a la limite une fonction H(z, x) définie en tout point
(z,x) e @% X @% pour toute extension de corps valué algébriquement
clos 2 de Q. Par les propriétés de spécialisation suivant chaque direction
i de lensemble €xp®(IN), on trouve sous la condition (DNL) pour
Exp®(IM) que H est une fonction séparément analytique. On conclut avec
§ 1.1 que H est alors une fonction analytique sur C% x C%. Au § 3.2, nous
donnons deux définitions équivalentes pour la notion de structure fu-
chsienne sur une polycouronne ouverte. Grice a la deuxiéme définition
(moins immédiate mais plus intrinséque que la premiére définition), pour
U comme ci-dessus, nous montrons comment ce résultat subsiste sans
faire aucune hypothese sur le corps de base p-adique. Ce résultat géné-
ralise & la dimension supérieure des théorémes de Christol-Mebkhout
([CMII], Cor. 6.2.6) et Dwork ([Dw], Th. 7.1).

Remerciements. Je tiens a remercier mon directeur de thése Gilles
Christol pour m’avoir proposé ce sujet et pour ses encouragements, Zo-
ghman Mebkhout pour m’avoir initié a la problématique du sujet et pour
m’avoir soutenu dans la recherche d’une solution, ainsi que Bernard
Dwork pour l'intérét dont il a fait preuve a 'égard de mon travail et les
remarques dont il m’a fait bénéficier.

1. Préliminaires.

Ce premier chapitre consiste a fixer les principales notations, et & dé-
montrer quelques résultats généraux dont nous nous servirons aux cha-
pitres suivants.

Au § 1.1, nous définissons la notion de polycouronne sur un corps p-
adique (complet), et celle de fonction analytique sur une polycouronne.
En vue du chapitre 3, nous caractérisons les fonctions analytiques sur
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une polycouronne ouverte 4 I'aide des fonctions qui sont analytiques
dans chaque direction séparément lorsque K = 2 algébriquement clos.
Sous certaines hypotheéses, ce théoréme est dii & Robba ([Rb], Chap. 7).
Nous montrons comment affaiblir ces hypothéses, jusqu'a obtenir un
analogue p-adique du théoréme de Hartogs (voir par exemple [H4], th.
2.2.8), afin d’entrer dans le cadre de nos applications.

Au § 1.2, nous définissons la notion de module I libre de rang fini a
connexion intégrable analytique sur une polycouronne. L’objet de notre
article sera de déterminer, sous certaines hypotheses, une forme norma-
le pour IN. Nous introduisons pour cela la propriété de Robba pour I,
qui assure, par définition, I'existence d’une base de solutions locales pour
I dans tout polydisque ordinaire de rayon maximal de la polycouronne.
Cette propriété peut alors se vérifier sur tous les modules de dimension
1 obtenus par spécialisation suivant chaque direction. Nous établissons
ensuite un théoréme de majoration explicite sur les solutions locales de
I qui nous permettra, au chapitre 2, de construire une suite d’approxi-
mations des solutions globales de JIT sur l'intérieur de la polycouronne.

1.1. Fonction séparément analytique sur une polycouronne.

Soit p un nombre premier (p =2), et s un entier non nul fixés.

On note K un corps p-adique (on dira aussi valué), c’est-a-dire un
corps de caractéristique 0, complet pour une valeur absolue ultramé-
trique prolongeant la valeur absolue p-adique normalisée sur Q. Une ex-
tension K’ de corps valué de K sera un corps complet pour une valeur ab-
solue prolongeant la valeur absolue sur K (K' est alors nécessairement
un corps p-adique).

La valeur absolue ultramétrique sur K induit une application v sur K*
a valeurs dans (R, )* définie par:

v(x) = |x| = (|%; | D1<i<s
pour X := (¥;); <i<s

DEFINITIONS. A un polysegment non-vide I de (R,)* avec I=
= [l I, pourI,= (v, R;), on associe le sous-ensemble Cx(I) :=v=*(I)

1<iss

de K*, encore noté Cx ou C(I). On appelle polycouronne de K° un tel
ensemble Cy(I) pour lequel I est dans (R¥ )* et d’intérieur non-vide (i.e.
Vi, 0<7r,<R).

On dit que f est une fonction analytique sur Cx(I') si f est une série de
Laurent a coefficients dans K dont le domaine de convergence dans



Structure fuchsienne pour des modules différentiels ete. 161

(R, ) contient I, i.e.

f= 2 aqT" avec Vrel, lm |q|F=0,
leZ? [l]=+w
ou r! désigne [1rf et || désigne 2 |1;|.
i=1 i=1
On note Q. la K-algebre des fonctions analytiques sur C.

On dira que C(I) est une polycouronne ouverte (resp. fermée) si I est
un ouvert (resp. un fermé) de (R* )°. On appelera C(I') une sous-polycou-
ronne de C(J) si I¢cJ®, ot J désigne l'intérieur de J. Plus généralement,
on définit une polycouronne centrée en un point quelconque £ € K, et no-
tée G(I), & partir de I'application

ve(x) = (|2 — i | 1 <i<s-
Soit ie (1, s).
On peut décomposer tout polysegment I= [] I; suivant la i-iéme

. . 1sj<
direction sous la forme I=®

I=I;xI, avee IL:=Ix..xI;x..xI,.
On en déduit les décompositions suivantes
C=CI)=CxG avec GC:=C1I) et G:=CU)
pour les polycouronnes de K°, et
x=(x;,x;) avec w;eC etxeC

pour les éléments x € C.
Soit f= 2 @, T" une fonction analytique sur Cx, et K' une extension

leZ
de corps valué de K.
Si x € Ck, on définit f(x) la spécialisation de f en x comme étant la li-

mite dans K' complet de la série absolument convergente 2 a;x'.
leZ?
De méme, pour x; € (G)xk', on définit f, la spécialisation de f en x;

comme étant la fonction analytique sur (G;)x- donnée par
Jo(Ty) = f(T;, x;) = > [ > a(h,l;)xgi] Th.
LeZ 1562371
Ainsi une fonction analytique sur Cx donne lieu suivant chaque direc-

tion i et pour chaque choix de x;e€ (G;)k', & une fonction analytique sur
(Cg
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Nous allons nous attacher dans ce paragraphe & montrer, sous
certaines hypothéses, une réciproque de ce résultat.

DEFINITION. Soit C(I) ume polycouronne non-vide sur K. On dit
que f est une fonction séparément analytique sur Cg, si f est une fonction
sur Cx o valeurs dans K telle que pour tout indice i e (1, s), et pour tout
choix de x; e (&)x, la fonction f, :(C)x— K définie par

Voie (Cg,  fo(®) = fla;, x;)

coincide avec une fonction analytique sur (C)g.

Avec cette notation, une fonction analytique f sur Cx est donc une
fonction séparément analytique sur Cy: pour toute extension de corps
valué K' de K.

On rappelle qu'un corps sphériquement clos est un corps valué dans
lequel toute suite décroissante de disques a une intersection non-vide.
Par un théoréme de Kaplansky, cette notion coincide avec celle de corps
maximalement complet, et tout corps p-adique (resp. p-adique et algé-
briquement clos) admet une extension de corps valué qui soit sphérique-
ment clos (resp. sphériquement clos et algébriquement clos) (cf par ex.
[VRo], chap. IV). Robba déduit de I’'analogue ultramétrique de la formule
intégrale de Cauchy (valable seulement sur un corps sphériquement
clos) le résultat suivant.

ProposITION ([Rb], Chap. 7). Supposons que K soit sphériquement
clos.

Soit C(I') une polycouronne ouverte de K°. Considérons f une fonc-
tion séparément analytique sur Cx telle que f soit bornée sur toute sous-
polycouronne fermée C' de C

Alors f est une fonction analytique sur Cx. ®

Comme dans le théoréme de Hartogs (voir par exemple ([Ho], th.
2.2.8)), on aimerait, en vue de nos applications, s’affranchir de ’hypothé-
se «bornée» dans la Proposition précédente, ainsi qu’affaiblir I'hypothe-
se «K sphériquement clos» jusqu'a contenir le cas «K algébriquement
clos».

Remarquons que, si 2 est un corps p-adique algébriquement clos,
alors toute polycouronne ouverte Co(I) est un ensemble non-vide (en ef-
fet Pouvert I rencontre nécessairement v(2°) dense dans (R, )*).

LEMME 1. Soit Q un corps p-adique algébriquement clos, Co(I)
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ume polycouronne ouverte, et Q ume extension de corps valué de Q qui
soit sphériquement clos et algébriquement clos. Considérons f une fonc-
tion analytique sur Cg induisant sur Co(I) ume fonction & valeurs
dans €.

Alors f est une fonction analytique sur Co.

PrEUVE. Notons G le groupe des automorphismes continus de @ sur

Q. G agit sur les fonctions de G & valeurs dans 2 de la maniére
suivante:

VxeCs, VYoeG, g,(x)=o0(glo(x))).
G agit également sur les fonctions analytiques sur Cg par la formule

VoeG, Vg = l%ag,T’ g°(T) = l%xo(g,) i

de telle sorte que par continuité de o € G, ¢° induit la fonction g, sur Cg.
Comme f induit sur G, une fonction a valeurs dans Q, on en déduit plus
particulierement que, pour tout o e G, les séries de Laurent f et f’ ont
leurs fonctions associées qui coincident sur Cp. Par unicité du dévelop-
pement en série de Laurent sur G, pour £ algébriquement clos ([Rb],
2.13), on trouve que pour tout l € Z°, et 0 € G, o(f;) = f;. Par une générali-
sation du théoreme de Tate-Ax ([Ax]) due & Dwork-Robba ([DR1],
th. 8.5), on sait que les éléments de  laissés invariants par G corre-
spondent exactement aux éléments de 2. On en déduit donc que pour
tout leZ’®, fie 2, si bien que f est une série de Laurent a coefficients
dans 2. =

Nous sommes alors amenés & introduire un corps 2 au-dessus de K =
= £ ayant les propriétés suivantes.

DEFINITIONS. Pour re (R* )%, on dira que t,= (t", ..., t{") est un
point générique sur K de rayon r si i, est un élément de (K')® pour K'
une extension de corps valué de K, et s’il vérifie la propriété suivante:

Vie(l,s), |t&|=r, e VP= 2 qT'eK[T,..,Tl,
1(0, dy

= n=~P|,.
(P | = max {Jalr'} =P,

On dit alors que K est une extension s-générique de K si K est une
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extension dg\ corps valué algébriquement clos de K telle que pour chaque
re (R ), (Q)° contient un point générique sur K de rayon r.

Montrons tout d’abord qu'un tel corps existe toujours.

LEMME 2. Pour tout corps p-adique K et tout entier s non-nul, il
existe une extension s-générique de K.

PreuvE. Soit A la K-algébre integre des polyndémes & coefficients
dans K en le systéme d'indéterminées (T{", ..., T") indéxées par r
dans I'ensemble (R* )’

Un élément P de A est donné comme élément de K[T®], ., =
=K[T?", ..., T{"],e Rp pour Rpc (R* )* fini. On définit alors | P| & partir
de 'unique valeur absolue monomiale sur K[T"}, g, prolongeant la va-
leur absolue surK ([BGR], 1.5.3). Pour P et Q dans A4, on a |PQ| = |P|:
-|Q] car | -| est une valeur absolue sur K[T(’)]renpunq, et les autres axio-
mes de la valeur absolue sont vérifiés sur A. Cette nouvelle valeur abso-
lue se prolonge au corps K' des fractions de A. On note alors K" le com-
plété de K' pour cette valeur absolue, puis K" une cloture algébrique de
K" munie d’une valeur absolue prolongeant la précédente, et enfin X le
complété de K" pour cette derniére valeur absolue.

Par le lemme de Krasner ((BGR], 3.4.2), K est algébriquement clos,
et par définition de la valeur absolue sur A, (T{”, ..., T{”) est un point
de (K)* générique sur K de rayon r. K est donc bien une extension s-gé-
nérique de K. =

Nous sommes alors en mesure de montrer le résultat suivant dont les
hypothéses seront réalisées au chapitre 3.

THEOREME. Soit Q un corps p-adique algébriquement clos,  une
extension de corps valué de Q qui soit sphériquement close et algébri-
quement close,  une extension s-générique de 2, et Co(I) une polycou-
ronne ouverte sur Q. Considérons f une fonction séparément analy-
tique sur Cg, induisant des fonctions séparément analytiques sur Cg et
sur Cop.

Alors f est une fonction analytique sur Cq.

PREUVE. Procédons par récurrence sur la dimension s.
Pour s = 1, le Théoréme découle du fait que les fonctions séparément
analytiques sont les fonctions analytiques.
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Supposons donc le résultat acquis pour la dimension s — 1, et considé-
rons Cz{I') une sous-polycouronne fermée de Cg.
Par hypothése de récurrence, f est telle que:

(1) pour tout x; € (Cg);, X;— f(x;, x7) est une fonction analytique
sur Gj,

(2) pour tout xje (Cg)i, ®;—f(x;, x7) est une fonction analytique
sur G.

Montrons que f est bornée sur la polycouronne Cz(I'). Pour I' =
= [I [r/,R/],onnote I' = [I {r/, R/} ensemble fini (de cardinal

1sis<s 1<iss

2°) des points extrémaux de I'. Pour chacun des u e 6I', on choisit ¢, € @
un point générique sur Q de rayon u.

Donnons-nous x = (x;, xi) € Cy(I; X I}) et posons r = |x|. On a sans
aucune hypothése

|f@y, x1) [ < sup |f(@, x{)].
xie Ca({Ii})

X, étant fixé par la propriété (1) et ([Rb], 2.12), on a
sup |f(@y, xD) | = |fa, |-

xie (G

De plus, la fonction r{— |f,, |,; atteint son maximum pour rj € 611 par log-
convexité ([Rb], 2.7), si bien que

|f Gy, %) | < max {|f,, [u}.
ujedli
Or, par construction de ¢,, 'élément (£,); = (&, ..., t) est un point

générique sur Q de rayon uj. Par ([Rb], 2.11 et 2.12), on en déduit
que

|f(xl’(tu)i)| = lf:cl Iui,
si bien que
6)) |fleey, x7) | < Jf’%’z‘,{ £y, (8)7)] } = max { |fin (@) [ }-
Si on applique (2) et ([Rb], 2.12) & chacune des fonctions (qui sont en
nombre fini) f ), pour u €dl', on trouve

[fen (@) | < sup S (@) | = |fez -

21 € Cauy)

De plus, par (1), chaque fonction 7, —|fy,; |-, atteint son maximum pour
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redl] et
@ [fie (@) | < max {|fig5; | } -
uledll

En regroupant (3) et (4), on trouve finalement que |f(2;, x7) | est majoré
par une constante finie M = maglc{ |feewr |}
ue

Les hypothéses de la proposition précédente sont donc remplies, et f
est une fonction analytique sur Cg. Comme f induit une fonction de C; &
valeurs dans 2, le Lemme 1 s’applique et f est une fonction analytique
sur Cg. Ceci termine la démonstration. =

1.2. Propriété de Robba et majoration explicite.

Soit €= C(I) une polycouronne sur un corps p-adique algébrique-
ment clos fixé Q.

Pour t e Cet re (R% )’ notons @,,, la £2-algébre des fonctions analy-
tiques sur le polydisque ouvert D(¢, r~) := G([0, r[) centré en ¢ de ra-
yon r. Tant que r < |¢|, ce polydisque reste toujours contenu dans C, si
bien que Cle est une sous-algebre de ;.

Le module des £2-dérivations Der (Q./£2) sur (. est engendré par
les dérivations suivant chaque variable x;, notées J,,, (1 <i<s).

DEFINITIONS. Pour I un Ae-module libre de rang fini, on appelle
connexion sur J une application Q-linéaire V de Der (Ae/S2) dans
End o(IN) telle que

Vo eDer(Qe/R), Vfe e, YVac M,  V(3)(fa) =fV(3)a)+ 3(f)a
Une connexion sur I est dite intégrable si de plus
Vo, 9" eDer(Ae /), V([9,9']) =[V(3), V(d')]

on [, -] désigne le crochet de Lie.

Un module libre de rang fini & connexion intégrable sur C (appelé en-
core, par abus de langage, module différentiel sur C) est la donnée d'un
Aemodule I libre de rang m =1 muni d’une connexion intégrable V.

Pour I et N deux modules différentiels libres de rang fini sur C et
C' avec C ¢ G on mote Homg (I, N') U'espace des morphismes horizon-
taux de I dans N. On appelle alors espace des solutions locales de I
en t de rayon r, le Q-espace vectoriel de dimension inférieure a m,
Hom‘b (m; a‘t, r)-

On dit que I a la propriété de Robba sur C si pour tout t € G lespa-
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ce des solutions locales de I en t de rayon |t| est de dimension maxi-
male égale a m.

Sauf mention contraire, tous les modules différentiels considérés
dans cet article seront des modules libres de rang fini & connexion
intégrable.

La propriété de Robba est invariante par restriction & toute sous-po-
lycouronne de G, et par extension de corps valué algébriquement clos 2’
de Q. Ceci permet de définir plus généralement la propriété de Robba
sur Cx, K désignant un corps p-adique quelconque, en plongeant K dans
£ algébriquement clos. Rappelons quelques notations et résultats préli-
minaires sur les solutions locales de JI.

Etant donné (e) une base de JI, on note G, ,€ M,,(0,) la matrice re-
présentant V(3,,) dans la base (e). On notera G = (G, ..., Gs,), et on di-
ra que G représente I dans la base (e). On vérifie qu'une base fonda-
mentale de I'espace des solutions locales de I en ¢ est donnée par les m
colonnes de la matrice & coefficients fonctions analytiques au voisinage
de t

G, (¢t
Yok, x)= 2 ®

aeN® Ol

(x - t)a’

avec les notations suivantes. On pose G, .. o) = I, €t G, se calcule par
récurrence & partir des G, & l'aide de la formule

Ga+di = a:ciGu + GaG6i7

dans laquelle le symbole J; correspond a 'élément (0, ..., 1;, ..., 0) de
N®, et par la notation multi-indicielle, a! désigne [] a;!.
i=1
Les conditions d’intégrabilité pour la connexion imposent

Vi,j, [8;—Gs, 8, —Gs51=0,
c’est-a-dire encore que
Vi,j,  05Gs;+ Gs,Gs, = 0,,Gs, + G, G, .

Ceci permet d’affirmer que G, est indépendant du choix de la décomposi-
tion de a suivant les J; dans la formule de récurrence.

Montrons quelques propriétés plus précises sur la solution matriciel-
le Yg dans le cas ot IN a la propriété de Robba.
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PROPOSITION 1. Supposons que N a la propriété de Robba sur G et
soit (e) une base de I représentée par G.

Alors pour tout =e G lo matrice Yg(t,.) est a coefficients fonc-
tions analytiques sur le polydisque ouvert D(t, |t| ™), et vérifie:

1) pour tout te C avec x et y dans D(t, |E|™), on a
Ye(t, y) =Ye(x, y) Ye(t, x);

2) pour tout t € C, la matrice Yg(t, .) est analytiquement inversi-
ble sur D(t, |t| ™). De plus, pour xeD(t, |t|7), on a

Yo, x) =Ye(x, t);
3) pour tout te C avec x dans D(t, |t|7), on a
|det Ye(t,x)| =1.

PREUVE. Par la propriété de Robba, Y (£, x) = 2 (Gg(t) Jo)(x —
aeN®

— t)* est une série matricielle uniformément convergente sur tout sous-po-
lydisque fermé D(t, p*) de D(¢, |t| ). Par ([Rb], 2.15), les coefficients
de Yg(t, .) sont alors des fonctions analytiques sur D(¢, |¢| 7).

D’autre part, pour x e C fixé, on montre de méme que les coefficients
de Yg (-, x) sont des fonctions analytiques dans D(t, |t| ™), et que pour
tout ie (1, s), si =€ C,

8, Ye(t, x) = —Yg(t, x) Gy (8).

SiteCet xeD(t, |t| ™), nécessairement |x| = |£|, si bien que xe C.
Pour yeD(t, [t|7), on a alors yeD(x, |x|”), et Yg(x, y) est définie.
Pour y et t fixés comme ci-dessus, et pour tout ie(1, s), on a

0y Ye(x, ) Yg(t, x) =
== YG(x, y) Géi(x) YG(ty x) + YG(x7 y) Gdi(x) Yg(t, x) =0 ,

si bien que Yg(x, y) Yg(E, x) est une matrice indépendante de x. L’as-
sertion 1) est une conséquence de ce fait pour x =¢.

L’assertion 2) se déduit de 1) en prenant y =t¢.

Pour 3), on remarque que det Y¢ (£, .) est une fonction analytique in-
versible sur D(¢, |¢|~) par 2). La fonction det Y¢ (¢, .) est done sans zé-
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ros dans D(t, |t]|~), et s’exprime sous la forme

det Yg(t, x) = 2 a.(t)(x —t)°.
aeN?

On a, par conséquent, pour x tel que |x —¢| =r< ||,

| det Yg (£, x) | = | det Yg(¢, .) | le—t]=r = mal%g{ |ag(t)|r*}.

D’autre part, la Proposition 2.20 et le Corollaire 2.13 de [Rb] imposent
que dans I'expression maN’x{ |a(t) [r*}, le maximum est atteint en un

unique indice indépendant de r < |£|.
En particulier, pour r = (0, ..., 0), on trouve

|det Ye(#, ) | jx-t)=r= | det Ya(&, )| |x-¢)=0 = |a0(®) | =
= |det Yo(t, )| =1. m

Pour ie (1, s) et x;e &, on note I, la spécialisation de I en x;
comme étant le (c-module libre de rang fini I muni de la nouvelle con-
nexion V,, pour laquelle V,,(3,,)(e) = (G;,),(e) ou (Gs,),, est obtenu par
spécialisation en x; de G,.

Nous allons montrer que la propriété de Robba peut se vérifier sur
les modules obtenus par spécialisation.

PROPOSITION 2. I a la propriété de Robba sur C si et seulement si,
pour tout i€ (1, s) et pour tout x; € &, Iy, a la propriété de Robba sur C;.

PrEUVE. Fixons une base (e) de I représentée par G. La matrice
des solutions locales de I en t e C est alors donnée par Yq(¢, x), alors
que la matrice des solutions locales de JIT,, en t;e C; est donnée par

(Gél)a,(xi) t)
Y(Go )r(tif x;) = 2 —l(xl —t;)%i.
v a,eN ai!

Or

Ga i;ti
Yo (o, t), Gy ) = S, 2o o,

" ...(xi—ti)a’..,Oa’
aeN® o

G, ..., a,, ..., 00 (X35 ;)
= z (wi—ti)a’
a,eN ai!
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coincide avee Y(g, ), (¢, @;) car (Gs,)q; = Gy, ..., a;, ..., 0)- Par conséquent, si
I a la propriété de Robba, I, I'a également. Réciproquement, la for-
mule du 1) de la Proposition 1 précédente va nous permettre d’écrire la
matrice des solutions locales de I en t sous forme convergente

Ye(t, x) =Ye® Y, u®) ... Ye®, u?)

avec u¥=t, u®=x, et pour ie(1,s), ut V=%V ¢, differe de
u® = (%1, ;) par la seule i-iéme composante. En effet, il suffit de voir
que chaque terme de ce produit est une matrice a coefficients fonctions
analytiques sur D(¢, |t| ). Or,

. A G,.s. @4V ¢t)
YoV, u) =Yg, -, 7)= 2 Zedbi” 0

(x; — t)™
a;eN ai!

converge uniformément pour (v~ V), x;) € & x D(t;, u;") avee G une po-
lycouronne fermée dans G; et u; <7;. En particulier, Yg(u®~2, u®) est
une fonction analytique sur tout sous-polydisque fermé D(¢, n*) de
D(t, |t| 7). Par recollement ([Rb], 2.15), les coefficients de la matrice
Yq(t, .) donnée par le produit ci-dessus, sont alors des fonctions analyti-
ques sur D(, |t| ), et la matrice Y (£, x) coincide bien avec la solution
matricielle formelle. =

Nous utiliserons d’autre part une version & plusieurs variables d’'un
théoréme de majoration explicite (généralisation de [DR2]), dont la dém-
onstration, comme nous l'a fait remarquer Baldassarri, se raméne & la di-
mension 1 par un argument de ligne générique adapté au cas d’une
polycouronne.

THEOREME. Soit N un Ae-module libre de rang m & connexion in-
tégrable ayant la propriété de Robba sur une polycouronne fermée C(I).
Soit (e) une base de I et G sa représentation.

Alors, pour tout rel, il existe wune constante K,=
= max {||G,|,r*} eR" telle que

" lale(0, m—1)

G,
YaeN?, “ —
a!

r*<sK, |a|™ 1,
.

PREUVE. Pour r el fixé, considérons ¢, e (2)° un point générique sur
Q de rayon r. On définit I, le (¢, ,-module libre de rang fini I muni de
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la nouvelle connexion pour laquelle

v ( i ) () =G (2)(e)
dz

G(r)(z) = E ti(r) Géi(t'rz),
i=1
et correspondant sur les solutions locales au changement de variables
t{”z = x; pour une nouvelle variable z € (G.)g ((BC], 5.4).
Dans une base (e) de I et de I, correspondante, les représenta-
tions G et G™ sont liées par la relation ([BC], 5.4)

8

G (z) == 2 tNGs (k7).

i=1

On montre alors ([BC], 5.4.3), par récurrence sur n e N, que

G’I(Lr)(z) _ 2 o Ga(t,.Z)

n! |la| =n al

oy

On évalue alors pour tout p = u,r avec u, e R, tel que u, <1 et en utili-
sant le fait que ¢, est un point générique sur 2 de rayon r ([BC],

5.4.8),
Uy = Irr}ax[ u;‘r“] = lrr}ax[ u“] .
1 ol =n r al=n r

Par conséquent, on a avec la Proposition 1,

G

o!

G

o!

G
n!

o |

(r)

Vu, <1, lim

n— + o

Uy =0,
1

n!

et les solutions locales de . en 0 convergent dans D(0, 17). On peut
alors appliquer le théoréme de majoration effective de [DR2] en dimen-
sion 1.

On trouve

Gy
” n!

U = (r) = *

od K= max G |a|e%‘?‘3‘n_1>{||G“||" } par (2).

<K |a|™ 1,
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En reprenant 'identité (2) pour u, =1, on trouve

(r)
Gu o | _ G|u|
— LA Gl | Brae
.

Gy
a'l |a|!

w'<K |am"l. =
1

r*s max
r la'| =|a|

2. Exposants d’'un module différentiel de Robba.

Ce chapitre est consacré a la définition et & 'étude d’un certain inva-
riant €xp®(IN) d’'un module différentiel IN ayant la propriété de Robba
sur une polycouronne C,. La construction de ces invariants se fait natu-
rellement lorsque £ est algébriquement clos, et lorsque Cq est une poly-
couronne fermée. Toutefois, & I'aide des propriétés de Exp®(IN), on se
raméne en toute généralité au cas précédent pour définir Exp®(IMN) sur
une polycouronne Cx et un corps de base K quelconques.

Au § 2.1, nous suivons le méme cheminement de démonstration que
Dwork pour la dimension 1, afin de montrer I'existence d’'un élément A
de (Z')’, appelé exposant 3 plusieurs variables, et d’'une suite de matri-
ces (S;,) analytiques sur C vérifiant avec A certaines propriétés d’appro-
ximation des solutions globales de I sur C. Dans notre cas, la définition
de Dwork s’avérera plus maniable a plusieurs variables que la définition
initiale donnée par Christol et Mebkhout. On reléve d’autre part que la
définition de Dwork permet de traiter le cas d’'un corps p-adique algébri-
quement clos queleonque, ce qui sera fondamental lorsqu’on voudra ap-
pliquer I'analogue ultramétrique du théoréme de Hartogs au chapitre 3.

Au § 2.2, nous définissons I'ensemble HC(IN) des éléments A vérifiant
les propriéts du § 2.1. Nous montrons, griace & deux lemmes élémentaires
sur des fonctions convexes de plusieurs variables réelles généralisant
([Dw], Chap. 1), que (M) est un invariant de M qui est inclus dans
une certaine classe d’équivalence faible notée Exp®(IN). Les matrices
approximantes S;, ne correspondent & des matrices de changement de
base que pour  suffisamment grand (et non pour tout z comme dans
[CMII]). Cette propriété asymptotique nous suffit alors pour en déduire
qu'un élément 4 € I} (M) se spécialise en un I'élément constant A;e
€ H4(IM,,) pour tout choix de x; € &. On en déduit la notion d’exposants
suivant la i-iéme direction.

Au § 2.3, nous définissons la condition Différences Non-Liouville sur
€xp®(IM) en imposant la condition (DNL) dans chaque direction i. Nous
remarquons que cette condition (DNL) est automatiquement vérifiée par
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les modules différentiels ayant la propriété de Robba et ayant une struc-
ture de Frobenius.

2.1. Existence d’'un exposant

On fixe dans tout le chapitre 2, 2 un corps p-adique algébriquement
clos. Notons (2}, I'ensemble des s-uplets de matrices m X m diagonales a
éléments dans Z,, et pour & € N, I'}, le sous-ensemble de Q° constitué des
s-uplets d’éléments de I'j,, groupe multiplicatif cyclique des racines p”-
iémes de P'unité.

Pour xe G, Lerl, et Ae (3, on emploiera les conventions suivan-
tes:

z;x= (Clxli LERE] Csxs)’

gh=cf.. Lo,
g 0
avec (4=
0 g

Notre point de départ est une généralisation & plusieurs variables
d’un résultat de Dwork ([Dw], cor. 3.2) qui nous a évité d’aborder le pro-
bléme ouvert de la définition et de 'existence d’une structure de Frobe-
nius faible, au sens de Christol-Dwork ([CD], th. 5.4), & plusieurs
variables.

THEOREME. Soit I un module libre de rang m & connexion inté-
grable ayant la propriété de Robba sur une polycouronne fermée C(I).
Soit G représentant N dans une base (e).

Alors, il existe un élément A = (A4, ..., A;) de @, pour lequel on
peut trouver une suite (Sy),en avec Sye M, (Ae) vérifiant les condi-
tions:

1) Vxe G VYLelj,

tAS,(x) = S, (8x) Ye(x, &x)

2) il existe une constante réelle K indépendante de h telle
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que pour tout h dans N,

log |Sylle < K
8) VheN, Voel’, |detS;|,=1.

La démonstration du Théoréme va suivre le méme enchainement d’i-
dées que celle de [Dw] et va requérir notre attention dans toute la partie
2.1.

Ainsi, nous allons construire explicitement une suite (S;) vérifiant les
conditions 1), 2), et 3) du Théoréme grice a un analogue p-adique a plu-
sieurs variables de la transformée de Fourier.

Etant donnéx e G, L eI}, et B € 3}, on considére la matrice 4 coeffi-
cients séries formelles

1
Ry, p(x) = — 2 4B Y(x, Lr).
P~ terj

On remarque en premier lieu que R, p(x) = R, pw(x), ot B® est la
réduction de B modulo p”* sur toutes ses composantes. Pour voir les pro-
priétés que vérifie la série matricielle formelle R, g, nous avons besoin
de quelques résultats préliminaires.

LEMME 1. Soit leN et (el Alors |E—1|<u avec u<1 et en
particulier |G| = 1. De plus, on peut prendre u tel que

—  <Kp'
log(1/w)

avec K, une constante réelle indépendante de L.

PREUVE. On note A =& —1. Par ((DGS], 1.9.3), on a

1-1

1
|l| = |'7t|p =p (l_p)pl—l <1 .

On a donc égalité dans Iinégalité ultramétrique |{| <max{|{-
—1], |1]}, et ainsi |§]| =1.
On trouve, d’autre part, pour u = ||,
1 (-np'!
log (1 /u) log p

s1{117l,

pour K; = (p—1)/(plogp). =
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PROPOSITION 1. Soit u <1 tel que pour tout T eI} et pour tout
i=1,...,s,0nait |{;—1|=<u,
Alors Yg(x, Tx) est une matrice & coefficients dans Qe et il existe
une constante K, telle que:

1 m-—1
Y \K —_— .
[Ye(x, tx)|le< 2( log(l/,u))

PREUVE. Pour rel, le Théoréme de majoration explicite 1.2 donne

G,
“ (x) u(c 1)41 <Kr|a|m—llu|ll|

o!
avec

K= max (el
Ainsi

Gutx) ,
p € - e =sup[ u(x)xu(c_l)a ]SK@|(1|"“1#|“|
el r

avec

Ke: —sup(K)—sup{al nax {IIG )| r“}}e]R+,

rel redl

par log-convexité des fonctions rHHGa(x)H,r pour chaque |a|e
e(0, m—1). Comme <1 et | |lim la|™ 1ul®l =0, la série
o

Ye(x, ox) = > ——~ ( ) o

aeN?

€~

converge uniformément sur C(I), si bien que Yg(x, &x) e M, (Ae).
On en déduit que
J

< K@(_u)m_llu(m—l)/log(l/y)
log (1 /u)

G
B -1y

[Ye e, to)le < sup[

aeN*®

1 m-—1
<Ke(m -1 ml(_—) ,
N =Ty
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ce qui donne la majoration uniforme de la Proposition 1 pour K, =
=Ke(m—-1""1 =m

Nous pouvons dés maintenant vérifier que R, g, qui est dans M,,(A¢)
par la Proposition précédente, satisfait aux conditions 1) et 2) du Théore-
me, et cela méme sans faire d’hypothése supplémentaire sur B.

La Proposition précédente associée au Lemme 1 donne

Ve (x, Go)lle < Ko(Kyp")™ ! < Kgp™ =D,
et done
IRy, plle < Ksp™—1*o"
qui est bien la condition 2) du Théoréme 2.1.

D’autre part, on a, griace au 1) de la Proposition 1, pour tout L e I'},
et tout xe G

p"E Ry, p(x) = ;'Zrz(cl ) Ye(x, T'x)

I

> uBYe(x, tux)

u=yglery,

2 uBYq(tx, tux) Ye(x, tx)

uerlj,

= PSth, B(&x) Ye(x, Tx).

R, p vérifie donc bien la condition 1) du Théoreme 2.1.

Reste & voir désormais que, pour un bon choix de B, 3) sera vérifié.
Ce choix va se faire par récurrence sur k grice a une formule qui va re-
lier R), pw et Ry, pa+v, ce qui nous permettra de choisir B**? en fonc-
tion de B™.

PROPOSITION 2. (Formule du déterminant); On a la formule sui-
vante

det (Ry, qw(x))= 2 det (Ry,q, g0+0(x))

AR+D s g()
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ou la somme est prise sur Uensemble des éléments A®+Y

AWM aprés réduction modulo p”.

qui domnent

La démonstration de cette proposition requiert quelques lemmes.

LEMME 2. Soit he N. On note 0 () - @) le symbole de Kronecker as-
socié o deux éléments a et b dans U * pour un anneau . Pour A et B
dans (;,(Zy), on note A, - g la matrice diagonale m X m a éléments
dans {0, 1} telle que (A4-p)); = O 14y = B,

a) On considére B € G%,(Z,), et B¥ = (B{", ..., B{?) Uélément de
(Dfn(Z/phZ) correspondant. On a alors:

B _ ,sh
CZH‘C =p™ Ap® = (0.1,, ..., 0-I)]-
€

b) Soit {el. On note £ U'ensemble des s-uplets de matrices
m X m diagonales de la forme L = (I, I,,,, ..., l;I,,) avec lieZ/p"Z. Ona
alors:

L h
i %MC =p™ow=q,.., nin
€

PREUVE. On rappelle que pour chaque h, I'} est un groupe multipli-
catif cyclique d’ordre p” — 1.
Par définition,

DRI 0

SeE= 3=

telt Lerl},

0 ghln . gBm
> LB
el

Or, pour tout je (1, m),

S = (3 ).

Cel 1<iss\{, el
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On est donc ramené au cas s =1, pour lequel on a:

S &i=Tr(X*"-1)=0 si BP=0,
S B = ] el
tiely ' >1 =ph sinon .
Ciely
En effectuant le produit sur ¢ pour j fixé, on en déduit que

Bé") oj ’ ’ ’

1<iss\§;el, pSh sinon .

La partie a) du Lemme 2 s'en déduit par définition de Agw—(o.1,,, ..., 0.1,,)1-
Dans b), on part de {e '} fixé. On a alors

S E= S g

Leg® (s oo, ) € (ZIp*Z)®

L l
=( 2 Cf...;‘;)lm.

(b, ..r b)) e (Ziph 2y
Or,

! A
S th.th= H( p) ;gz).

(y, ..., k) e (Zip*Zy 1<iss\ezphz

On est donc ramené au cas s =1, pour lequel on a:

S E=Tr(X*"-1)=0 sig;=1,

) Eely
Z C€J= h .
LeZipZ 2 1=p sinon.
fiely

En effectuant le produit sur i, on en déduit b).

LEMME 3. (Formule d’inversion de Fourier a l'ordre h). Pour tout
Cerls5, on a Uégalité suivante entre fonctions analytiques sur e

Ye(x,50) = 2 GRy 1(x).
Leg®

PrREUVE. Si on note

Fix)= 2 %Ry 4,
Le£®
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on trouve en remplacant R, , par sa définition et en utilisant le Lemme 2
précédent,

1
P = 3 cL(7 S ¢t Y, C’x))
Legh P yers

-2 2(( > (;t'—l)L)YG(x, @x))

p™ er\\Leew

1
— 2 ("o -glnYex, T'x)
p* ¢ery

= YG(x7 ;\7)

PREUVE DE LA PROPOSITION 2. Pour chaque {el'}cl% .., on ap-
plique la formule d’inversion de Fourier (Lemme 3) & l'ordre 2+ 1 &
Y (x, Tx) dans la formule

PRy, g (x) = ;Erf_w Ye(x, &x).
On a ainsi

PSth,N): Z(C_A(h)( > cLRh+1,L))

;Erﬂ LEJ.‘?('”I)
— L-A") p
Leﬂ“”(;ertc ) bk
D’apres le Lemme 2,
D gL—A"”z sh A ®
h DAL = 4%
Les éléments L = (L, I, ..., l,I,,) € £**V pour lesquels (A - 4m)); est

non nulle sont ceux qui vérifie, pour tout 3, ; = A" dans Z /p"Z. Comme
l; parcourt Z/p"*'7Z, il s'agit des ;= A + p"(T;); pour (T); parcou-
rant (0, p — 1) pour chaque i, et pour j fixé. Pour j=1, ..., m, on en dé-
duit, respectivement, la forme de la 1-ére ligne & la m-iéme ligne de la
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matrice p** R, qm:

h (1)
(T <§o: Wp PR AU + T s o LA + 1M 1)
i€, p-

p‘gh Rh, A =

sh p(m)
. (EO: WP R4 i + BompP o, . (AN + T )
imeV,p—

D’autre part, si on note
A¥L+l) =AM +phT,
on a pour tout 1 Sv<sm,
R, 1, (ap® + (T 0M Ly o (AP + (T, 1) = BEY 1, a0 -

Par multilinéarité du déterminant, on en déduit bien la formule du dé-
terminant annoncée. ®

PREUVE DU THEOREME 2.1.. Nous sommes maintenant en mesure de
montrer I'existence d'un élément A et d’une suite (S;) qui lui sera asso-
ciée vérifiant les conditions 1), 2) et 3) du Théoréme. Le candidat pour la
suite (S,) est R, 4, pour lequel il ne nous reste plus & voir qu'avec un bon
choix de A, R, 4 vérifie la condition 3) du Théoréme.

Pour f= Zla,x’, on pose Res._o(f):=ay. L’application &:f—

le
— Res, _o(f) est une forme linéaire sur . qui est telle que
|Res,~o(f)| := |ag | < max |a |r' = |f],.

Par conséquent, il nous suffit de trouver A telle que
|Resx=0det (Rh,A(x))I =1.

Si on note, pour ke N, 7, p= det B), p, on a par la formule du détermi-
nant et par linéarité de &, 'égalité suivante dans 2

1) Res,— o7y, gw(X) = X Rese_ o741, pa+n(x).
B+ gt

Pour k=0, nous avons nécessairement A® =01, x ... x0I,, pour
lequel

Res, =07, a0(x) =1,
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si bien que
|Res, 79, a0(x) | =1.

Supposons que 'on ait construit A® avec |Res,_ o7, 4» | = 1. Si on
applique alors la formule (1) & A™, le fait que |.| soit une norme ultra-
métrique sur £ nous dit que nécessairement 'un des B** 1 > A® est tel
que

|Resy—o7h+1, B0+ | = |Resg_ o7y, 4 | 21

On choisit done A**!) parmi de tels éléments B**1, On a donc déter-
miné par récurrence sur h les réductions successives A d’un élément
A e (@, qui vérifie avec S, = R, 4 les hypotheses 1), 2) et 3) du Théo-
réme 21. =

2.2. Premiéres propriétés des exposants et indépendance par spéciali-
sation.

Si on fixe (e) une base de I, et G sa représentation, on note H°(G)
I’ensemble non-vide des éléments A € (5, vérifiant les conditions 1), 2) et
3) pour une suite (S).

Afin d’obtenir des propriétés pour 'ensemble IH€(G), nous établis-
sons quelques lemmes généraux.

LEMME 1. (Minoration uniforme). Soit g une fonction analytique
sur une polycouronne fermée C(I). Supposons qu’il existe des constan-
tes M' et M telles que log|lglle <M et quen un certain pelI®, on ait
log |g]|q=ZM".

Alors il existe une constante Tt =1(0, I) > 0 telle que

vrel’, log|g|,=2(1+0M' —M.

PREUVE. On remarque en premier lieu, que M' <M du fait méme
que |g]o <|lglle- On note £:=logIcR’, n=1logre £ et n,=log ge £ .

Pour ne £\{n,}, on considére y(n) le point d’intersection entre la
demi-droite [n, n,) et la frontiére 3.2 de £. On a alors n,eln, Y(n)L, si
bien que l'on peut poser

Ne=xMn+A-x(n)y(n) avec x(n)el0, 1[,
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ou encore
n=>0+%m)ny—in) y(m) pour #(n) =x(n~'-1>0.

On sait d’autre part ([Rb], 2.7) que ¢,: n =logr—> log |g|, est une fonc-
tion convexe sur £. Ainsi, on en déduit que

¢g(nq) $X('I) ¢y('|) + (1 —X('I))q)g(Y('l)) ’

ou encore
p,(m) = (1 +7(m)) @, () — () ¢, (y(n))
=1+ Hn))M' - i) M
=M —-iq)M-M') avee M—M'=0.

Cette derniére inégalité est encore valable en 1, si on pose 7(n,) = 0. Il
suffit donc de montrer que 7 est majorée sur £ par une constante 7.
Or, on a l'expression de 7(n) sous la forme

ni— (‘19)1'

Vel T = —_—
e s (Mg)i — (Y(m));

dont on déduit la continuité de 7 sur le compact C.
On pose donc 7= sup? e R¥, et le Lemme 1 est démontré. =
£

Nous obtenons a partir de ce Lemme une condition nécessaire et suf-
fisante d’appartenance & H°(G) qui s’avérera plus maniable.

LeEMME 2. Soit A un élément de O,

Alors A e }E(Q) si et seulement s’il existe une suite (S,),n OVEC
Sy e M,,(Ae) vérifiant les conditions 1) et 2) du Théoréme 2.1 avec de
plus la condition

8') oel’, 3hyeN, 3K’ <0, tels que Vi = hy,
log |det Sy|q=K'h.
PREUVE. La condition 3') étant plus faible que la condition 3), il suf-

fit de traiter la condition suffisante.
Supposons par conséquent que A et (S;) vérifient 1), 2) et 3’). On
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cherche & construire une suite (S,) qui vérifie vis-a-vis de A les condi-
tions 1), 2) et 3) du Théoreme 2.1.
Prenons Sy =1,,, et pour £ >0, S, =41,S; avec 1, 2 tel que

) VheN*, Kg,h<log|i|< Ke,+ 1)k,

pour K. , > 0 constante indépendante de & & préciser ultérieurement (4,
existe nécessairement par densité de |£2| dans R,).

Sans condition supplémentaire sur K¢ ,, les conditions 1) et 2) du
Théoréme 2.1 sont alors vérifiées avec une nouvelle constante K =
=Kgot+1+K. ~

Notons g;, := det Sy, et g;, := det S, = A7'g;,. Pour tout 2 € N, la condi-
tion 2) et (1) imposent comme majoration

2) log (| lle < [m(Ke o+ 1)+ K] k.
Pour & = hy, la condition 3') et (1) imposent comme minoration
3 log | gy |e=[mKe o+ K'1h=[mKeu+K']h,

avec 0 <u <1 arbitraire.
Pour 0 < h < hy, on a d’autre part

4) log|§h|9>mK@,Qh+0<i}bl£h0{log|gh|e} =z [mKe qu+K'1h,

a condition que
(5,) mKe(1-u)>K' et (mKeo(1—u)—K')hy> — ojzlfm{IOg'ghl o} -
Sous la condition (5,), et pour tout & e N*, la fonction g, vérifie donc, par

(3) et (4), les hypothéses du Lemme de minoration uniforme précédent.
On en déduit que Vrel’, Vh e N*,

log |gn|,Z (1 +D)[mKe qu+ K'1h—t[m(Ke,+1)+K]h,
log |gn |, = [A+ D) u—1ImKe o+ (1+7) K’ +1(m + K).

On choisit done ue <1 suffisamment proche de 1 pour que (1+
+ 1) Ug o — T > 0. Pour ce uc, o fixé, on prend alors K , vérifiant (5ue, e) etla
condition

[(I+D)u—1]mKe = —(1+17)K' —t(m+ K).

La minoration (6) donne alors la condition 3) du Théoréme 2.1 pour & e
e N*. Dans le cas o 2 = 0, la condition 3) est encore vérifiée, car Sy = I,,,.
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Ainsi, la condition 3) est vérifiée pour tout heN, et Ae H°(G). =

Nous allons vérifier & partir de ce Lemme 2 que 'ensemble 3(°(G) ne
dépend pas, en fait, du choix du représentant G.

Si (e) est une base de I représentée par G, et si (f) CASest une base
de I représentée par G, on a les relations suivantes, pour H =
= Mat ((e),(f)) e GL,,(Ae):

G =Gy :=(Gs )y - (Gs )
avee (Gs, ) = (6,H)H '+ HGs;,H .

PRroPOSITION 1. Soit I un module libre de rang m & connexion in-
tégrable ayant la propriété de Robba sur une polycouronne fermée C(I),
et soit (e) une base de I

Alors Uensemble IC°(G) ne dépend pas de la représentation G de IN
dans (e), et sera noté ICC(IM).

PREUVE. Donnons-nous une autre base (f) de .
Prenons te C et xe D(¢, || 7). La solution matricielle locale du sys-
téme linéaire aux dérivées partielles

(3, Y(t, x) = Gy(x) Y(t, x)

8, Y(t, x) = G,(x) Y(t, x)
Y, t) =1,

est donnée par
Ya(t, x) = H(x) Yg(t, x) H@E)™ L.
On a donc pour tout xe Cet Lel,

@ Yg(x, tx) = H(Ex) Yg(x, tx) H(x)™'.

N

Si on considére (S,) associée & un élément A e H(G), on pose
Th(x) = Sh(x) H(x)_l.

En vue de la relation (1), (T},) vérifie bien la condition 1) du Théoréme
2.1 . La condition 2) est également vérifiée pour une nouvelle constante
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K' =K+ ||H ~!|l¢, choisie de telle sorte que
VheN, log|Tille<K' h=Kh+|H k.

Par le Lemme 2 précédent, il suffit alors de vérifier une condition du ty-
pe 3'). Or, on a pour tout heN* et pour un certain @I’ donné
préalablement,

log |det T}, |, =log |det S, |, —log |det H|,= — log |det H|, = K'h,
si K' = min (0, —log | det H|,). Par conséquent, 3°(G) ¢ (@), et Vin-

clusion inverse s’obtient en permutant les réles de (e) et (f). =

Pour obtenir des propriétés plus fines sur I'ensemble IC€(IN), nous al-
lons utiliser une généralisation & plusieurs variables d’'un lemme de zé-
ros ([Dw], 1.2), qui nous servira sous la forme du Lemme 4.

LEMME 3. Soit g une fonction analytique sur ume polycouronne
fermée C(I). On suppose que g vérifie les conditions suivantes:

1) 11 existe pe N*° tel que pour tout r' el,
{ |z| =71 - {Vl <i<s, 3Ju;valeurs distinctes de z; telles que
9(z) =0
2) il existe une constante M telle que log |lglle < M;

|2/ | =7 et g(z1, ..., 2i—1, 2, Zit1y ooy 25) =0

3) pour tout gel’, on a log |g|,=0;

Alors, pour toute sous-polycouronne fermée C' = CI') de C(I) (donc
avec I' cI?), il existe une constante Ko e (R% ) telle que

M
— <K, (Mie(l,s)) = Vze(l, g)=#0.

1

En particulier, g est inversible sur C' dans ce cas.

PREUVE. Traitons pour commencer le cas d’une polycirconférence de
la forme C({@}) pour g € I’. Pour une telle sous-polycouronne, nous al-
lons montrer que la constante K, est donnée explicitement par la
formule

1) K = ((log &)_1— (1ogﬁ)_l)_l
0 4

8
ou I=[I[r, R;1.
i=1
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Notons L,(g) I'ensemble des indices !’ € Z° en lesquels le maximum

dans l'expression |g|, := 1lnai>§{ |g:|@'} est atteint. Par ([Rb], 2.20), il

nous suffit de montrer que si la condition

(2) K < Ki, [

Hi

est vérifiée, 'ensemble L,(g) est réduit & un singleton.

Pour ¢ ¢ v(22°), g ne peut avoir de zéro dans C({@}) sans méme faire
d’hypothése. Supposons par conséquent que g € v(22°).

Procédons par récurrence sur l'entier s.

Dimension s =1.

On rappelle qu’en dimension 1 ([CR], 5.4.9), le nombre des zéros,
comptés avec leur multiplicité, se trouvant dans C({o}), vaut exacte-
ment

d*log |g|,—d " log |g],,

ol d*log |g|, et d log |g|, désignent respectivement la dérivée a
droite et la dérivée & gauche en log ¢ de la fonction log r~> log |g|,.
Il nous suffit donc de voir que sous la condition (2), d *log |g|,=
=d " log |g|,-

Raisonnons par I'absurde. Par I'hypothése 1), d*log |g|,#
#d " log |g|, entraine

®3) d*log |g|,—d " log |g|,=u.

D’une part, on majore d *log |g|, par la plus grande pente possible du
polygone de valuation passant par le point M, = (log o, log |g|,) qui
est

log |g|z—loglgl, _ ., M-0_
log R —log o log (R/e)

D’autre part, on minore d ~log |g|, par la plus petite pente possible du
polygone de valuation

_0-M
log (o/r)
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On a done p* —p~ =MK ™!, et la condition (1) donne
d*log |g|,—d log |g|l,SMK '<u,
ce qui contredit bien (3).

DIMENSION s=2. Pour initier un raisonnement par récurrence sur
P'entier s, nous utiliserons, comme dans ([Rb], 2.20), la spécialisation de g
en un point adéquat.

Reprenons la technique de démonstration de ([Rb], 2.20). Comme Q
est algébriquement clos, son corps des restes est infini, si bien qu'’il exi-
ste t; € 2 tel que |t;| =0, et

196 @2, -5 %) | gz, ..., 000 = 190>

ou I'on a posé g, (3, ..., ;) = g(t;, %3, ..., ;). On remarque alors que g,
vérifie les trois conditions du Lemme au rang s — 1.

Par hypothése de récurrence, L,,, . ,,)(9;) est donc réduit 4 un sin-
gleton dés que la condition (2) est remplie pour 2 <i<s, et pour les
constantes K; , données explicitement en (1) et indépendantes de la
dimension s — 1. Par conséquent, on a

V(@z, ... %) € Gy, 0y |95, (@5 ..., ) | = |9y, |(gz, R

Prenons donc maintenant #;=(t,,...,%) un point quelconque de
Clos, ..., 0,)» €L NOtoONs

9 (1) =92y, ty, ..., L)

g>; vérifie les hypothéses 1) et 2) du Lemme 3 pour la couronne C({o; }).
D’autre part,

1921 1oy S 1910 =194 les, o0 = 195 @D | = (95 | < {95 |-

Par conséquent, g,; vérifie également la condition 3) du Lemme 3.
En appliquant aux fonctions g;; le résultat pour s =1 avec la constan-
te (indépendante de ¢;)

-1 -1\ -1
o= ([ 52) = (e ) )
01 b}

on voit que si M /u; < K, ,, quel que soit x, € G, g;;(a;) # 0. Ceci achéve
la démonstration par récurrence sur s lorsque C' est une polycirconfé-
rence de la forme C({e}).

Dans le cas général d’une sous-polycouronne fermée C(I') de C (done
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avec I' cI), on considére

K, o=inf K, .
1, C ocl 1, @

Par compacité de I' et par continuité de 'application @ > K; , surI', K;
est strictement positif. Pour ce choix de K; ¢, le Lemme est alors consé-
quence du cas de la polycirconférence C({g}), appliqué pour tout g eI’ c
¢I’. Comme la fonction g ne s’annule pas sur €, elle y est inversible en
tant qu'élément de de par ([Rb], 81). =

LEMME 4. Soit C' une sous-polycouronne fermée de C, A € IC(IM),
et (S,) une suite d’éléments de M,,(Ae) vérifiant pour A les conditions
1), 2) et 3) du Théoréme 2.1.

Alors il existe hye N tel que pour h = hy,

Sh € GLm(a@') .

PREUVE. Vérifions que quelque soit 2 e N, g, := det S;, satisfait, gra-
ce aux conditions 1), 2) et 3) du Théoréme 2.1, les hypothéses 1), 2) et 3)
du Lemme 3 précédent avec p= (p*, ..., p*) et M = Kh.

En effet, c’est direct pour les conditions 2) et 3). D’autre part,
si on prend le déterminant des deux membres de la condition 1)
du Théoréme 2.1, on trouve que: Vxe G, Vie I,

[T £214%0,(x) = g4 (Gx) det Yo(x, o);
i=1

Par le Lemme 2.1.1 et le 3) de la Proposition 1.2.1, on a

s Sy,

i
si bien que Vxe G, Vge I},
[9r() | = [gn(BX) | -

Ainsi, si z est un zéro de g, tel que |z| =r', pour chaque entier
1 entre 1 et s, 'ensemble

{C(i)zlc(i)= (17 T Ci’ 1,.., I)EF“;&}

correspond & p" zéros dinstinets de g,. D’autre part, |¢¥ | =(1, ..., 1)
d’aprés le Lemme 2.1.1, si bien que |[§”z|=r". On a donc vérifié

=1 et |detYG(x,§’C)|=1,
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précisément que la condition 3) du Lemme 3 est satisfaite pour la
valeur particuliére de p telle que u;=p".

Donnons-nous une sous-polycouronne fermée C' de C. Etant donné
que

lim (—h—)=0,

h— + o ph

on peut trouver effectivement un rang h, (dépendant de fagon essentielle
de @) tel que

M K .
— = — < min K, ;.
h p 1<i<s

=
=5

En appliquant le Lemme 3 en dimension s & g, on en déduit que pour
h = hy, g, est inversible sur €, si bien que S,eGL,,(de). ®

Nous sommes maintenant en mesure de montrer une propriété im-
portante de 'ensemble ICC(IMN) qui va étre 2 la base de la définition de I'en-
semble des exposants. Cela nécessite pour commencer de donner quel-
ques définitions généralisant des définitions de dimension 1 ([CMII],
44.1) et ((Dw], 4.3).

DEFINITIONS. Pour aeZ, et heN, on note
a® =1’ unique représentant de a™ dans ZN]1-p" /2, p"/2].

Plus généralement pour A € 0%, et h dans N, on définit A composante
par composante.

Soient A et B dans (;,. On dit que A et B sont faiblement équiva-
lents si pour tout heN, il existe une permutation o, de l'ensemble
(1, m) telle que:

Vi, Y, Yh,  |@A");— B, | = = Oh).

On remarque que si A et B sont faiblement équivalents, A; et B; sont
faiblement équivalents au sens de la dimension 1 pour chaque i. De plus,
la condition ci-dessus est asymptotique. I1 suffit done de la vérifier pour
h suffisamment grand.

Cette définition est alors motivée par le théoréme d’'unicité dans
I (IM) suivant dont la démonstration va consister 4 reprendre les idées
de la dimension 1 ([Dw], 4.4).
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THEOREME 1. Si A et B sont dans 3C(IN), alors A et B sont faible-
ment équivalents.

PrEUVE. Considérons (S;) et (T},) deux suites associées respective-
ment 3 A et B par le Théoréme 2.1. Etant donnée une sous-polycouronne
fermée €' de G, on peut trouver par le Lemme 4 un rang h, & partir du-
quel det T}, soit inversible dans €. Pour & = kg, la matrice T, est donc in-
versible sur @'. On définit alors @, =S, 7T .

On vérifie dans ce cas que (Q) satisfait les conditions 2) et 3’) du
Lemme 2. Par contre, @, satisfait & une nouvelle équation fonctionnelle
différente de 1), et qui est

VxeC,VEel}, §AQ,(x) =@, (tx)tP.
D’autre part, la condition 3') pour @), signifie que, pour % suffisamment
grand, et gel’,

log | > € II @), oti) o= Kih
sjsm

0e®,

|. |, étant une valeur absolue ultramétrique, au moins I'un des termes
de cette somme est de valeur absolue supérieure ou égale a K;h. Par
conséquent, il existe une permutation ¢, pour laquelle

V)] 108'[ IT 1@, ouii) le ]>K1

1<sjsm

La condition 2) du Lemme 2 donne quant & elle une majoration de la
forme

log [(@r)), 04 | S 108'||(Qh)j, Uh(j)lle' < Kph

de chacun des termes dans (2). Par (2), on en déduit une minoration de
chacuns des termes de (2) sous la forme

) log|(@n)j, o1 |0 = Ksh

D’apres le Lemme 2, quitte a effectuer une homothétie sur chacune des
m suites (@)}, 0,(j) tout en gardant la propriété 2) et 'équation (1), on
peut supposer que pour tout j, et pour tout @ € I'°, (3) peut étre remplacé
par

@ log |(@r)j, o4y [¢ =0 -

Si on se donne alors une nouvelle sous-polycouronne fermée C” de C’, on
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peut trouver a nouveau (Lemme 4) un rang a partir duquel toutes les
fonctions (Qy);, +,¢;) sont inversibles. Par ([Rb], prop. 2.20), on sait que
dans chacune des expressions de |(Q)js,() | o, l& maximum est atteint en
un unique indice v; , € Z° indépendant de g C".

Par les inégalités (2) et (3), on sait donc que

B Kzh<log|(@Qn), o, |¢=10g]ay, ,| + Agl(vi)j, wlog o< Kz b,
valable pour tout @ dans une polycourone C"= C(I") de la forme
Ien| — '].-__.[l[ri”7 Rln]

avec 7 <R/. Si on soustrait les inégalités (5) obtenues pour @ =

=@, ...,7r, ..., ) et les inégalités (5) obtenues pour o=

=/,..., R/, ..., 7)), on trouve
—|Ks— Ky |h < (v;);, 1, (logR/ — logr) < |Ks— K; |,
qui donne pour chaque 7 les inégalités
Ky ih< ()< K; ih.
Pour K, = minLIK_;i, et Ky = maﬁzll'{:i, on a pour tout i, j et A,
(6) Kih< (v); < Ksh,

alors que par (1), on a pour tout j et h, pour tout x e C", et pour tout
tel},

EY(@1)j, 0n()X®) = (Q1);, 5,y (EX) B,

Si on décompose (Q4);, »,(j) sous forme de série de Laurent X ¢;x'surI',
leZ?
on trouve par unicité du développement en série de Laurent sur C”

([Rb], 2.13)
VCEF'}L, Z;Afa,=?;l+8"h‘f)a,.

On a done ;=0 des quil existe un entier ¢ tel que I; + (B;)s,j#
#(A)); [p"]. En particulier, comme v;,» est un indice vérifiant a, ,#0,on
trouve finalement que pour tout ¢

©) (V)i n= (A — (Bi)ah(j)[ph]-
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En comparant alors (7) avec (6), on obtient
|AP); — By, iy | +0 < max(|Ky|, |Ks|)R=0(h). m

Le Théoréme 1 va motiver la définition suivante pour I'ensemble des
exposants.

DEFINITION. On appelle ensemble des exposants de I sur la poly-
couronne C, noté €xp®(IM), la classe d’équivalence faible dans 0%,(Z,)
d'un élément quelconque A e ICE(M).

Par le théoréme précédent, €xp®(IMN) ne dépend effectivement pas du
choix de Uélément A e HC(M).

Nous allons montrer maintenant que I'ensemble des exposants est in-
variant par spécialisation suivant une direction donnée sous la forme
suivante.

THEOREME. 2. Soit I un module différentiel libre de rang m
ayant la propriété de Robba sur une polycouronne fermée Cq,. Prenons
Ae M), ie(l, s) et x;e CUY).

Alors A;e XE(IN,,), et plus précisément si (S,) est associde a A,
((Sh)y,) est associde a A; sur C.

En particulier, Uensemble des exposants E€xp%(IN,,) est indépen-
dant du chotx de x;, correspond & une classe d’équivalence faible notée
Expf(IM) et sera appelé ensemble des exposants suivant la i-iéme
variable.

PREUVE. Soit (S;,) une suite associée 3 A € I(Q), vérifiant les con-
ditions 1), 2) et 8) du Théoréme 2.1. Il s’agit alors de trouver une suite
(T) d’éléments de M,,(Cle,) associée a A;, et vérifiant les conditions 1), 9
et 3) pour le module I, obtenu par spécialisation de I en x;.

Choisissons, comme indiqué dans le Théoreme, T, (x;) = S;(x;, x;) =
= (8))y,(x;) qui est bien dans M,,(de,). La condition 1) pour £, =...=
=Ci-1=8is1=...= Ly =1 donne alors précisément la condition 1), alors
que la condition 2) donne 2) avec K = K. La principale difficulté de la
démonstration est de montrer que la minoration 3) se comporte bien par
spécialisation.

Donnons-nous 7; € I, et pour r; = |x; |, notons r := (7;, r;) élément de
I’. Si on pose g, := det Sy, on sait par hypothése que |gj, |, = 1. Or, par le
Lemme 4 précédent, g, est inversible dans C({r}) pour % = h,, si bien
que par ([Rb], 2.20), on trouve |gx(., x;) |, = |gx |, = 1. (T},) vérifie donc
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la condition 3') du Lemme 2, ce qui permet de conclure sur le fait que
A;e H4N,). Par définition, I'ensemble Exp(IN,,) coincide avec la
classe d’équivalence faible dans @;,(Z,) de A; indépendant du choix de
x;. Cxp%(IN,,) est donc constant comme indiqué dans DIénoncé du
Théoréme. =

Nous allons détailler quelques autres propriétés d’invariances de
Exp©(IM) qui vont nous permettre de donner une définition cohérente de
Exp®(IM) sur une polycouronne et un corps de base quelconques.

PROPOSITION 2. Soit I un module libre de rang m & connexion in-
tégrable ayant la propriété de Robba sur une polycouronne fermée
CoI). Alors Uensemble des exposants €xp®(IMN) de I sur C est inva-
riant par restriction d une sous-polycouronne fermée C' de C, et par
toute extension de corps valué algébriquement clos Q' de .

PREUVE. On définit T’ & partir de I par extension du corps de base
£ a Q' sans changer la connexion. Il s’agit d'un module libre de rang m a
connexion intégrable ayant la propriété de Robba sur Cg.. Par définition
de Exp®(IM), il suffit alors de montrer que Exp®(IM') N Exp®(IM) con-
tient un élément 4, ce qui se vérifie immédiatement sur les conditions 1),
2) et 3) du Théoréme 2.1 pour S, = Rj, 4.

Si €’ est une sous-polycouronne fermée de C, on note cette fois-ci M’
le module I dans lequel les éléments de (@ sont vu comme des éléments
de @¢ . Il suffit alors de montrer que Exp®(IMN) c Exp® (M) ce qui se vé-
rifie immédiatement sur les conditions 1), 2) et 8) du Théoréme 2.1. ®

Pour I un module libre de rang m & connexion intégrable ayant la
propriété de Robba sur une polycouronne quelconque Cx avec K un corps
p-adique quelconque, on définit Exp®(IN) & partir de Exp® (I ¢,) pour
le choix d’une extension algébriquement close 2 de K, et d’une sous-po-
lycouronne fermée C, de Co,.

Par la Proposition précédente, 'ensemble €xp®(IN) est indépendant
de ces choix.

REMARQUES. e On ignore si, en toute généralité, les ensembles
HEM) et Exp®(IM) coincident. Comme on le verra au paragraphe swi-
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vant, si on impose la condition (DNL) & €xp®(IN), on peut en revanche
répondre & cette question par l'affirmative. On rencontrera le méme ge-
nre de probléme au § 3.2 avec des ensembles I et €.

o La donnée, pour tout i e (1, s), des ensembles €xpf (IMN) ne suffit
pas en général pour reconstituer Exp®(IM). En effet, si A e Exp®(IMN), il
n’Y a aucune raison a priori pour que, par exemple, l'élément A' =
= ((A1)s,(j), (Az)j, ..., (A4,);) soit dans Exp®(IM) pour o, une permutation
non triviale de m éléments. Ceci correspond au fait que 4 et B peuvent
ne pas étre faiblement équivalents tandis que pour chaque %, 4; et B; le
sont.

2.3. Propriétés remarquables pour les exposants.

On donne dans ce paragraphe quelques définitions et résultats sur
des propriétés remarquables des exposants en dimension s qui sont des
généralisations plus ou moins directes du cas de la dimension 1.

DEFINITIONS. o Pour Ae @, on dit que A a la propriété (DNE)
(Différences Non-Entiéres), st

Vi et Vk<l, (Al)k_ (Az)l¢Z*

On dit que A € 35, a la propriété (DNL) (Différences Non-Liouville), si
chacune de ces composantes A; a la propriété (DNL) en dimension 1
([CMII], 4.3), i.e.

Viet VE<l, (A)—A)e¢L,

pour £ l'ensemble des nombres de Liouville (on dit aussi que (A;), —
- (4;); a la propriété (NL)).

Les propriétés (DNE) et (DNL) peuvent se vérifier composante par
composante et se voient, pour chaque composante i, sur l'ensemble des
classes (sams temir compte des multiplicités) {(A;), ..., (A;)s} €
e(Z, |Z).

e On dit que €xp®(IN) a la propriété (DNL) s’il existe un élément
A € Exp® (M) ayant la propriété (DNL). Nous allons voir dans la Pro-
position 1 que cela ne dépend pas du choix de A. En vue de cela, nous
introduisons sur le modéle de la dimension 1 ((Dw], 4.4.9) une nouvelle
relation d’équivalence sur (%,.

o Nous aurons besoin également de définir une nouvelle relation
d’équivalence sur G%,: on dit que A et B dans 03, sont fortement équiva-



Structure fuchsienne pour des modules différentiels ete. 195

lents, s’il existe une permutation o de lU'ensemble (1, m) telle que
Vi, vy, (Ai)j_ (Bi)o(j)EZ-

On remarque immédiatement que si A et B sont fortement équivalents,
ils sont faiblement équivalents. Nous allons voir dans la proposition
suivante que la réciproque de ce résultat a liew dans le cas o A ou B a
la propriété (DNL).

PROPOSITION 1. Supposons que Exp®(M) a la propriété (DNL).

Alors Exp®(IMN) coincide avec une classe d’équivalence forte. En par-
ticulier, €xp®(IM) est égal a ICC(M) dont tous les éléments ont la pro-
priété (DNL), et il existe toujours un élément dans ICC(IMN) ayant si-
multanément les propriétés (DNE) et (DNL).

PREUVE. Soit A un élément de Exp©(IMN) ayant la propriété (DNL),
et B faiblement équivalent 4 A. Pour 1 fixé, on trouve dans la démonstra-
tion de ’analogue de la Proposition 1 pour la dimension 1 ([Dw], th. 5.2)
le fait suivant: si o, , est une permutation telle que

® | @A), = B,y |+ = OCh),

et si A; a la propriété (DNL), il existe un rang hy a partir duquel les per-
mutations o; ; sont égales & une méme permutation ¢; pour laquelle

v, (4; )j - (Bi)o,-(j) e”Z.

Or, comme A et B sont faiblement équivalents, il existe une suite de per-
mutations (0,), indépendante de ¢, telle o, , = 0, vérifie toujours (1).
Comme A a la propriété (DNL), chaque composante A; a encore cette
propriété, et on en déduit que pour & suffisamment grand, o, est une
permutation constante o telle que

@) Vi, V5, (A)j— (ByjeZ.

A et B sont fortement équivalents par (2), et on a donc montré que
Exp®(IM) coincidait avec la classe d’équivalence forte de A.

Pour ce qui reste de la proposition, partons maintenant d’'un élément
A e (M) c €xp®(IM), et de B quelconque dans Exp®(IN). Par ce
qui précede, A et B sont fortement équivalents. En conséquence,
il existe Ce 0,(Z) telle que B=A+C. Il est alors immédiat de
vérifier comme en dimension 1 ([Dw], 4.1) que si (S,) est une suite
associée 4 A comme dans le Théoréme 2.1, (x¢S,) est associée &
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B=A+C. Ainsi B est élément de IC°(IN), et on a montré I'égalité
ICEIM) = Exp®(IM).

Comme on I'a déja remarqué, si A a la propriété (DNL), on vérifie
composante par composante que B =4 + C, pour Ce 0;,(Z), a la pro-
priété (DNL).

Enfin, si A n’a pas la propriété (DNE), il suffit d’ajouter C choisi de
facon adéquate pour que B = A + C e 3°(IN) ait simultanément les pro-
priétés (DNE) et (DNL). =

Soit K un corps p-adique valué non nécessairement algébriquement
clos. Un exemple important de modules différentiels ayant des exposants
avec la propriété (DNL) est donné par des modules différentiels sur le
bord d’un polydisque Dg(0, 17), et ayant une structure de Frobenius au
sens suivant (généralisation de ([CMII], 5.5.2)).

DEFINITIONS. On mote R (1) Uanneau des fonctions analytiques au
bord du polydisque Dg(0, 17), c’est-a-dire

Rx(1) = ggoacx(]l e 1)

On munit Kg(1) d'un morphisme de Frobenius
¢*: Rxg(1) — Rg(1)

> axt = D ax.

leZ? leZ?

Soit N un Rg(1)-module libre de rang m o connexion intégrable.
On dit que I a une structure de Frobenius s’il existe un isomorphisme
de modules a connexion pour lequel

¢* (M) = IN.

Comme pour la dimension 1 ((CMII], 5.5.2), on dit que n a la proprié-
té de Robba #'il existe ¢ > 0 tel que le module JIT, induit par IIC ait la pro-
priété de Robba sur C, = Cx(J1 — &, 1[*). On définit ensuite €xp(N) com-
me étant Exp®(IMN,) qui est alors indépendant du choix de & suffisam-
ment petit par la Proposition 2.2.2. On a la proposition suivante qui four-
nit un exemple important de module dont I'ensemble des exposants a au-
tomatiquement la propriété (DNL):
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PROPOSITION 2. Soit I un Rk (1)-module libre de rang m a conne-
xion intégrable ayant la propriété de Robba. Supposons que M a une
structure de Frobenius. .

Alors €xp(I0) ¢ 02,,(Z, N Q). En particulier, Cxp(N0) a la propriété
(DNL).

PREUVE. Soit ¢ tel que le modulejle induit par M ait la propriété de
Robba sur C,. Considérons A € IC%(IN,). Par la Proposition précédente,
il suffit de montrer que A e M (Z, N Q). En vue de cela, nous allons
montrer que pA := (pAy, ..., pA;) € H%(p* (fﬂ( )) pour C.=1(1— &)"?,
1[°c C,. On vérifie a l'aide de la Proposition 1.2.2 que ceci a un sens du
fait que ¢ * (:m ) a la propriété de Robba sur G;. Soit (S;) une suite asso-
ciée 2 A comme dans le Théoreme 2.1. La condition 1) de ce Théoréme
impose l'identité

(1) VheN, Viel}, VxeC, L4S,(x)=S,(tx) Yelx, tr),

ol G représente 5\& dans la base (e) qui était fixée.
Pour »' e N* ' el et x' e G, on applique (1) avec

h=h'—1 €N,
t=gr  ery,
x=x'P e C,.

On obtient

§PAS), _1(x) =8 1 (§Px'P) Ye(x'?, TPx'P),
qui peut s’écrire sous la forme
) CPAT, (x') =T (E'x") Yr(x', T'x"),

avec T (x') =8, -1 (x?) e M,,(A¢,) et Fs (x') = pxi”"lGal(x’p) par les
régles de dérivations d’une composée de fonctions. D’autre part, 'équa-
tion (2) est vérifiée pour h'=0 et Ty=1I,, car pour T'elj=
={1, .., H}LYr(x',C'x") =Yp(x', x') = I,,. Par définitionde ¢ * (:m ),
l’équation (2) correspond exactement a la condition 1) du Théoreme 2.1.
Les conditions 2) et 3) du Théoréme 2.1 pour la suite (S;) imposent,
quant a elles, les conditions 2) et 3) pour (7 ) par le fait que pour g une
fonction analytique |g(x'?) |, = |g(x') | Par conséquent, pA est un élé-
ment de I (¢ * (IM,)) comme annoncé. Comme I = ¢ *(IN), il existe un
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élément H € GL,,(Rx(1)) tel que
®) Vi, 8, H(x)=H(x)G,,(x) - pxf ' G, (x") H(x).

Choisissons ¢’ > 0 suffisamment petit pour que H € GL, (U, ). D’aprés
Péquation (8), pAeIH%(G)=IH%(IM,) alors que Ae a¢c (M) C
€ 9C% (IM,). On en déduit par le Théoréme 2.2.1 dans I (IN,) que A et
pA sont faiblement équivalents. Ainsi, chacune des composantes A; et
pA; sont faiblement équivalentes, et on peut appliquer le résultat corres-
pondant & la dimension 1 ([CMII], prop. 5.5.3) qui est valable sans hypo-
théses sur le corps de base. Pour tout i, A; est élément de ®@,,(Z, N Q) ce
qui veut dire que A appartient & ;,(Z,NQ) et qui achéve notre
démonstration. =

3. Structure fuchsienne d’un module différentiel de Robba.

Ce troisieme et dernier chapitre consiste & démontrer que sur un
corps p-adique quelconque, tout module différentiel I ayant la proprié-
té de Robba sur une polycouronne ouverte, et soumis 4 la condition
(DNL) pour ses exposants, se réduit & une forme normale de Fuchs que
nous définissons précisément.

Au § 3.1, nous établissons, & I'aide de la suite d’approximants (S,,) as-
sociée & un exposant A bien choisi, un passage a la limite & plusieurs va-
riables, avec une légére condition sur le corps de base K. Nous utilisons
le résultat dans le cas d’une variable traité dans [Dw], et 'analogue ul-
tramétrique du théoréme de Hartogs démontré au § 1.1.

Au § 3.2, nous donnons deux définitions équivalentes de la notion de
structure fuchsienne sur une polycouronne ouverte. Par le passage a la
limite précédent, la restriction & C° d’'un module différentiel IN libre de
rang m sur une polycouronne fermée Cx ayant la propriété de Robba, et
dont 'ensemble des exposants Exp®(IN) a la propriété (DNL), admet
une structure fuchsienne sur C% = ¢ sous la forme de la premiére défini-
tion. On montre ensuite grice a la deuxiéme définition, plus intrinséque,
comment supprimer toute hypothése sur K.

3.1. Passage a la limite.

Soit K un corps p-adique et £ une extension de corps valué algébri-
quement clos de K. Pour J1T un module sur une polycouronne Cg, on no-
tera encore JI le module sur C, obtenu par extension des scalaires de K
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a Q. On rappelle que par la Proposition 2.2.2, 'ensemble des exposants
Exp©(IM) ne dépend pas du choix de Q2. On note C° la polycouronne ou-
verte correspondant & C(I°) ou I° désigne lintérieur de I.

Nous utiliserons de facon essentielle le passage a la limite effectué
dans [Dw] en dimension 1 sous une forme trés précise dont nous allons
donner ici I’énoncé.

ProrosiTIiON 1 ([Dw], lem. 7.2). Soit £ un corps p-adique algébri-
quement clos, et soit I un module différentiel libre de rang m sur une
couronne (de dimension 1) fermée Cq, ayant la propriété de Robba. Co-
nsidérons (e) une base de NN représentée par G, A € HE(IM) ayant les
propriétés (DNE) et (DNL), et (S;,) une suite associée a A et (e).

Alors, 1l existe une suite (C;) de matrices constantes inversibles
dans Q telle que pour tout x dans C°,

C; Spi(x)

admet wune limite H(x) lorsque j tend wvers + o, avec He
EGLm(a@°)~ u

Nous allons généraliser cette proposition & la dimension supérieure
sous une forme légérement différente nous permettant d’effectuer une
récurrence sur la dimension s. Ce résultat nécessitera le théoréme d'in-
dépendance des exposants par spécialisation et le théoréme sur les fon-
ctions séparément analytiques.

PROPOSITION 2. Soit Q2 un corps p-adique algébriquement clos, et
soit M un module différentiel libre de rang m sur une polycouronne
fermée Cq, ayant la propriété de Robba. Considérons (e) une base de I
représentée par G, A e ICC(IM) ayant les propriétés (DNE) et (DNL), et
(S;,) une suite associée a A et (e).

Alors, pour tout z, x dans C°,

S, (2) Sp(x)

admet, lorsque j tend vers + o, une limite H(z,x)e 2 avec He
€ GLy (Aeox o).

PREUVE. Nous allons établir ce résultat par récurrence sur I'entier s.
Posons T;=S,i, et donnons-nous C"c €' c C aveec C' une sous-poly-
couronne fermée de @ (donc avec C' c C% et ©” une sous-polycouronne
ouverte de C' (done avee C"c C'). L’ensemble des polycouronnes C” dé-
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crites comme ci-dessus (pour ¢’ variable) coincide avec I'ensemble des
sous-polycouronnes ouvertes de C. Par recollement ([Rb], cor. 2.15), il
nous suffit donc de montrer que la conclusion de la Proposition 2 est va-
lable sur C” X C", pour la déduire sur C° x @°. On sait, d’autre part, par
le Lemme 2.24, que T;e GL,,(de) pour j = jo.

Cas s =1;
D’apreés la Proposition 1, la matrice
Ty ' (2) Tj(x) = T;"(2) G C; Tj(=)
admet bien une limite H(z, x) = H(z) ' H(x) e GL,,(A¢ x @) CGLyp (Aer x o).
Cas s =2;

On fixe 7 le choix d’'une coordonnée, z et x dans C' ¢ C° On pose alors
dans €, pour ke(l,s—i+1), u®=(zy, ..., %, i1, .00, Tp_1,
Zhy oy %) avee k'=k+i+1, et pour ke(s—i+2,s), u®=
= (W1, ey Lhr_ 1y Bry ovy Riy Lig1y -o-y Lg)aveck” =k + 1+ 1 — s. Lasuite
(u("))kem, s correspond a I'unique sulte de s + 1 éléments de €' telle que
u® =z u® =x, et pour 1 <k <s, u® differe de u* ~V suivant la seule j,-
ieme coordonnée pour

h=1+1, .., Je_i=8,0s—i+1=1, ..., 4s=1.
On notera, respectivement,
Uity ooy Ugy U1y oovy Uy
les éléments de
CorDy s CL CY, .., CY,
tels que
u = @41, %i41), -, uCT0 = (0, ),
uC Y= (v, xy), ..., u® = (v;, ;).
On peut alors décomposer, pour j = jo, T;'(z) T;(x) sous la forme
V) 7@ T =T @) T 77 @) Tw®) .. 17w ) Ta®),
qui coincide avec la forme suivante:

Tjoiar@int) Doy @i1) +- T @0 Tj (0 Tl (0) Ty @0) ... Tyl T (@)
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Par la Théoreme 2.2.2 d’indépendance de l'exposant par spécialisation
suivant chaque coordonnée, on en déduit que

Tj, vi+1(xi+1)7 R ] Tj, vs(xs)’ Tj, v,(xl)y teey Tj, vl(xi)
sont des suites respectivement associées aux exposants
Ai+1’~~~’Asv Al)""Ai

qui ont tous simultanément les propriétés (DNE) et (DNL). Done, par
hypothése de récurrence, les suites

Tj,—vl,ﬂ(zi+l) T', vi+1(wi+1)’ ] vs(z ) T vs(xs)7

] vl(zl) T7 vl(xl), . ],v,(z) ( )

convergent, si bien que leur produit admet une limite H;(z, x).

D’autre part, par le choix de (u*), la variable «; n’intervient que dans
u®. Par conséquent, pour k # s, la limite de 7,7 (u*~?) T;(u™®) est indé-
pendante de «;, alors que par hypothése de récurrence,

T @) T;®) = Tj75,(2) Tj, o, (@)

)

admet une matrice limite dans GL,,(C¢) suivant la variable x; e C.

On en déduit donc que H;(z, x) est dans GL,, (0 ) suivant la variable
xX; € ('3,’ .

Par (1), H;(z, x) ne dépend pas de i, et on peut permuter le role de x;
et z; par la formule H(z, x) = H ~!(x, z) obtenue par passage 2 la limite.
Par restriction & ©”, il s’agit done d’une matrice H définie sur C" X C" et
dont tous les coefficients sont des fonctions analytiques suivant chacune
des variables z; et x; séparément sur la polycouronne ouverte C” x C" de
dimension 2s.

Cette construction est valable quel que soit le corps de base 2 tant
qu'il s’agit d’un corps p-adique algébriquement clos, et redonne par res-
triction la méme matrice H par unicité de la limite. Si on fixe done 2 un
corps de base algébriquement clos, on note alors £ une extension de
corps valué de £ qui soit sphériquement close et algébriquement close
(par ([VRo], chap. IV), il suffit de prendre la cléture sphérique de L), et
par le Lemme 1.1.2, @ une extension s-générique de 9.

On peut donc appliquer le Théoréme 1. 1 pour en déduire que H e
€ GL,,(Aerx o), €t par recollement, H e GL,,(Jeox c0). W

Supposons dorénavant dans ce paragraphe que K soit un corps p-
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adique tel que C% soit non-vide, et fixons un élément z € C%. Nous allons
exploiter la Proposition 2 & I'aide de la suite particuliére (R, 4) construi-
te au § 2.1, et pour laquelle la limite H correspondante sera fonction ana-
lytique & coefficients dans K au lieu de £ a priori. On vérifie ensuite,
comme pour la dimension 1 ((Dw], thm. 7.1), que H(z, .) satisfait & un
certain systeme d’équations aux dérivées partielles de la dimension 1
([Dw], thm. 7.1).

REMARQUE. On me dispose a priori de l'unicité du développement
en série de Laurent d'une fonction g sur Cx # @, développable en série
de Laurent sur Cg, qu’a condition que K soit algébriquement clos ([Rb],
2.13). Toutefois, dans certains des cas qui vont suivre, on part dun élé-
ment f que Uon sait étre dans Cle, pour des raisons intrinséques et on
construit une fonction g coincidant avec la fonction associée a f sur Cqy
pour Kc Q algébriquement clos. On en déduit alors tout de méme que
Uégalité f=g a liew dans Qe,.

PropoSITION 3. Soit K un corps p-adique, Cx une polycouronne
fermée telle que C¥ soit non-vide, et soit I un module différentiel libre
de rang m sur G ayant la propriété de Robba. Considérons (e) une base
de I représentée par G, A e Exp®(IMN) ayant les propriétés (DNE) et
(DNL), et (Ry, 4) la suite associde a A et (e) du §2.1.

Alors, on a les résultats suivants:

1) Ry, 4€M,(A¢,), et pour tout z, x dans Ck,
R,;i'4(2) Ry, 4(x)

admet, lorsque j tend vers + o, une limite H(z, x) qui est telle que
He GLm(a(‘Z?(x e?()-

2) Pour tout ie(1, s), et pour ze C% fixé, la matrice
(: G, (%) e,

est une matrice B = BY(z) indépendante de x.
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3) Ppm' ze CY% fixé, il existe une base de tﬁgonalisation commu-
ne des BY (pour i=1, ..., s) dans laquelle (A{?, ..., A\?) correspond
exactement a la partie diagonale de B®.

PREUVE. Notons £ une extension de corps valué de K qui soit algé-
briquement close. Remarquons dés a présent que, comme K est un corps
complet de caractéristique 0, K contient Q, et donc a fortiori Q et Z,.

Par la Proposition 2 précédente, et pour z,xe C%cCY,
Rp}yl 4(2) Ryi 4(x) admet une limite H(z, x) lorsque j tend vers + «, avec
HeGL (aegxeo ).

La sulte R, ',(2) R, 4(x) converge vers H(z, x) en tant que fonction
sur CY Par conséquent, (z, x) =R, L(2) R,i, 4(x) converge vers
(z,x) »—>H (z x) dans M,,(Aeo o). Par complétude de K, il suffit de voir
alors de fagon générale que R) 4 €M, (C¢,).

Or,

1 G
(DR, 4(x) = ;S—“Zric-f*mx,z;x): pofulinils (x) S A1)

aeN*® p terl},

Comme G, est dans M,,(A¢,), il en est de méme de x* G, (x) /p shal, et il
suffit de montrer que dans (1), et pour tout 4 € (@;,,

2 G- e My (K).
ter,

Ceci s’obtient, en développant (T — 1)“ comme conséquence du Lemme
2.1.2, qui donne, en effet, que siueZ, > t*estdans {0, p*} cQcK.

Ceci termine la partie 1) de la Proposmlor? 3.
Reste & montrer que pour z e C¥ fixé, H(z, .) vérifie un systéme d’é-
quations aux dérivées partielles du type de celui annoncé en 2).
Notons T =R, 4. On sait que pour tout x € C¥, pour tout je N et
pour tout Lel;,

EAT;(x) = T;(Gx) Ye(x, tx).
Pour z élément de C%, et j =7,
2 T, (2) QA T,(2) T M (2) T;(x) = T, (2) T;(Tx) Yg(x, Tx).

Comme T, '(z) T;(x) admet pour limite H(z, x), T;”'(z) Tj(tx) admet
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pour limite H(z, &x). Par lidentité (2), T,7'(z) t*Tj(z) admet pour
limite

) T(z, &, A) = H(z, &) Ye(x, tx) H 7} (z, x).

Effectuons le changement de base (e’) = H(z, x)(e) pour z fixé dans
C%. Si on note G(z, x) = G(x)z, ) 12 représentation de I dans (e’), on
trouve, en comparant (3) et la formule de changement de base vue en 2.2,
que pour tout xe Ck et el (5 =),

(4) T(Z, C, A) = Ya(z,x)(xy ;‘7) .

D’aprés la remarque précédente, (4) correspond en fait, pour z € C% fixé,
a une égalité dans M,,(Acy).
En appliquant alors J,, aux deux membres de (4), on a
0 =8;Gs,(z, Tx) Ya(x, tx) — Ya(x, &x) Gs,(z, x).

Si on pose dans M,,(Cley)
B9(z, x) =x;Gs,(z, x),
on en déduit que
®) B9z, tx) T(z, §, A) = T(z, §, A) BY(z, x).

Omettons momentanément l'indice i et la variable z, et montrons que
B(x) = B¥(z, x) est en fait une matrice indépendante de x.

La matrice B, en tant qu'élément de M,,(Clcy), s’écrit sous la
forme

B(x)= X B,

leZ?
et par l'identité (5), on a
(6) B[CIT(Z, Q,A)=T(Z, ;v A) Bl‘

On rappelle alors ([DGS], lem. II1.8.4) que les valeurs propres de
Papplication

¢U,V: T’—)TU—VT

sont les a; — B, pour {a;} et {#,} 'ensemble des valeurs propres respec-
tives de U et V. Dans notre cas, on sait que 7(z, ¢, A) est la limite de
T;"(z) ¢4 T;j(2). Les valeurs propres de T;"'(z) ¢4 T(z) sont indépendan-
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tes de j et sont celles de ¢ Par passage 2 la limite dans le polynéme ca-
ractéristique de T;7'(2) % T;(2), on en déduit que les valeurs propres de
T(z, ¢, A) sont encore celles de t*. De méme, les valeurs propres de
t'T(z, ¢, A) coincident avec celles de &' *4. Comme A a la propriété
(DNE), les matrices &' T(z, §, A) et T(z, ¢, A) ne peuvent avoir de valeur
propre commune pour tout § e I} et j suffisamment grand que sil=0.
Par conséquent, B; dans (6) ne peut étre un vecteur propre de
D1, ¢, 4), T, ¢, 4y done non nul, qu’a condition que = 0. On a donc mon-
tré que B;=0si l # 0, et par conséquent B(x) est une matrice indépen-
dante de x notée B (z). En appliquant ce résultat & chaque entier ie
e (1, s), on trouve bien la formule annoncée en 2).

Fixons toujours ze C%, et omettons & nouveau dans lécriture de
B®(z) la référence a z. Par les conditions d’intégrabilité, on sait que
pour tout (i, 7),

[B(i), B(j)] =0,

si bien que (B?), forme une famille de matrices permutables de M,,(K).
Par un résultat classique d’algebre linéaire (cf par ex. [Bou], Alg. chap 7,
§ 5), on en déduit I'existence d’une base commune de trigonalisation sur
une extension algébriquement close 2 de K. En reprenant l'identité (4)
lorsque K = £, on trouve que pour tout eIy,

G, (x)
a!

™ T(z, §, A) = Ya(x, tx) = 2,

aeN?

x*(E - 1),

ou G, s'obtient & l'aide de la formule de récurrence
éa+6z = a:cléu + Gaéd,a

avec G, = B® /x;. Par cette formule de récurrence, et le fait que B® et
B commutent, on obtient que

Ga BW B®
— = ( ) xl‘”l...( )xs"‘“,
a! a, a,

B (@)
ou (

)
) est la matrice définie par ( 0 ) =1, et

) )
(az’+1)(B 1)=(B(i)_ai1m)(B )

(11'+ a;

a;
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En reprenant I'identité (7), on en déduit que

B(l) B(s)
2( )( )<c1—1>a1...<cs—1>aa

aeN’\ O Qg

T(z, ¢, A)

I1{> (Bi)@i - 1)'“)

1$i$s(aieN a

IT a+g,-1)8°

1<i<s
=B,

Par conséquent, et pour tout § € I'};, les valeurs propres de T'(z, €, A), et
done celles de &4, coincident avec celles de t2. A une permutation o de
(1, m) prés, on en déduit que la composante diagonale de B® corres-
pond & (A%, ..., A%),). Quitte & choisir la base de trigonalisation des
(B™) en tenant compte de o, on peut supposer que o est I'identité. Les
valeurs propres des B® sont alors en fait dans Z,CK, et la trigonalisa-
tion commune a lieu dans M,, (K) ([Boul, Alg. chap 7, §5). Ceci termine la
démonstration de la partie 3) de la Proposition 3. =

3.2. Théoréme de structure fuchsienne.

Nous commencerons par donner deux définitions équivalentes de la
notion de structure fuchsienne sur une polycouronne ouverte. La pre-
miére définition s’énonce a l'aide d’une base, et s’obtiendra naturelle-
ment pour la retriction 3 C% non-vide de I ayant la propriété de Robba
par le passage 3 la limite du § 3.1. Pour descendre ce résultat 4 un corps
p-adique quelconque, c’est la deuxiéme définition, plus intrinséque, qui
sera la plus adaptée.

On débute par quelques lemmes qui nous servirons & plusieurs repri-
ses par la suite.

LEMME 1. Soit N un module différentiel libre de rang m sur une
polycouronne ouverte Cy, ayant la propriété de Robba. Supposons qu’il
existe une base de N dans laquelle V(x;3x;) est représenté soit par une
matrice constante de M,,(K), soit par une matrice triangulaire supé-
rieure de diagonale constante ayant la propriété (DNL).

Alors il existe une base (e) de N dans laquelle pour chaque indice 1,
V(;3,,) est représenté par une matrice constante B® e M., (K) triangu-
laire supérieure de diagonale A® e @,,(Z,).
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On mnote alors I My(Z,) Uensemble des éléments A=
=AW, ..., A®) correspondant & un ensemble de matrices triangulaires
supérieures constantes B assocides a un choix quelconque dune base (e).

PREUVE. Dans le premier cas, on part d'une base dans laquelle
V(x;9,,) est représenté par une matrice constante B®, Par les conditions
d’intégrabilité, ces matrices commutent entre elles. Sur une cléture algé-
brique 2 de K, il existe donc une base de N dans laquelle les matrices
B® gsont des matrices constantes triangulaires supérieures avec
AD, ..., AD) pour diagonale ([Boul, Alg. chap 7, § 5). Par la condition
de Robba, A" € Z, ((ChI], prop. 6.2.9), si bien que la trigonalisation com-
mune a lieu dans le corps de base K ([Boul], Alg. chap 7, §5). Dans le deu-
xiéme cas, V(x;9,,) est représenté par une matrice B®(x) de la forme

Al(i) *
B(i)(x) =
0 A

Nous allons montrer dans un premier temps que 'on peut supposer que
A ainsi défini a les propriétés (DNE) et (DNL). Quitte & effectuer une
permutation sur les vecteurs de la base, on peut supposer que A" =
=...=A{ # A’ pourj > k;. On utilise, en vue de cela, les transformations
de cisaillement suivantes, qui se déduisent du cas d’une variable ([Dw],
1I1.8.2 et 8.3): pour % fixé,

xihilki 0
Hi=
0 Im-—kZ

pour k;eZ et k; comme ci-dessus. H; transforme B(x) en B(x) avec:

e Suivant le i-ieme variable, on a
BY(x) =;8, H;H, '+ H;BYH™"

Al(i) ok

b, 0 '
= + . y
0 0
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qui est done triangulaire supérieure de diagonale constante égale &
(Al(i) + hi’ teey Alg,l) + hi’ AIE,Z?I-I) vy Ar(rz))v
e Suivant le j-iéme variable (j % 1), on a

BY(x) = 2;0, H;H; ' + H;BYH;™!

Al(i) EETS
b ot
= + .. ,
0 0
0 A

qui est donc triangulaire supérieure de diagonale constante égale &
(A ) ).

Dans un deuxiéme temps, nous allons montrer par récurrence sur le
rang m que le lemme est vérifié en partant de B(x) lorsque 'ensemble A
correspondant a les propriétés (DNE) et (DNL), et que de plus la partie
diagonale A est conservée par ce changement de base. Ceci achévera la
démonstration du lemme.

Pour m =1, il n’y a rien & montrer. Dans le cas général, on est rame-
né, en appliquant les hypothéses de récurrence au rang m — 1, & B ayant
la forme suivante: pour tout ¢,

(i) (i)
B(i)(x)=(A; ¢ (x))

p®
avec P® triangulaire supérieure constante de diagonale (A45?, ..., AY).
On cherche alors une matrice de changement de base de la forme
B (1 L(x))
0 I m-—1

apres lequel V(x;0,,) sera représenté par
A 1(i) D(i)
( 0 P“’)
avec D@ constante. Pour L = (L, ..., L,,_1) € A%~ quelconque, on a

) AP DP(x)
(%) _
B )y = ( 0 po
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avec D@ e A% ! vérifiant
@ xia:ciL +L(P(i) _Al(i)Im_l) =pDO_CcWO=.g®,
On veut réaliser cette relation avec D = Res, _,(C?”(x)) matrice cons-
tante de M,,(K), si bien que Res,_o(E“(x))=0.
En premier lieu, établissons la relation que I'on déduit des conditions

d’intégrablité de la connexion de N. Ces derniéres conditions imposent
la relation suivante dans M,,(A¢,)

%3, BY — ; aiju') =BWRBW _BWRW,
En identifiant chacun des blocs de ces matrices, on trouve que
@) [P(i),P(j)] =0,
2;8,,CY — %Cm =ADCW 4+ COPD _ ADCH — D PO,

On déduit de la deuxiéme égalité I'identité suivante sur les coefficients
des séries de Laurent de C® et C:

VieZ:, LGP —1LCH=APCY +CHPY—APCH - P,
si bien que
@ WleZ', COPV+4;-AP) ], ) =COPD+ (- AP I,_,).

La matrice P + (I, — A{Y) I,,_, est triangulaire supérieure avec pour
ensemble des valeurs propres {4/” —A{" + l;}s<j<m- Si [; est un entier
non nul, on déduit de la propriété (DNE) pour A ® le fait que P® + (I; —
— A®) I, _, estinversible dans M,, _ ; (K). D’autre part, 'il existe un autre
indice j tel que [; # 0. Par (2), les matrices (P? + (I, - A{") I,,_,) "' et
PP+ (l;—A?) I, 1) commutent, et par (3), on en déduit que

COPY+ Ul —AP) ) ' =CP PV + ((; A I, )7L

Par conséquent, on a montré que la matrice C?(P? + (I,— A{®)-
-I,,_1)7! est indépendante de i pour i tel que /; soit non nul.

En deuxiéme lieu, on remarque que le systéme d’équations (1) est
d’un type suffisamment simple pour déterminer formellement les coeffi-
cients du développement en série de Laurent de L: par (1), il suffit
d’avoir

@) Vi,VleZ' LLi+L(PY—-APL, ) =Ef.
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En effet, prenons L= 2 L,x' avec Ly=0, et pour leZ*\{0},

leZ?

L=EPPY+ 0 -A) I 1) = —CO PV + (- A) [,-1) 7!

avec 1 de telle sorte que [; # 0. Pour I = 0, (4) est bien vérifiée par le choix
de D® = Res, _o(C¥(x)). Pour I # 0, L, est indépendant du choix de i tel
que [;#0 par ce qui précéde, et pour un indice j quelconque, on
trouve

LL+ Li(PY - AP L, ) =Li(PY+ (- AP) I, 1) =
=—CPPY+ U =AM L, ) PP+ G- A Iy 1) -

Par (2), les matrices (P® + (l; - A{®) I, 1) ' et PP + (,; - A{") I, 1)
commutent, et par (3), on en déduit que

-CP P9+ (1 —-A) Im—l)_l(P(j) + ((; -ANI, 1)

== CPPY+ ;= A L )PP+ (= A" Iy 1)}

- CPY+ ;- AP) L - )PP+ (L, — AP) I, 1) 7!

=-CcV
= l(j)’
si bien que I’équation (4) est vérifiée.

Aprés 'avoir défini formellement, on va montrer que L est en fait
analytique sur la polycouronne ouverte Cx(I°) = Cx(I). Pour I; # 0, et en
utilisant le fait que |I;| <1, on trouve que
[feom (PY + (1, — AP) I, _, )|
|det (P®+ (,; - A) I, _,)|

PP+ @ -APY L, )Y =

Km,i
I1 |li+Aj(i)—A1(i)| ’

2<jsm

<

ou K, ; est une constante indépendante de /;. On en déduit que pour I =
#0, et pour 7 tel que [;#0,

Km, 1
II [L+AP-AP|"

2<j<sm

I || < e >
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Si on fixe reI°=1, on peut trouver 7 >0 tel que r— (3, ..., ) et r +
+(n,...,n) soient dans I. Pour ¢ tel que [;#0, on note ;=
=(0,...,7n, ..., 0) avec n en i-eme position. On a alors les deux majora-
tions suivantes qui sont indépendantes de tout choix de i, et qui sont va-
lables pour tout IeZ*\{0}:

. K, i ri |\
LI < min [||C|(r — n,)* x i : ( : ) ,
" l”'l (i]li =0} " ] "( "z) H |li+Aj(z)_Al(z)|
2<j<sm
K, ; o \¢
L |Ir < mln CA|\(r + ;) x A : ( : ) .
“ l” (i|l= “ ” L ] H |li+Aj(1)_A1(z)| Ti+77
sJsm

La premiere de ces majorations va nous servir lorsque ! aura une compo-

sante [; <0, et la deuxiéme lorsque ! aura une composante [; > 0. Pour

tout i e (1, s), C® est une fonction analytique sur C(I). Ainsi, pour & > 0
8

arbitrairement fixé, il existe un entier S; tel que si |I| :=i=21 L] =8,
IC N —m) < ICPllr = (o, ..., Y <&,

et un entier T; tel que si |I| =T
IC2 Nl + ) <|CPNer + (n, ..., MY <e.

A Taide des estimations classiques de |l; + A — A{” |, lorsque [;— +
+ o, et olt les nombres A/ — A{” sont, par hypotheése, Non-Liouville (cf
par ex. [DGS], VL1 et p. 209), on sait d’autre part qu’il existe des cons-
tantes K, ; et K, ; indépendantes de l;€Z telles que

Kﬁi T; h
Vl‘<:09 - - ( : ) 5;1("’
Z LA L+ AR AP A= "
s)sm
et
Kﬁ i Ti b
V>0, AN ( : ) <K,
' 2[I |+ AP - AP | \ri+y ™!
sJjsm

Par conséquent, si |I| = nax {Si, T;}, on a la majoration
S1s8

avec ¢’ > 0 pouvant étre choisi arbitrairement. On a donc montré que L
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est une fonction analytique sur C(I°) = C(I) comme annoncé. Finale-
ment, on a donc trouvé une matrice

1 L(x)
= € GL,(Ae)
m-1
telle que
) A(i) D(i)
Vi ’ B[(l 1= ( 1 . )
0 P(z)

soit une matrice constante tringulaire supérieure. Ceci établit que I'hy-
pothése de récurrence est vérifiée au rang m, et termine la démonstra-
tion du Lemme 1. =

LEMME 2. Dans les méme conditions que le Lemme précédent, si A
et A sont éléments de IG, alors A est fortement équivalent & A.

On note € la classe d’équivalence forte d'un élément A de IC. Alors €
est indépendant du choix de A, et s’il existe un élément de € ayant la
propriété (DNL), tous les éléments de € ont la propriété (DNL).

PREUVE. Choisissons (e) et (¢) deux bases dans lesquelles N est res-
pectivement représenté par B et B matrices constantes triangulaires su-
périeures ayant pour diagonales A et A. Soit H la matrice de passage de
(e) 4 (e). H vérifie ainsi, pour tout 7, I'identité

%;8,, H=BYH - HBY,

Quitte & changer H par H'"'HH" ou H' et H"” sont dans GL,,(£2) choi-
sies de facon adéquate (avec £ algébriquement clos contenant K), on
peut supposer que tous les B® et les B sont sous la forme

1) BO=A® L N® o BO=A® 4 NO
avec N@ et N® nilpotentes,
[A(i), N(i)] =0 et [A(i)’ﬁ(i)] =0.

En effet, pour cela, il suffit d'utiliser ((Bou], Alg. chap 7, § 5) et la décom-
position de 2™ suivant les sous-espaces caractéristiques.

Pour 7 fixé et H vu comme une fonction analytique en la variable «; &
coefficients dans le corps K; = Frac(dg, ,), on reprend sous une forme
particuliére un résultat de dimension 1 ([DGS], V.2.4). On se propose de
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montrer que dans les conditions ci-dessus, si Hy(x;) #0, alors A —
-AP eZ.
En effet, avec les mémes notations que dans ([DGS], V.2.4), la matri-
ce C(x;) = ;B H(x;) B vérifie 'équation
X; 8%. C=0.
Par conséquent C est une matrice constante en x;, et H =« @ Cx;~ B,
Comme B® et B sont la forme (1), on a donc

(@) @) _ NGO _FG)
H=af"N"Cp, ¥4
A AW
= (% ¢ i 5 Pkl(logxi))k,u

ol P; est un polynoéme & coefficients dans le corps des constantes en ;.
Comme H(x;) est élément de M,,(de,), on déduit de ([DGS], V.2.3) que
P, est un polynéme constant, et que

D= _ A®
H(x) =af Ca7 4
A

= (a4 Cedi,1-

En appliquant de nouveau ([DGS], V.2.3), on trouve bien que si Hy; est
une fonction analytique non nulle, A’ — A{ est un entier relatif.

Comme H e GL,,(A), il existe une permutation ¢ de 'ensemble & m
éléments telle que pour tout k e (1, m), Hy . est une fonction non nul-
le. Pour chaque variable x;, H} ,4 induit une fonction analytique non
nulle en x;. Par ce qui précede, on en déduit que

Vi, Vk, AP -AfeZ.

C’est-a-dire que A et A sont fortement équivalents. Le reste du Lemme
découle de cette propriété comme dans la Proposition 2.3.1. =

Par analogie avec ([CMII], déf. 6.2.3), nous définissons le module sui-
vant sur Cg, ayant la propriété de Robba par la Proposition 1.2.2.

DEFINITION Powr a= (aV, ..., a®®) e Z3, on note A%, ou encore A°
le Ae-module libre de rang 1 engendré par le symbole

e} o®

< X

a

X =
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et muni de la connexion naturelle pour laquelle

V(#:8,)(x%) = a,x°.

PROPOSITION. Soit I un module différentiel libre de rang m sur
une polycouronne ouverte Cg, ayant la propriété de Robba. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes:

1) I admet une base (e) dans laquelle V(x;3,,) est représenté par
une matrice constaute, et l'ensemble € correspondant a la propriété
(DNL);

2) I s'obtient par extensions successives de m modules a conne-
wion intégrable isomorphes & A, ..., A% pour A;= (ALY, ..., A1) e
eZiavecA =AY, ..., A®) et la classe d’équivalence forte €' de A a la
propriété (DNL);
Si lune de ces propriétés équivalentes est vérifiée par I, on dira
alors que I admet une structure fuchsienne sur Cg, et on notera
€xpf (M) Vensemble € = €',

PREUVE. Supposons que I soit inscrit dans une suite exacte
courte

0->L->IM—>P—0.

Par la Proposition 1.2.2 et le résultat correspondant en dimension 1
([CMII], th. 5.4.6, et [Dw], § 8), le fait que I ait la propriété de Robba
entraine que £ et & I'ont aussi.

2)=1)

Raisonnons par récurrence sur le rang m de IN. Par hypothese, I
s'inscrit dans une suite exacte courte

0->L->M—->P—0,

dans laquelle, par exemple, £ est isomorphe & @ pour 4, e Z3, et P est
un module de rang m — 1 que I'on obtient & partir de m — 1 modules res-
pectivement isomorphes & @%, ..., @4 avec 'élément A correspondant
(dans €’) ayant la propriété (DNL).

On en déduit que I'élément Ay = (A, ..., A4,,) a la propriété (DNL).
Par hypothése de récurrence, on peut alors trouver une base de I dans
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laquelle V(x;3,,) est représenté par une matrice de la forme

A(i) C(i)(x)
L Gs, = ( X ‘ )
0 B(z)

avec B® matrice constante dont ensemble &, correspondant coincide
avec la classe d’équivalence forte de (4,, ..., 4,,). Par le premier cas du
Lemme 1 précédent, on peut supposer que chaque B est constante
triangulaire supérieure a diagonale (}ig, s }im). Par le Lemme 2 précé-
dent, (4,, ..., 4,,) est dans la classe d’équivalence forte de (A,, ..., 4,,).
Par conséquent la partie diagonale (Al,le, ...,Zlm) de G a la propriété
(DNL), et on se retrouve dans le deuxiéme cas du Lemme 1. Les ensem-
bles € et €' sont tous deux la classe d’équivalence forte de A.

1) = 2)

Par le premier cas du Lemme 1 précédent, il existe une base (e) de I
dans laquelle V(x;3,,) est représenté par une matrice constante triangu-
laire supérieure

Al(i) *
B® =
0 Ay(,f)

avec A; = (AY, ..., A®) e 3 c € ayant la propriété (DNL). Si on note H
la matrice de passage de la base initiale & la base (e), on trouve alors que
la premiére colonne %, = 0 de H ~! est telle que , engendre un sous-mo-
dule différentiel non-trivial £ de I isomorphe & @4

Si m =1, on en déduit donc que I est isomorphe & @4, et la condi-
tion 2) est bien vérifiée.

Raisonnons par récurrence sur le rang m de J. De la forme triangu-
laire supérieure des B®, on déduit une suite exacte courte non-triviale

0->L->IM—->P—0,

dans laquelle £ est donc isomorphe & A%, et P vérifie les conditions de 1)
avec (A4g, ..., A,) e €4 qui a la propriété (DNL). 11 suffit alors d’appli-
quer 'hypotheése de récurrence pour obtenir la condition 2) au rang m, et
I'égalité entre € et €’ est alors immédiate. m
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Notre résultat de structure fuchsienne pour un module différentiel
de Robba, consiste en I'analogue suivant pour la dimension s du Corollai-
re 6.2.6 de [CMII].

THEOREME. Soit I un module libre de rang m & connexion inté-
grable sur une polycouronne fermée Cx, ayant la propriété de Robba.
Supposons que Exp®(M) a la propriété (DNL), et notons IMN° la restric-
tion de I & la polycouronne ouverte C%.

Alors I admet une structure fuchsienne sur C%, et €xp®(IMN) =
= @xpfo(ml“).

Avant de donner la démonstration du Théoreme, on en déduit deux
corollaires. Tout d’abord, par recollement (comme en dimension 1 dans
([Dw], th. 7.1)), on obtient le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1. Soit I un module différentiel libre de rang m a
connexion intégrable sur une polycouronne ouverte Cg, ayant la pro-
priété de Robba. Supposons que €xp®(IM) a la propriété (DNL).

Alors I admet une structure fuchsienne sur Cg, et €xp®(IM) =
=Cxpf(M). =

Soit M un Rg(1)-module libre de rang m & connexion intégrable
ayant la propriété de Robba. On dit que I admet une structure fu-
chsienne si c’est le cas pour le module I, induit par I sur G, = Cg(1 -
— ¢, 1[°) avec un ¢ >0 suffisamment petit. C’est alors indépendant du
choix de e. On définit alors un ensemble @xpf(fm) a partir des ensembles
€xpf (:m) qui sont indépendants de & suffisamment petit. On déduit
alors de la Proposition 2.3.2 et du Théoreéme ci-dessus le corollaire
suivant.

COROLLAIRE 2. Soit K un corps p-adique, et M un Rg(1)-module
libre de rang m & connexion intégrable ayant la propriété de Robba, et
possédant une structure de Frobenius. .

Alors U admet wune structure Sfuchsienne et Exp(IN) =
=Cxp(M). =

PREUVE DU THEOREME. Soit K’ un corps p-adique tel que la polycou-
ronne ouverte C%. soit non-vide, et fixons z e C%.. Par la Proposition
2.3.1, on peut trouver un élément A de IC°(IN) ayant simultanément les
propriétés (DNE) et (DNL). Fixons (e) une base de I représentée par
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G et les éléments R), 4 construits en § 2.1. Par la Proposition 3.1.3, il exis-
te une matrice H(z, .) e GL,,(Aey.) ayant les propriétés de la Proposi-
tion 3.1.3. Ainsi, dans la nouvelle base (e’) = H(e) de IN°, IN° est repré-
sentée par une matrice B/x := (BY /x,, ..., B® /x,) avec B® des matri-
ces de M,,(K') triangulaires supérieures constantes ayant A pour dia-
gonale. Par conséquent, IN° vérifie la condition 1) de la Proposition pré-
cédente, et admet donc une structure fuchsienne sur C%..

11 reste & montrer que cette structure descend au niveau d’un corps de
base K pour lequel C% est vide. Nous utiliserons pour cela, la définition 2)
de la Proposition 8.2. Choisissons 7 un entier tel que |K|"*NI°# ¢ (tou-
jours possible car p%c |K|), et K' lextension algébrique finie de corps
valué de K engendrée par les racines d’'un polynéme de la forme X" —a
avec a e K tel que |a|"eI°. L’ensemble Cx est alors non-vide, si bien que
IM° admet une structure fuchsienne sur C%.. Par la Proposition précéden-
te, M s'obtient comme extensions successives de m modules sur C%. res-
pectivement isomorphes & A8, ..., d4» avec (A;s ..., A,,) ayant la pro-
priété (DNL). Montrons que IN° admet un sous-module & sur % isomor-
phe a @¢.. 11 suffit pour cela de trouver & = 0 dans (g, tel que

1) %;0,h = (Gs,(x) — AP L) h,
sachant déja qu'un tel élément % existe dans Ag,. ~
Notons (wy, ..., w;) une base de K' sur K, et décomposons & sous la
forme
h= > hw,

avec les h,e Qey non tous nuls. Comme G (x) — A" I, eM,,(Ae,)C
cM,,(Aey), on déduit de (1) que pour tout re(l, k),

X; awlh’r = (Gm(x) _Al(i)lm) h/,..

Il suffit donc de prendre 'un quelconque des k. non-nul.

Raisonnons alors par récurrence sur le rang m.

On note @ = I/ L, qui est bien défini sur C%. Pour i fixé, par le
Théoreme 2.2.2 d’indépendance des exposants par spécialisation et un
résultat de dimension 1 ((Dw], § 8), si A’ e 3 () et (AP, ..., AD) e
€ ' (F), alors (A, AP, ..., AD) e 9 (IM).

On en déduit que, pour tout i, A” et A® sont fortement équivalents,
si bien que @xpeo(c?o) a la propriété (DNL). On peut donc appliquer I'hy-
pothése de récurrence, et plus particulierement le Corollaire 1 au modu-
le différentiel $° de rang m — 1 ayant la propriété de Robba sur la poly-



218

F. Gachet

couronne ouverte C%. P s’obtient comme extensions successives de m —
— 1 modules différentiels isomorphes & A&, ..., A&r. Par conséquent, I1°
s'obtient comme extensions successives de 7 modules différentiels iso-
morphes & @41, @, ..., @». De plus, Exp®(IN) et Exp§ (IN°) sont tous
deux la classe d’équivalence forte de A. =

[Ax]

[BC]

[BGR]

[Bou]
[ChI]
[CMII]
[CD]
[CR]
[Dw]
[DGS]
[DR1]

[DR2]

[Ho]

[Rb]

[VRo]
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