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REND. SEM. MAT. UN1v. Papova, Vol. 100 (1998)

Descente des isocristaux et @'-modules.

L. GARNIER (*)

ABSTRACT - Christol, Dwork and subsequent authors have proved various state-
ments about Frobenius descent for isocrystals on the rigid projective line. In
this paper, we use P. Berthelot’s ®}-module theory to give new proofs of
these statements. This is done thanks to a family of infinite differential opera-
tors representing Dwork’s i operator and which was constructed in a previ-
ous paper. We also give some applications to the Jordan decomposition of
overconvergent fuchsian isocrystals, hence giving may be some new insight on
a recent work of Dwork, Mebkhout and Christol arising in their proof of the
finiteness of index of p-adic differential operators.

0. — Introduction.

Dans leur preuve récente de la finitude de l'indice des équations dif-
férentielles p-adiques, Christol et Mebkhout utilisent de fagcon essentiel-
le l'existence de structures de Frobenius faibles [Ch-M1, Ch-M2]. On se
propose dans ce papier de donner de nouvelles preuves des énoncés de
descente par Frobenius pour divers types d’isocristaux dont on contrdle
le rayon de convergence. Pour un tel isocristal E, sp, (E) définit un @3-
module pour m convenable (3¢ désignant un relévement formel au-des-
sus d’'un anneau de valuation discréte d’inégale caractéristique et de
corps des fractions K, d’une courbe lisse définie sur un corps parfait k de
caractéristique p > 0, { un parameétre uniformisant en un point fermé «
et sp: Xx— X le morphisme de spécialisation). On se ramene ainsi dans
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le cadre de la theorie des ®"-modules de P. Berthelot pour laquelle on
dispose d’'un énoncé général de descente par Frobenius [Be3, Bedl].
Comme expliqué dans un précédent article [Ga2], on peut donner une
description explicite de ce théoréme a l'aide d’opérateurs différentiels
infinis, notés H® (s =0), qui représentent 'opérateur y de Dwork. La
descente se formule alors aisément & I'aide de H. On examinera le cas
des modules & connexion, celui des modules libres muni d’une connexion
a singularité logarithmique et enfin celui des modules surconvergents.
On espére ainsi sans prétendre & 'originalité, donner une présentation
unifiée et davantage intrinseque des divers théorémes de descente ce
qui permet de simplifier les preuves et de s’affranchir autant que possi-
ble du cadre matriciel, une telle formulation laissant aussi espérer de
possibles généralisations en dimension supérieure.

On donne enfin un critéere de nature topologique pour l'existence
d’une décomposition de Jordan dun isocristal surconvergent E, fuch-
sien en . On demande pour tout a € Z, et toute section ¢ de E définie
sur une couronne fermée de Jx[=D(0, 17), l'existence de la limite
lim teH®t ~%(e) ot a e [0, p**![ est le tronqué de a modulo p*** et

la limite étant considérée sur la couronne sélectionnée. On peut alors
donner une description précise de la décomposition de E|,;. Ces résul-
tats, quoique énoncés dans un langage différent, recoupent ceux prouvés
simultanément par Dwork dans une prépublication récente.

Je voudrais remercier pour son hospitalité I'université de Padova ol
ces résultats ont été exposés lors d'un séjour en Mai 96.

1. — Notations et rappels.

(1.1) Soient k un corps parfait de caractéristique p > 0 et ¥ un anneau
de valuation discréte d’idéal maximal m de corps des fractions K, d’iné-
gale caractéristique 0 et p qui releve k. Sa valuation, notée v, sera nor-
malisée par v,(p) =1 et & désignera un parameétre uniformisant de 9.
Dans la suite, X sera une courbe lisse sur k et I un 9-schéma formel lisse
X de dimension 1 qui releve X. On note aussi ©,:=Ym"*! et
X, := X X Spec(V,).

On suppose qu’il existe sur ¥, un relevement global o du s + 1-iéme
itéré du Frobenius de k£ (s =0). On note alors X, (resp. X’) le reléve-
ment de X' :=X X, k sur 9, (resp. V) déduit de X,, (resp. X); I'isomor-
phisme ' => & est encore désigné par o. On suppose, ce qui est toujours



Descente des isocristaux et ®'-modules 145

possible sur tout ouvert affine, que le Frobenius relatif F': X— X' se re-
leve au-dessus de o sur X, (resp. sur X) en F,: X, — X, (resp. Fo: X—
—X'"), reléevements qu’on désignera encore le plus souvent par F' s’il n’y a
pas d’ambiguité. Si cela s’avere nécessaire de préciser s, on notera
X@+D ot g+, o096+ 3 1a place de X', X', F respective-
ment. On suppose que les différents relévements F® sont compatibles
entre eux de sorte quon a F¢*V =F&" o F (voir [SGAV], exp. XV).

La norme spectrale sur I'espace rigide Xx associé & X, sera notée
|- ll,- Rappelons quil existe un morphisme d’espaces annelés
sp: Xx— X ([Bell, 0.2.3). Si Y est un sous-k-schéma de X, le tube de Y
dans &, noté 1Y[y est par définition sp~(Y) (voir [Bel, 1.1.1]). On ren-
voie a [Bel] pour toutes les définitions et résultats relatifs aux tubes et
aux voisinages stricts.

(1.2) Localement sur un ouvert affine U de X, de la forme Spf(A), A
désignant une V-algébre topologiquement de type fini, on choisit une ba-
se dt de Q3 et x est un point k-rationnel; quitte & diminuer U, on peut
supposer que V(t) = {«}. Sur U, on peut choisir un relévement du Frobe-
nius relatif donné par F*(t) =t? (q:=p**!). Rappelons aussi que
Je[y=D(0,1 7 )etquesiA’ :=A®, Y, alors A est libre de rang q sur A’
de base 1,¢t, ..., t9° 1,

On note pour m =0, 4, := p ~P~VP" de sorte que lim4,, =1". Pour

k=0, on écrit k=qg{™p™+ri™, 0<r{™ <p™. On a alors
k) < 7k - - )~
A21) 2§90 <Ah |G <A, g At < e,

o(k) étant défini par k — o(k) = (p — 1) v,(k!). On note aussi par 7, (2 ne
pas confondre avec l'uniformisante 7 de m), une solution dans K de 1'é-
quation X?~'= —p; on a done |7y | = A,.

On notera j I'inclusion X\{x} < X, V; (resp. V,, lorsque 1 =,,) le voi-
sinage strict de 1X\u[y dans Xx défini par {y e Xx/|t(y) | = A}, ji (resp.
Jm lorsque A = 4,,) linclusion V; cs Xx; rappelons que V; est intrinseque
des que A > |x|. Enfin, j ¥ Oy, désignera le faisceau des sections surcon-
vergentes en & c’est a dire

1.2.2) GOy 1= Alirgl_ I(V;, Oy,).

Si (E, V) désigne un module & connexion défini sur un voisinage strict de
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1X\x[y, alors il existe un isomorphisme canonique commutant aux
connexions

12.3) F*(G1E)>j1(F*E).

De plus, pour tout morphisme de ¥V-schémas formels lisses F': Y— X, il
existe un isomorphisme canonique @, ® Q-linéaire [Hu, 1.5.4] (D, dési-
gnant le faisceau des opérateurs différentiels ordinaires sur X),

(1.24) F*(sp«(j1E))=>sp, FEGTE)) .
1.3. Rappels sur les opérateurs H®.

On se contente ici de transcrire les principales définitions et proprié-
tés de [Ga2] dans le cadre des courbes. Commencons par rappeler la
description locale sur U (cf 1.2) des algébres d’opérateurs différentiels
définis par P. Berthelot [Be3] : on note 9, (resp. (3}*)), ), la dérivation
(resp. la base de I(U, M4)) associée a la coordonnée t. On a donc 3f =
= k! 3], Le faisceau 0, admet une filtration par les faisceaux ®{™ (m = 0)
qui sont libres sur U de base la famille (3{¥), . ,, cette derniére étant ca-
ractérisée, avec les notations de 1.2.1, par

(1.3.1) 3F = (k! /g™ affm .

Le faisceau @{¥ (resp. ®}) des opérateurs différentiels d’ordre infini et
de niveau m (resp. de niveau fini) s'obtient en prenant le séparé complété
de @Y (resp. l_im@&")). En coordonnées locales, ®{™ et M} possédent

les descriptions suivantes:

-

F(U’ 5.(%1‘”)) = [kgoa‘kaék)m’ akEF(U, O.‘)C)’ kETm ax = 0] ’

132) { U, o)) =

= [ 2 0,00, a,eI(U, Oy), Ic >0, n <1, Vk, |la|| < cn"]-
k=0
On pose enfin, ®{Y := D’ R Q et Dlg = DL Q.
Sitett' relevent sur I(U, Oy) le méme paramétre uniformisant en x
(Cest & dire t —t’' e mA), alors on définit 'opérateur de translation (ou
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de Taylor) [Be2, 2.2.1] par
(1.3.3) T, ,:= 2 @{t—t'Yoe (U, ®).

k=0
11 existe d’aprés [Ga2, 2.4], un opérateur H € I'(X, Mko) représentant “la
trace divisée” (c’est a dire la fonction ¥ de Dwork). Localement sur U, si
I est la famille des gA '-homomorphismes de Frac (A) dans sa cloture al-
gébrique, alors H est défini par

1.3.4) H:= l > Tet, 1 qg=p°t.
q tel

La définition se recolle pour donner un opérateur global. Par con-
struction, on a pour tout feA, qH(f) =F*(Trya-(f)), H?=H et H
définit un élément de &nd,, . (Oy). Lorsque F*(t) =t on a l'égalité
{t(t), teI'} = {Ct, {7=1} et I'on obtient un opérateur dépendant du
choix de la coordonnée locale ¢ qu'on note H, (ou bien H,® si 'on désire
spécifier qu’'on travaille avec le s + 1-ieme itéré du Frobenius) et qui
s’explicite comme suit:

g-1 k .
(1.3.5) Ht=k§=:0(—t)’°agkl+2 > (—1)k-l(l)tkag’°ler(U, aY).

k=zq l<k,q/l

Pour r < ¢, Popérateur H,t ~" est dans I'(U, ®{’) et définit donc un élé-
ment du dual End AiA)’ on obtient ainsi une base du dual. On a de plus
Pégalité dans I'(U, ®Y):

(1.3.6) DUtHt "=1.

r<gq

1.4. Descente par Frobenius o Uaide de H.

Le théoréme de descente par Frobenius pour les @} modules [Be4]
admet une formulation explicite décrite dans [Ga2]:

PROPOSITION 1.4.1. Supposons que HeI(X, D *D) et soit
gD ym DT+ Vomodule. Définissons alors

8(m) = Im(F*g(m+s+l)ﬂ)F*8(m+s+l)).

Alors E™ posséde une structure de ®P-module et la fléche canonique
d’adjonction  @: F*(8™)—8m*+s*D o5t wun isomorphisme de
@+ Domodules.
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L’énoncé mérite quelques explications: I'image inverse par F d’un
@¢P-module est un MY ***V-module d’aprés les résultats de [Bed],
H étant F ~1(Oy)-linéaire, §™ posséde effectivement une structure
de Oy-module. L’énoncé s’applique en particulier pour tout m =0,
lorsque X est affine comme en 1.2 et F'*(t) =t? modulo p puisqu’alors
HeI(x, ®L) [Ga2, 2.4.4]. On va décrire explicitement la structure de
®¢P-module de &™ ainsi que I'isomorphisme inverse dans le cas ol X est
affine et FF*(t) =t1.

L’inverse de @ est alors donné sur U et pour tout m =0, par
(142) @7 gD SFXEM™), e X tTQH,t T (e),

1‘<q
ce qui a bien un sens puisqu'on a vu que H,t " vit dans I(U, @) et
d’autre part, 1.3.6 montre que 1.4.2 est bien un inverse a droite de .
L’action de @ sur &™ se lit sur 8™*** 1 via lisomorphisme @. Si
H,(e)eI(U’', &™), alors [Ga2, 4.1]:

D(1®3,Hy(e)) = (8,) (Hi(e)) = (8,)' (e),

(8,) = (gt~ ")"'6,H,.

En itérant la construction, on obtient une famille d’opérateurs dans
r (U’ G‘):‘er):

143) @D =@k, @Y = (3F /R, (3P = afmIEHY,

avec la convention que (1)’ = H{®. Comme on a supposé que F *(t) = t9,
on posséde la description explicite suivante des coefficients de (3}¥!)’
[Ga2, 4.5.2]

(1.4.4) By =
. k+1
= _t(u—k)q+r -1 i ’I,Lq+”‘ a[uq+r]‘
g‘k Eq( ) [i sg— LU (q(k +)\ ‘

On montre également que (3{)' e (U, @§n*e+D) et done qu'en parti-
culier (8%)' e (U, ®¢*"). Enfin, pour tout opérateur P = Eak {m &
el(U', ®Y), on pose

(14.5) P’ i= ZF*(@)(3) e (U, B+,
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(resp. P®*Y si on veut préciser qu'on travaille avec F¢*V); On a P := P
et HED = (H®)YV = (H®)s*2) Par construction, on a F*(P(f))=
=P'(F*(f)) pour tout g’ e A’ et ®(1 Q@ PH,(e)) =P’ (e).

1.5. Rappels sur les rayons de convergence.

Soient (£, V) un module 3 connexion sur X et p;: X2 =3X (i=1, 2)
les deux projections. Pour simplifier les notations, les deux projections
X% =2 Xk seront encore notées p; et action sur E du composé de V avec
J; sera noté simplement 9, au lieu de V;,. L’'image inverse ps* (E, V) défi-
nit une connexion p;” ! ©y2-linéaire sur X donnée par 3,(1R1R®e) =1Q
®1® 3,(e). On dispose en outre de la connexion triviale p;, ©3-linéaire sur
p* E définie par 3;(e ®1®1) = 0. On note p;*(E) " le complété de p;* (F)
le long de la diagonale J du produit. Avec la notation standart, 7:=1®
Qt—1tR®1, on obtient donc un Oy [r]-module cohérent pour la structure
droite de O.[7] lorsque i =1 (resp. une structure gauche lorsque i = 2).
On vérifie que la série de Taylor ¢ définit un isomorphisme horizontal
Pt (E, V)™ =p#(E, V). On en déduit que pour tout ¢ € E, il existe une
unique solution de psf(E, V)™ congrue & 1®1®e modulo IQE [Gal,
1.3.1], qui est donnée par

(15.1) kE (-7 ®3(e).
=0

Lorsque e décrit I'(Vk, E), V décrivant les ouverts affines de I, on ob-
tient ainsi un espace vectoriel (sur 'anneau local au point générique de X
tensorisé par Q, agissant sur la premiére coordonnée) de dimension
rg (E), appelé espace des solutions génériques de (E, V).

On définit le rayon de convergence des solutions génériques comme
étant le Sup des A <1 pour lesquels ¢ est induite par un isomorphisme
sur [X]y2, ;1. Si U est un ouvert affine de & comme en 1.2, on peut munir
I(Ug, E) d’'une norme de Banach (elles sont toutes équivalentes [BGR,
3.7.3 Prop.3] et on peut en obtenir une en choisissant une présentation de
E sur Oy, et en prenant la norme spectrale quotient). Choisissons un re-
couvrement affine fini (3;);.; de X et sur chaque I'(X; gk, E), une norme
de Banach notée || —||;. Alors le nombre

(1.5.2) Sup {0 < 1/Vi, Vee I(X; gE), |61 (e)|;0*—0},

ne dépend pas du choix du recouvrement (si (Y;);.; est un autre recou-
vrement, considérer le recouvrement (X; N %Y;); ; et le fait que la norme
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e~ Sup|le|x;nyll;, j» est équivalente a la norme || - [;). De plus, comme E

est mljmi d’une action de J;, d’apres [Crwl, 4.9], sp4 () est localement li-
bre sur X, si bien que pour deux ouverts affines Vc U de X, munis de nor-
me spectrale || — ||y et || = ||, [|8}¥!(e) |ly0* — 0 pour tout e e (Vx, E) si et
seulement il en est de méme sur U. Alors, en notant || — [|,, une norme
spectrale sur un ouvert affine générique U de X, le rayon de convergen-
ce de (E, V), noté o((E, V), 1) se calcule par

(153) o((E,V),1)=Min[1, Min (limsup|a{¥(e)|[}{*)1].
ee Uk, E) k

On exige que le rayon soit borné par 1 essentiellement parce que la série
de Taylor d’'une section quelconque de O, est de rayon 1. Il suffit en ou-
tre de considérer le minimum sur une famille génératrice de I'(Ug, E).
Ce nombre dépend a priori du choix de ¢, mais §'il existe un choix de ¢
pour lequel o((E, V), 1) > |6]|, alors, comme [X]y2 ; est intrinséque
pour A > |6]|, o((E, V), 1) est également intrinseéque. Enfin, (¥, V) est
convergent si et seulement si o((E, V), 1) =1.

(1.5.4) Lorsque £ est libre sur un Ug, on peut développer les compo-
santes de 3!*(e) en série de Taylor ce qui permet d’écrire les solutions
1.5.1 sous la forme >, G, (e)/k! * avee Gy, e M,,(I(Uk, Ox,)) défini par ré-
currence par

Gn+l=at(Gn)+GnG’ G0=In;

le systéme (&, ;) s’écrivant 9, — G dans la base (e;); choisie (ie
3(e;) = —Ge;).

(1.5.5) Un Oy,-module cohérent E muni d’une fleche £ — E ®,, 21,
(21, étant le module des différentielles sur & a pdles logarithmiques en
x) est appelé isocristal a singularité logarithmique en x. Au voisinage
de x, sur un ouvert Ux comme en 1.2, il s’agit donc de la donnée d’une flé-
che K-linéaire V: E—FE telle que V(fe) =13;(f) e + fV(e). On peut défi-
nir également un rayon générique, noté 0, (E, 1), mais calculé cette
fois sur un ouvert affine U de X contenant x, en remplacant 3}*!(e) par
t*51(e) e (U, E). On a 015g(E, 1) < o(E |13\, 1), avec égalité lorsque
E est libre. Je ne sais pas s’il y a égalité en général, £ pouvant posséder
des sections & support en x. Toutefois, cela serait sans doute vrai si 'on
savait qu'un tel E puisse se décrire comme extension de modules du type
Oy, /(t") par des modules & connexion. Pour simplifier les preuves futu-
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res, on n'envisagera ici que le cas des isocristaux a singularité logari-
thmique en x qui sont libres sur un ouvert affinoide de la forme Uy, avec
xe U et U comme en 1.2, on notera alors simplement (%, t3;) pour dési-
gner un tel objet.

(1.5.6) Pour tout A <1 tel que A e |K| (sous-groupe de R, , image par
la valeur absolue d’une cloture algébrique K de K), on peut également
définir le rayon de convergence sur la circonférence de rayon A noté
o((E, V), A): si localement X s’écrit Spf(A), on construit un schéma for-
mel X® :=Spf(AQ W {T}/t—&,T), ou &, €K, |E;| =4 et U, est I'an-
neau de valuation d’une extension de K contenant &;; X" est lisse et iso-
morphe a Spf (¥, {T}) et sa fibre générique est isomorphe au disque fer-
mé de rayon A. Il existe au-dessus de ¥, un morphisme de V;-schémas
formels i »: &) — & X Spf (¥;). On pose alors pour tout module a con-
nexion (E, V) défini sur un voisinage strict V, et pour A =y,

1.5.7) o((E, V), ):=A0(i"*(E, V), 1) .

Cela consiste 4 prendre la restriction de (£, V) a la circonférence de ra-
yon A, puis a travailler sur un disque générique de rayon A au sens de l'a-
nalyse ultramétrique. D’aprés un résultat de Christol et Dwork, la
fonetion A+ o((E, V), A) est continue sur [u, 1] [Ch-Dwl, 2.5]. On en
déduit que (E, V) est surconvergent si et seulement si o((E, V), 1) tend
vers 1~ lorsque A—1". On a aussi

(158 o((&, V), ) = Min[4, Min (limsup[8{(e) /)71,
ee k

oi || —||; désigne une norme spectrale sur la circonférence de rayon A.
Comme pour A > | 6|, la circonférence ne dépend pas du choix de la coor-
donnée ¢ en x, le rayon o((E, V), 1) est done intrinséque pour A — 1~ dés
qu’il existe un choix de ¢ pour lequel o((E, V), 1) > 1|6|; c’est en parti-
culier le cas lorsque (&, V) est surconvergent.

2. — Descente des isocristaux.

Le lien entre isocristaux et -modules est décrit par le lemme sui-
vant. Rappelons également qu’'un module & connexion défini sur un voisi-
nage strict Ux NV, (x e U, U comme en 1.2) est libre quitte & diminuer U
et augmenter A [Crwl, 4.9]. De plus, I([x],NV,, Oy,) est principal
[Crw2, 4.5] si bien que tout isocristal défini sur Ux NV, est libre sur la
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couronne [x], N V;. A toute base d’'un module libre sur un affinoide V
correspond une norme du Sup qui hérite des propriétés de la norme
spectrale sur V. En particulier, pour V:=[z], NV, e— Sup He||y est
une norme de Banach. velt

Enfin, C , désigne pour ue[A, 1[, la couronne V,N[x], = {ye
elaly/|t(y) | €[4, ul}.

LEMME 2.1. (i) Soit (E, V), un isocristal sur Xx tel que o(E, 1) >
> Aps1. Alors spy (E) posséde une structure de @Y% V-module cohé-
rent.

(ii) Soit (K, t3,) un I(Uk, Ox,)-module libre muni d'une conne-
xion 4 singularité logarithmique en x (voir 1.5.5) avec xeU. Si
o(E, 1)>A,, alors o(E, y)/y > A, pour tout yel0,1]. De plus les
H®t™", r<q ainsi que les t*(3¥) agissent sur (Ug, E). En particu-
lier, si o(E,1) =1, alors o(E, y) =y

(iii) Soit (K, V) un isocristal défini sur un voisinage strict Ug N
NV, (xeU, tel que Mln(Q(E 1), o(E, 1)) > Ay 1. Alors spy (j2,(E))
posséde une structure de ML V-module.

(iv) Soit (E, V) un isocristal défini sur un voisinage strict Ux NV,
(xeU) tel que o(E, y)/y > A, pour tout ye[A, 1]. Alors HY agit sur
F(UK N Vlv E) et sur [‘(C[A,y], E)

PREUVE. (i) Ce premier point est bien connu. Il suffit de montrer que
pour tout ouvert affine U de X, I(Ug, E) posséde une structure de
(U, ®§4tY)-module. Choisissons ¢ €14 ,,+1, o(E, 1)[. On a

”q1§m+1)!a£k](e)"sp = (/‘Lm+1/9)k( |CI m+1)!|M’I:n+1)”a£k](e)"spgk s

< (s JO) || —a(qé"””)‘l||8£"](e)||spgk (ef 1.2.1).

Comme || "% "™ <k/p™*1, 1,041 /0<1 et [|3¥(e)]lp, 0" borné, on
voit que lorsque k varie, ||q,§"‘“)'a“‘](e)||Sp reste borné, (U, E) étant
complet, le résultat en découle. D’apres [Bel, 3.1.2], il existe un {4 V-
module §™* 1, cohérent en tant que O,-module et tel que 8™V RQ =
= sp, (E). On en déduit la cohérence de 8™+ 1 sur %' puis celle de
sy (E) sur @Y.

(ii) Comme E est libre sur Ug, il suffit de montrer que pour
tout @el(V,NI[xl, O), ecl(Ux, E) et o<yo(E,1), on a
Jim 6% (pe)ll, 0% =0, || - ||, désignant une norme spectrale sur la cir-
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conférence V, N [x],. La formule de Leibnitz donne
k . .

[of (@e)l, 0" = || ,208%”(@ o e, 0% <
i=

< Sup (Htpllyy y 0 |gk 1ol e|, 0%)

<llgly Su (o/y)le~* 8t ellylo/r* ™).

k—
La derniére inégalité venant de ce que t*3f = H (t3, — i) opére sur

I[(Ug, E). Compte tenu de ce que o/y <o(E, 1) < 1 ||t oW ell,(0/v)F—
—0 lorsque k— + o si bien que lim ||8”‘]((pe)||yQ =0.

L’opérateur H\® s'écrit Z Vit a“‘] avec v,eZ ethm|vk\q(s+”'| =

=0(1.3.5);onaaussi |v | < q/l car | —1| <A%sif?=1.Pourtoutk =0
etee (Ug, E), t*3¥(e) e Uk, E), comme E est libre, 1a norme spectra-
le sur Uk et sur (U\{x})x coincident de sorte qu’il suffit de vérifier que
kEervktkaﬁ"](e) =0 sur U\{x} ce qui résulte de o(E, 1) >4,.

D’aprés la construction des opérateurs (3}¥1)’, on a
k-1 k-1

19k (BYy = (¥ oKy = (TT (t8, — 0))' Jk! = g ~* k! T1 (46, — qi) H® .
i=0 =0

Cet opérateur agit done sur I'(Ukg, E).

(iii) T1 faut voir que I'(U, @Y% D) agit sur I(Ux NV, E). On sait
quiil existe u €[4, 1[ tel que E soit libre & la fois sur Ug NV, et sur
[x], NV;. On en déduit, grace aux propriétés de la norme spectrale sur

Oy, que e+—> Sup (lell,) = Max (|lell;, llells,) est une norme de Banach sur
veld, 1]

(UxgNV,, E). On a en outre, pour tout I(UxNV,, E),
lle, Il, < Max ([lell;, llellsp) "ol o(E, y) = Max (o(E, 1), o(E, 1)) .

1l suffit alors de voir que I(U, @Y%) agit sur I(V; N [x];, E) et sur
I'((U\{x})k, E). Cela se démontre comme en (i).

(iv) Ici encore, e—> Sup (|lell,) (€[4, 1[, resp. u = 1) est une nor-
veld, pul

me de Banach sur I(Cy; ,;, E) (resp. [(Ug NV}, E)). Avec les notations
de (ii), il vient alors pour tout y €[4, 1], ee IV, N [x],, E),

v t* 0l e, < gy, Jo)E 0¥ (e)ll, 0" .
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En choisissant ¢ €] yA,0(E, y)[, on voit que H/* opére sur I(V,N
N [x],, E) (la convergence est méme uniforme par rapport a y).

(2.2) On supposera désormais que F *(t) =t afin de rendre la des-
cente des isocristaux explicite. En fait, il ne s’agit 14 que d’une restriction
mineure: si 'on se donne deux relevements F; et F, de F tels que
IF¥@) — F& @)y <An et deux @D§P-modules 8{™ et 8" tels que
Fre{™ =Fgsi™ alors 8\ =g&i™. En effet, d’aprés un résultat classi-
que, il existe un isomorphisme

Fre™=Fre™, 1Qe— %(Fl* ) = F#®) /g™ 1 @ 3{m(e).

On en déduit Yisomorphisme cherché entre &{™ et §5™ par pleine fidélité
du foncteur FgF.

PRrOPOSITION 2.3. Supposons que F*(t) =t%(q:=p**!). Soit (E, V)
un module & connexion sur Uy tel que o(E, 1) > A,. Alors, il existe un
module & connexion (E', V') sur Uy tel que o(E', 1) = o(E, 1) et un
isomorphisme horizontal ®: FEE', V') =(E, V). De plus (E, V) pos-
séde une base composée de vecteurs de la forme H,(e). Enfin, pour tout
A <o(E, 1), la donnée de descente canonique sur Fg E' est isomorphe &
celle induite par Uisomorphisme €;: ps* E=>p*E sur [Ulyez, ;.

PreuVE. Comme o(E, 1) > 4, H; opére sur I'(Ug, E) d’apres 2.1(i).
On peut donc définir E' par

2.3.1) N(Ug, E) := Im ([(Ug, E)if‘(UK, E)).

Comme H, est Oy-linéaire, F' fini et E' Oy,-cohérent, E’ est Oy,-cohérent.
L’action des dérivations sur £’ se fait par I'intermédiaire des opérateurs
(3%¥1)" comme en 1.4 puisque ces derniers agissent sur I(Uy, E) d’aprés
2.1(ii) ce qui définit une connexion V' sur E'. Enfin, il existe une fleche
canonique d’adjonction @: Fg(E',V')—(E, V) qui est un isomor-
phisme comme en 1.4, linverse étant décrit & l'aide des opérateurs
H,t "(r<q).

Pour obtenir une base de £ composée de vecteurs de la forme H,(e), il
suffit de prendre 'image inverse d’'une base de £'. Enfin, ’assertion sur
les données de descente provient de la condition de cocycles pour ¢; qui
fournit I'égalité ¢, (H,(e)) = H,(e) Q1 € E ®p O, (cf [Ga2, 3.2.3])) et du
fait que lisomorphisme FgE'=E est induit par la fléche naturelle
1®pH,(e) — H,(e). Il reste & prouver la formule o(£', 1) =o(&, 1).
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On prouve d’abord o(£', 1) = o(E, 1)?; il suffit de le voir pour s =0,
le cas général se déduisant par itération. L’isomorphisme & induit une
inclusion E' ¢ E'; comme pour tout ouvert affine U de I(, F définit une
isométrie I(Uk, Oxy) = I(Ug, Oy, ), toute norme de Banach || — || sur
I(Ug, E) induit une norme de Banach, notée || — ||+, sur I(U%, E'). D’a-
prés 1.4.4, tPE(3%))" s'écrit %}au, k1“0 avee a, r€Z; mais on a
aussi:

k-1 ’ k-1
tPR(aly = (¢h oMy = ( Ho(tat - i)) Jkt=p~* k! 1 (88, — pi) H, .
i= 1=0

Un calcul élémentaire montre alors que |a, | <p**t1Ag-o@-k+ob
(voir par exemple [Ga2, 4.4.2]). On choisit ensuite re] 1, o(&, 1)[ puis k
assez grand pour que |[t*3!!(e)||yr* soit petit pour tout u =kp. I
vient

¢+ 616 77 < Sup(p*+ 1Ay ko~ g 3 re) <
u=kp

< Sukl;(p(lo/'r)“‘ (AR~ Ag o et g gl (e) ||y r <

< SuIE) (A frye=*e p g0k |ite gl (e)|yr®) .
uZkp

Comme uSll]g)(p(ﬂ.O/fr)u—kplo—a(u—kp)) est borné, likmllt"aﬁ"](e)||urr”" —0et
o(E’',1) = o(E, 1) > Ab-
Pour A tel que AP e [A}, o(E’, 1)[, on a AP 1= p ~! de sorte que (F' X
X F)([X]x2, 1) € [ X' ]y, 205 en effet, si |7(y)| <A, alors on a
(232) |t(FXF(y)| =|FXF)*()y)|=|t*Q1-1Qt")(y)| =
= élaﬁ’”(tp) t*(y) | = |*P(y) mod (p) | < AP.

Comme o(E', 1) > AP, la série de Taylor de E' est induite par un iso-
morphisme €,5: ps*E’' = p*E' sur le tube [X']yz 1». Pour un tel A,
on a

(FXF)*(psE'’ |[X'1.r'z,lp) = (F % 1’—1)*(172"‘147')[X']g(.,zy,1 =

=@FF*E") |ix12, = 0 E) |ixye, -

En appliquant le foncteur (F X F)* 4 &,;»,, on obtient donc un iso-
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morphisme

(P E) |0, =0 B | x5
d’otr Ton déduit que o(E, 1) = (E', 1)'P.

REMARQUE 2.3.3. Si on dispose de ’hypothése plus forte o(E, 1) >
>Agy1,alors 8¢ 1= sp,*(E) est un ®§E V-module. Comme F *(¢) = ¢7,
il existe donc un @q-module &© tel que F*(8©)=>g¢+1 (1.4.1). On
pose E' := sp*(8?); 8 est Oy g-cohérent de sorte que E’ est Oy, -cohé-
rent. De plus, d’aprés [Bel, 4.1.3], spx(E') = &®. Comme E' est muni
d’une action de 3, provenant de celle de §®, il est localement libre de
rang fini et & est localement projectif de type fini et méme localement
libre d’apres [Crwl, 4.9]. En appliquant le foncteur sp* a I'isomorphisme
F*(8®)= g6+ on obtient

FEE' & Fgsp* spyE' =sp* F* spy E' =sp* sps E=E .

Tous ces isomorphismes commutant 4 'action des dérivations.

3. — Descente des isocristaux a singularité logarithmique.

(3.1) Supposons maintenant que (E, t3,) soit un Oy, -module muni d’u-
ne connexion a singularité logarithmique en « et qui soit libre au voisina-
ge de x (voir 1.5.5) et tel que o(E, 1) > 1,. Comme H/® est un opérateur
en td,, il agit sur I'(U, sp4(E)) (voir 2.1(ii)). On peut donc encore définir
sur Uz un module cohérent £’ en posant

H®

8.1.1) E' :=Im(F,E—>F ,E).

De plus, £’ est muni d’'une action de 3, car 3, commute & H,®). Par cons-
truction, il existe une fléche horizontale @: F# E'—E mais qui n’est
par bijective a priori car les opérateurs H ®'t " n'opérent pas sur
I(Ug, E). On sait par contre grice a 2.3 que @ est un isomorphisme en
dehors de Ja[y et que o(E', 1) = o(E, 1)¢. 1l n’est pas clair en revanche
que E’ soit encore libre sur Uy. Le lemme suivant donne un critére pour
que @ soit bien un isomorphisme.

LEMME 3.2. Dans le contexte précédent, avec q:=p**!, il y a équi-
valence entre
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(i) Il existe une base (e;); de [(Ug, E) telle que H (t"e;) = 0 pour
rell,q—-11

(i) Il existe une base (e;); de [(Ug, E) telle que H® (e;) = e;, Vi.

Dans ce cas, (H ) (e;)); est une base de (Ug, E) et de (U, E') et ® est
un 1somophisme.

PREUVE. L’implication (ii)= (i) résulte de légalité H®t"H/® =
=0, ,H® pour r < q. Réciproquement, supposons que (e;); soit une base
de E telle que H/”(t"e;) = 0 pour re [1, ¢ — 1]. Montrons que la famille
(H®(e;)) est une base de E': si ee I(Ug, E) s'écrit e = Zliei alors

H®(e)= 2 H("A;) H(t"e;) si bien que la famille (Ht(s)(é,-))i engen-

dre I'(U ,’(,'E ") et son déterminant est inversible génériquement sur X
puisque E ' est libre de méme rang que E en dehors de ]Jx[. Si maintenant
2AH{* (e;) est nul, avec 1; € I(Ug, Oy,), alors les 1; sont nuls en dehors
1

de ][, donc nuls partout par prolongement analytique. Montrons que
(H{*(e;)); est également une base de I(Ug, E). Tout e=21ee
e I(Ug, E) peut aussi se décomposer sous la forme e = X(t"H®'t ~")(e),

t"H/®t " étant un opérateur en t3,. On vérifie ensuite que

t"HOt "(e) — 2t"HOt "(A) H®(e;) =0,

La famille (H/®(e;)); engendre donc I'(Ug, E). Le fait qu'elle soit libre
se démontre sans difficulté. On a bien sir H® (H ®(e;)) = H (e;),
d’ou (ii).

Montrons que @ est un isomorphisme, pour tout e e I'(Ug, E) s’écri-
vant 2 1;e;, on définit @ ~' par

(3.2.1) @ e):=2t"QZH®(t1A;) H(e;).

Observons d’abord que 2 H¥(e;)(t ""1;) H{"(e;) e E'. La définition de

@ ~1(e) ne dépend pas du choix de la base de E': en effet, d’apres le calcul
effectué plus haut, 2t"H¥t "(4;) H{*(e;) est égal a t"HPt "(e) de

sorte que pour deux choix de base de E, les deux valeurs qu’on obtient
pour @ ~'(e) coincident aprés multiplication par une puissance de t9 et
sont donc égales puisque E est sans t-torsion. Pour les mémes raisons,
3.2.1 définit bien un inverse & droite. Un raisonnement de la méme veine
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montre également que c’est un inverse 4 gauche, ce qui achéve la
preuve.

PROPOSITION 3.3. Supposons que E soit un Ox,-module muni d’une
connexion a singularité logarithmique en x, qui soit libre sur un ouvert
Ug comme en 1.2 et tel que o(E, 1) > A,. Alors quitte a effectuer une
extension de degré fini de K, il existe un isocristal E se déduisant de E
par des tramsformations de cisaillement et possédant les mémes pro-
priétés que E et vérifiant en outre

SPx (JTE) = SPx (])‘E)’

et tel que si B’ désigne l’isocristal sur Uy associé a E en 3.1.1, on ait des
isomorphismes canoniques

&: F*(sp, E')>sp, B, F*(sp,jiE'")>sp.j'E,

Dy FEE)SE.
et l'égalitée

oE',1)=0(E, 1),

PREUVE. Dans une base fixée (¢;); de I'(Ukg, E), l'isocristal £ est dé-
crit par un systéme de la forme ¢3, + M. L’hypothése sur le rayon de con-
vergence de E entraine que

VecE, lim [t*0/yA5=0.
-+ o

Comme E est libre et qu'on peut choisir comme norme spectrale, la nor-

me du Sup dans la base (¢;); et que d’autre part, le terme constant de la
k-1
matrice des (t*8¥(e;)); est égal a [l |(M(0)—1)/k!|, on a finale-

ment b=0
k-1
lim | [T (M(0)-0/k| |Ak=0.
k—>+w | =0

D’aprés [B-Ch, 2.3], pour toute valeur propre A de M(0), on a alors
d(A, Z,) <p~°. On considére la matrice H; dont les vecteurs colonne
sont les composantes des H{*(e;) dans la base (e;);. On verra plus loin
que H(0) est idempotente. On aimerait en fait qu’elle soit égale a I,
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n étant le rang de E. Pour qu'’il en soit ainsi, toujours d’apres [B-Ch, 2.3],
il suffit que |A| <p ~°, VA. Pour s’y ramener, on effectue des transfor-
mations de cisaillement. Rappelons comment procéder: on commence
par effectuer un changement de base dans Gl,(¥) pour rendre M(0)
triangulaire inférieure (ce qui nécessite une extension de degré fini de K
pour récupérer les valeurs propres de M(0); voir [DGS, V.4.2]). On peut
alors supposer que M s’écrit sous la forme

(M M,
tM, M,|

matrice dans laquelle M;(0) ne posséde qu’une seule valeur propre v. On
pose ensuite e; :=t ~!e; pour les indices ¢ correspondant aux colonnes de
M, et ¢/ :=e; sinon. La matrice de (¥, t3;) devient dans la base

(e );

0 —-t %1 0\ (tI O\(M M, t'1 0|
o 1/\ o of \o I1j\tM, M)\ O I

-1+ M, tMy
M, M,

11 s’agit encore d’une matrice dans M, (I(Uk, Oy,)) qui a mémes valeurs
propres que M(0) ent = 0, excepté v qui est changée en v — 1. Comme la
matrice de changement de base est en fait a coefficients dans O,[t ~'], on
peut considérer le sous OmK—module libre de rang n de j ' E engendré par
les ¢; , noté E. On vérifie que E est encore muni d’une action de t3, et que

jTE=j"E.On a également o(E, 1) = o(E, 1) puisque E est isomorphe 2
E en dehors de Ja[,. On peut donc décaler les valeurs propres de M(0)
par des entiers positifs quelconques. Maintenant, si d(4, Z,) <p ~*, on
peut toujours décaler 1 d’un entier positif de fagon a ce que || <p ~°.
La matrice H; associé au module ainsi obtenu possede un déterminant
non nul et inversible sur un petit disque D(0, 7). On en déduit que la
fleche @ g: Fg (E')—E est un isomorphisme en restriction au disque
D(0, r*). 11 suffit pour le voir de reprendre les arguments de la preuve
de 3.2 en remarquant que si 7T est la coordonnée sur X% = D(0, »*) (cf
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15.6), on a H{® =H/ si bien que @' peut se définir comme en
3.2.1: )

¢§1(ZAth(S)(ei)) = D t"QH® (") H®(e),

r<p
A€ (D0, 7*), O,) .

D’autre part, pour tout voisinage strict V,, H® et les H{¥t " agissent
sur I'(V,, E) (2.1(@i, iv)). On peut donc poser Djx'(e):= St®

r<gq
RHt"(e)sur Ux N V,, A <r.Ces deux occurences de @ ¢! se recollent
car t"H(t™"A;) H{ (e;) est égal & t"H{®t ~"(e) par les mémes argu-
ments qu'en 3.2. On construit ainsi @ ;! sur tout I'(Uy, E). Cela prouve
que Fg(E')=>E, puis en appliquant sp, et 1.2.3, qu'on a un isomorphis-
me F*(spy E);sp* (E). 11 vient ensuite

F*(spa ' B) 2 spu (FEGTED) 2 50 (iTFRE D) =504 (" B)
Enfin, on a o(£, 1) = Q(E, 1) =Q(E", 1)V4, ce qui termine la preuve.

On remarquera que I'énoncé reste vrai en remplacant le foncteur ;'
par j;4 (cf 1.2 pour les notations). L’énoncé reste valable méme si £ n’est
pas libre, la preuve étant sensiblement plus compliquée car on doit tuer
la composante de t-torsion de E.

(3.4) Au cours de la preuve de 3.3, on a introduit la matrice H; dont
les vecteurs colonne sont les composantes des H/® (¢;) dans une base (e;);
de E. Pour simplifier les notations, on suppose s=0. Si H; est inver-
sible, la matrice de (¥, t3,) dans la nouvelle base (H,(e;)) est & coef-
ficients dans I(UkgOy,). En effet, on a t3,(H,(e;)) = H,(to,¢;) =

=H¢(Zai,]-Ht(ei)) = ZHt(a,-,j) H,(e;). Réciproquement, on peut cher-
J 1

cher & partir de (e;); une nouvelle base dans laquelle la matrice de
(E, t3,) soit & coefficients dans I'(Ug, Oy, ). C’est la démarche suivie par
Christol. Il introduit pour ce faire, la matrice

(B41) He:=p' X 2 Gp/kN;—1)eM,I(Ux, Ox)),

P=1k=0

ou la matrice GyeM, (I(Uk, Ox )t 1) est définie comme en 1.5.4:
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G,+1=03(G,) + G, M/t, Gy=1I, si le systéme s’écrit t3, — M. Il faut voir
H; comme matrice des coordonnées de (e;); dans une base de £’ et il est
donc légitime de comparer HoHg; et I,.

LEMME 3.4.2. Awvec les motations qui précédent, si le systéeme
(K, t3;) s’écrit to, — M dans la base (e;);, on a

HcHg=Hy(Hg) = Hy(Hc),
Hc(0) = Hg(0),

H,(Hg) (resp. H(H;)) désignant la matrice obtenue & partir de Hg
(resp. Hc) en appliquant H; sur chaque coefficient. De plus, Hz(0) est
diagonalisable, de valeurs propres € {0, 1}. Si pour toute valeur pro-
pre A de M(0), on a |A| <1, alors Hz(0) =1,.

PREUVE. La condition de cocycles inverse pour E (en dehors de Ja[y)
peut s’écrire sous la forme

2Id®G, /i ®Id)[§k:(t®1 -1t (e)®1 |1 (1Qt-t®1)) =

= %(t®1®1 -1®1®t)Falk(e) = %Gk/k!(1®1®t—t®1®l)’”.

Si £ et u sont deux racines p-iéme de I'unité, on applique a cette égalité la
transformation V-linéaire a ®b&®c— T, (a) bTy (c), e déerivant la
base. On obtient

2G; [iNGt t)i%(#t =ty ol l(L,) = Ek:(#t = &) Ty, 1 (319(1,))

Vexpression T ;((81*/(1,)) signifiant qu'on applique T , & chacun des
coefficients de la matrice 3!¥'(1,). En sommant sur ¢ et x4, on en
déduit

p2HcHG=

:CZ(/"”‘C)ktkTCt,t(allfk](In)): %:Tgm %:(/4 — 1) t* 31, | =p*H,(Hg).
M

On montre de méme I'égalité H-H; = H,(H;). Comme H; est congru a 1
modulo (t) et que H;(H;) =H,(Hg), on a donc Hc(0) = Hg(0) puis
H:(0) H;(0) =H,(Hc(0)) = H;(0) si bien que la matrice H;(0) est
idempotente. Le reste de 1’énoncé provient de [B-Ch, 2.3].
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4. — Descente des isocristaux surconvergents.

(4.1) On traite maintenant le cas des isocristaux surconvergents.
Pour tout m = 0, on note K,,, := K({, + 1), {m +1 étant une racine primiti-
ve p™*liéme de I'unité et V,, I'anneau de valuation de K,. On note
Em=Cms1— 1 dont la valuation p-adique est égale & (p — 1) p™)~! de
sorte que |&, | =A4,. Le choix des 4,, peut se justifier par le fait que
@Y opere sur V; pour A >4, et par le fait qu'on dispose d’inclusions
O C O +1- 11 faut prendre garde toutefois que &%, ,, = &,,.

On supposera que X est affine de la forme Spf(A) comme en 1.2. Le
schéma formel correspondant & 4,, (1.5.6) qui est donc un modele formel
du disque D(0, 1,,) sera noté simplement 3™ (3 ne pas confondre avec
X™ défini en 1.1) et le morphisme canonique X™ — X x Spf(%,,) sera
noté ¢™. On supposera s = 0 pour simplifier, les résultats pour s quel-
conque se déduisant par itération, on a done F *(t) =tP. On choisit enfin
comme relévement du Frobenius X™—3™ celui donné par
T—TP.

LEMME 4.2. 1l existe un diagramme commutatif

am = xmy, — X

Am jm-1)
T Foyim T (1) T Fy

dans lequel ¢ A™ sont des morphismes de ,,-schémas formels, ¢ g
étant égal a la fleche induite par Fg sur D(0, A.).

PREUVE. On définit @ par @(f):=F*(f) pour feA’, o(T):=
= (&%, /Em-1) T?. On vérifie que cela passe au quotient ainsi qu’au com-
plété car v, (&5, /&,,—1) = 0. Pour construire 4™, on utilise I'isomorphi-
sme X™ = Spf (9, {T}). Il s'agit donc de construire un diagramme
commutatif

Wm{T}, j?T). Wm—l{T},®"\9m~1vm
| Fim | o*
Vp{T} =————= V0 {T}

On définit alors 4™* par A4™*(T):= (&8, /&,,_1) T.
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PROPOSITION 4.3. Sous les hypothéses de 4.1, soit (E, V) un module
a connexion sur un voisinage strict V, de 1X\xly dans Xy tel que
lI[nful‘IQ(E, A) > As. Il existe alors un module a connexion E'
elu,

sur le voisinage strict V,» de Xg tel que
Py: FE(E')=>E,
Vielu, 1], o(E', AP) /AP =(o(E, ) JAP > A8 =A,_;.

AM* o jfn=Dx (B S(3* E) sur X', pour tout n tel que A, =u .
Si en outre, Inf Q(E A)>Asy1, on note 8¢V :=sp, (jE). Le

Oy-module 8(8) = Im (F , 8(8“)—)F g8+ DY posséde une structure de
@) g-module et on a

@ F*(S(s)):‘)g(s+l), 8(8):Sp*(j”ﬁ*E’)-

PREUVE. Remarquons tout d’abord que F(V;) = V,» car pour y € Xk,
on a [ty |P=|F*{)y)|= |t(F(y))|. Comme avec I'hypothése de
I'énoncé, l'opérateur H; opere sur les V, daprés 2.1(iv), on peut
poser

4.3.1) E' = Im(Fg B2 Fy E).

Comme V, est affinoide, E' cohérent et Fy fini, Fg, E est cohérent
sur laffinoide F(V,)=V,» de Xk. D’apres les théorémes de Khiel
et de EGA1 §10, le foncteur sp, est exact sur les objets cohérents
sur les affinoides, ce qui entraine

. , . Hy .
SPx (]/ﬂ’*E’ ) = Im (spy FK*]u*E_‘)Sp* FK*]/z* E).

Sous l’hypothese Inf Q(E A)> A1, SPx Jux B est muni d’'une struc-

ture de @§S Y- module (2.13ii))). Comme spy Fyjux B =F «5ps jun B,
on a spy(jee B') =8¥. Dapres 2.3, la fleche canonique @: F*§® —
—&6*D  est un isomorphisme en dehors de Ja[,, mais comme les
opérateurs H,t ~" opérent sur les V; pour A assez proche de 1~ (2.1(iv)),
@ est en fait également un isomorphisme au voisinage de x, ®$dS -
linéaire, Paction de @) sur 8 étant donnée par Paction des (3§%)’
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sur §¢*1V, Pour les mémes raisons, si , I[nfl]Q(E , A)/A>A,, @ induit
elu,

un isomorphisme horizontal sur V,»,: Fg(E') = E.
Les foncteurs image inverse étant exacts & droite et d’apres 4.2, on
obtient successivement:

(o — , (m— Hy s (m—
(pl*(ozl((n D*(E' )'—“Im[qo}‘}oz,({” 1)*FK*E_>¢1*}°7'1((7L D*FK*E],
Lot V*Fy E=i*FFy . E .

On compose cette derniére fleche avec le morphisme d’adjonction pour
obtenir une fléche injective et fonctorielle en E, % oiy  "* Fy E—
—i*E. On applique ensuite le foncteur (Fym)g,. Mais @k =
= (Fqm)E o A4%* (4.2) et Ton dispose de la fleche d’adjonction Id —
= (Fym)gs (Fym)g qui est injective car Fy est fidelement plat, d’ou
finalement une fleche injective et fonctorielle en £

AP* 030 V% (Figy B) o (Fopon )u (i7* B,

puis, en notant 7' une coordonnée sur X™ compte tenu de I'égalité
Hy = H;, un diagramme commutatif:

A(n)*oi(n—l)*(F E) H‘, A(n)* i("_l)*(F E')
K K Kx K °'kx K%

| |

H
Fe)gx (¥ E)  —>  (Faw)gx(i{"* E)

Ce diagramme induit une fleche injective A% o iy V*(E') c(i{"* E)'.
Pour se convaincre de la surjectivité, considérons eeI(V,, E) et ¢
eI(D(0, 1), Ox). On a alors

Hy(ge) = ; Hy (T "¢)Hp(T"e).
r<p
Pour tout r<p, Hy(T "¢) converge sur D(0, A} _;) de sorte que
Hy(ge) est dans limage de A%* oi Q™ V* (Fgy B) cs(Fym)gs (i8"* E),

on en déduit lisomorphisme A% 03" " V*(E') c»(ig"* E)’ il vient alors
d’apres 2.3, pour tout » tel que 1, =u,

0B, dy_) =@l V*E’, 1) =o(Ak oiff ~V*E’, 1) =o(if™* EY', 1)=

=oG"*E, 1) =o(E, A,) .
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On peut du reste démontrer I'égalité o(£', A?) = o(E, 1)’ pour A =u,
par les mémes arguments qu’en 2.3. La preuve utilisée ici fonctionne aus-

si pour tout A=y, & condition de recourir 4 un isomorphisme A
convenable.

COROLLAIRE 4.4. Soit (E, V) un module a connexion défini sur un
voisinage strict V, tel que j'(E, V) soit surconvergent (c¢f 1.5.6). Si E’
est l'isocristal

B’ = Im(Fg E 5 Fy, E)

défini sur V,» alors, j TE" est surconvergent. Si de plus, il existe r € Q tel
que o(E, 1) = A" lorsque A = u, alors on a également o(E', A) = AP pour
A= uP. En particulier, si E est fuchsien, c’est a dire o(E, 1) =4, il en
est de méme de E'.

PREUVE La condition de surconvergence assure que lim o(E, 1) =
A—1"

=1 = (&, 1). Par conséquent, pour tout s, il existe 4 convenable pour le-
quel les hypothéses de 4.3 sont satisfaites pour j,. E. On obtient alors
que o(E', 1") = o(H, AVPY 517 = o(E£"', 1). Cela entraine la surconver-
gence de jTE' (on n’a pas besoin ici de la continuité de la fonction
o(—,4) en 1=1). La derniere assertion résulte aussi de la for-
mule o(E ', A) = o(E, AYP)? valable pour A = u?. Dans ce cas, si I'on peut
choisir u =AY, alors o(E,A)>A,,; pour 4>/, (de sorte que
sps (Jux B) est un @%3-module) et o(E’, 1) =A".

5. — Décomposition de Jordan des isocristaux surconvergents fu-
chsiens.

(56.1) Récemment, G. Christol et Z. Mebkhout ont défini une notion
d’exposants associé a tout isocristal surconvergent E fuchsien en x (c’est
a dire tel que o(¥, A) = A pour 4 proche de 17) [Ch-M1]. Lorsque I'expo-
sant de E a des différences non Liouville, il se représente par un n-uplet
d’éléments de Z,, dans ce cas, E' se décompose comme extension succes-
sive d’isocristaux de rang un, la décomposition ayant lieu sur I'analogue
p-adique des séries formelles méromorphes en  [Ch-M1]. Pour un chan-
gement de base approprié, la matrice de E est méme alors a coefficients
dans K et posseéde donc une décomposition de Jordan (on dira alors que
E possede une décomposition de Jordan en x).
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On propose ici un critére de nature topologique pour qu’un isocristal
surconvergent en x posséde une décomposition de Jordan ce qui jette un
nouvel éclairage sur le résultat de Christol et Mebkhout. Je leur em-
prunte I'idée de considérer la suite des antécédents par Frobenius ce qui
revient en terme d’opérateurs a étudier la suite (H{®(E)),s,. Dans une
prépublication récente, Dwork a amélioré la construction de 'exposant
d’un module fuchsien. Les résultats présentés ici recoupent en partie
ceux de Dwork bien que la présentation en soit différente.

(56.2) La K-algébre R définie par
(6.2.1) R:=ImI(V;N]al, Ox,) =

A<1
:[Eaktk,vn<1, lim |ay|n*=0; 3A<1, lim |ak|,1k=o],
keZ k— + o k— — o

remplace dans la théorie des équations différentielles p-adique, I'algébre
des séries formelles méromorphes complexes (voir par exemple [Gal,
§ 2.1]) sur laquelle tout module & connexion posséde une décomposition
de Jordan [Lev].

(5.2.2) On dira qu’'un module & connexion défini sur une couronne
[x], NV, (resp. sur R) posséde une décomposition de Jordan s’il existe
une base dans laquelle sa matrice relativement & ¢3; est sous forme rédui-
te de Jordan.

Comme on s'intéresse uniquement a la décomposition sur R, on sup-
pose que X est affine comme en 1.2. Soit (£, V) un isocristal surconver-
gent fuchsien en « défini sur un voisinage strict V;. On cherche & décom-
poser (E, 3;) sur R. Comme X est ici une courbe, on peut éventuellement
supposer, quitte & augmenter 4, que E est libre sur V, [Crwl, 4.9]. On ne
précise pas a priori de relevement du Frobenius. On s’attend a ce que
EQ®R posséde un sous-module & connexion de rang un de la forme
td;+ a, aeZ, (la surconvergence entraine qu'un tel a est forcément
dans Z,) et que tous les sous-modules de rang un soient de cette forme.

(5.2.3) Commencons par quelques remarque concernant la topologie
de R, pour l'essentiel tirées de [Crw2]. Considérons un module & conne-
xion E défini sur V;. Comme pour u =21,

IelNV,, B)=1V,, EY®Ix[NV,, Ox)=[(V,, E)®I(Ja[NV,, Oy,),
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on a liLnI"(]x[ﬂVﬂ, E)=I(V,, EY®R. Comme I'(V,, E) ® R est de pré-

u
sentation finie sur R et que X est une courbe, il résulte de [Crw2, 6.1] que
c’est un R-module libre. De méme pour u = 4, I'Jx[ NV, E) et I([x], N
NV;, E) sont libres de méme rang et on a un isomorphisme canonique
z[NV;, B) =limI([x], NV}, E).

U
On munit I([x], N V;, E) d'une norme de Banach provenant d’une
présentation de I(V,, E) (toutes les normes sont équivalentes) puis on
munit I'(Jx[ NV, E) de la topologie limite inverse si bien que I'(V,, R) ®
® R est de facon naturelle un espace £F.
On note || — ||[,1,,,] une norme de Banach sur I'([x], N'V;, E) qu’on sup-
pose construite a partir d’'une présentation de E.

LEMME 5.2.4. Pour tout s, il existe u, tel que pour tout u=u,,
@LEY opére sur [(V,, E). Si A est tel que o(E,y) >, pour ye
e (A, u,l, alors DGV opére sur (V,, E)SiAdesttel que o(E, y) y 1> A,
pour y €[4, u,l, alors H® ainsi que les t* H{¥t~* (a e Z) opérent sur
nw,, E).

PREUVE. On sait que pour tout n <1, lim||8”°](e)||V n* = 0 pour tout

u proche de 1~ et ee I[(V,, E). Par consequent pour n > 4,4, il existe
us tel que pour tout u = u,, on ait

lge** V188 @y, < Ay 1 /m*(1g+ V1 /25 DS @)y, 7 —0,

car |tV /AR, < || 7°® (1.2.1). Quant A la deuxiéme partie du lem-
me, elle résulte de 2.1(ii, iv).

(5.3) Dorénavant E désigne un isocristal défini sur V; tel que j " E soit
surconvergent et fuchsien en x. Comme o(E, y) =y, t*H®t %, aeZ,
opére sur I([x], NV, E) pour tout s=0 et ue([A, 1[.

LEMME b53.1. St E est fuchsien en x, [lopérateur K-linéai-
ree—t*H®t ~*(e) défini sur I([x], N V,, E) est continu mais sa nor-
me dépend a priori de s, mais pas de aeN.

PREUVE. Posons q:=p®*!, remarquons que ¢t"H "t " ne dépend
que de r modulo ¢ puisque t? commute 3 H{®'. Comme on a I'égalité
2 t"HSt " =1 dans, ®$* Y on peut définir une norme de Banach sur

r<gq
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I([x],NV,, E) en posant

(5.3.2) lello := Suplle” H2t 7" (e) i, ua -

r<gq

Les deux normes || — || et || = |1, ,; sont done équivalentes, d’olt la conti-
nuité de e—t*H{®t %, la norme ne dépendant pas de aeN.

11 est apparu a postériori que les opérateurs t* H®'t ¢ se comportent
de fagon similaire aux matrices R, p, ¢ définis par Dwork [Dw, 3.1],
lisocristal £ étant décrit par le systéme différentiel 9, — G dans une base
(e;); fixée, D:= Diag(a,, ag, ..., a,) avec a; € Z,, n étant le rang de E.
Par définition, on a

Rs+1,D,G(t) = (I_IC;_:IC_D‘U(L Ct)’

Yt w)i= 3 Gult)w — 1) /K1

Les matrices G,(t) ayant été définies en 1.5.4, la notation G, (t) plut6t
que G, indiquant que les matrices sont calculées par récurrence a l'aide
de la dérivation J,, puis évaluées en ¢ (dans I’article de Dwork, K est algé-
briquement clos de sorte que variables et points sont constamment con-
fondus). Ici, ¢ et w sont deux parametres uniformisants en x, on adoptera
done plutét comme définition

(53.3) Y, wyi= 2 T o(G)w = ) JRL,

lopérateur de translation T} , étant défini en 1.3.3 et la famille (Gy)y
étant construite & l'aide de la dérivation J,, lorsqu’on réduit modulo
(t—a), aeK, |a| <1, on retrouve la formule de Dwork Y(a, w). On re-
marquera que Y(t, w) se déduit des matrices de solutions généri-
ques:

(5.3.4) zk‘,(—r)k®a§,’;l(ei) =§k‘,Gkr"/k!, (T:=10w-w®1)

3
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par la transformation a ®b®e—T; ,(a) be. On a done

r

Y, w) = (Ekl(t —w)¥ aﬁ‘](ei)) = (Tt,w(ei))i ,

1

(635) & Royq, -pct)= (q_lczlia‘ Tt,Ct(ei)) =

1

1

= (q _lg?-_:lg_al TCt,t(ei)) =@ Ht " (e;)); -

N

car Ty g =Te-1;, €t Ty 1t "=t "% “Ty . Pour aeZ,, a, désigne
Ientier tel que a = a, modulo p**! et tel que a,e [0, p**'[. On pose
alors

(5.3.6) HY :=t“H®t %,

et si e (resp. a) désigne la base (¢;); (resp. (a'V, ..., a™), n:=rang (E)),
alors on définit

HP(e):= (H(€)))i=Rys1, -p,6(t), D:=Diag(a®).

Eecrivons maintenant la condition de cocycle (inverse) pour £: on a
successivement pour tout ee E, grice a 534,

%(t@l@ -1Q1®t)® 3 (e) =
=kEl(<t®1 111 ®(It®1-181t)) R8sl (e),

%Gk(e)/k!(:l@l@t—t@l@l)k:

=§l‘,(1d®Gl/l!®Id) (%Gk(e)/k!(l®t—t®1)k®l 1(1Rt-t®1)).

On choisit ensuite trois parametres uniformisants en x, ¢, s, t3:=1¢ et
on applique la transformation a b @c®e— T, (a) T}, ., (b) ce, e par-
courant la base e. On obtient

%Th, (G /Rt — ;)" = ;T@, t(Gy /1) %Ttl, u(Gi B — 1) (85— t)',

formule dans laquelle les matrices G, sont calculées a l'aide de la dériva-
tion 9, et ou T} ., (Gy/k!) désigne la matrice obtenue en appliquant T;
aux composantes de la matrice G, /k!. On obtient en définitive avec la dé-
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finition 5.3.3
(5.3.7) Yy, t3) = Y(Lg, tg)th,, 1 (Gy, [ED)(ts — k.

Cette formule s’apparente a celle de [Dw, 2.2] & ceci prés que dans le se-
cond membre on n’obtient pas tout & fait Y(¢,, t;) puisque G, se calcule a
l'aide de 9, et non de J,,. Ces formules ont un sens sur toute couronne
pour lesquelles [|t; — t3| et |[tz — t5|| sont assez petits afin que T}, ,, et T, 4,
agissent sur la base de ¢ de E sur la couronne. Remarquons enfin que
5.3.7 montre que Y(i,, t3) =T}, 4,(e) est inversible.

Traduisons maintenant 3 l'aide des opérateurs H la formule
EPR, .1 p(t) =R, 4y, p(Et))Y(2, &t) [Dw, 8.1.3]. On a, compte tenu de I'é-
galité T, , =Ty, &, valable pour toute racine de I'unité Z,

Ty HP =Ty q " qzlﬂ_a”Tyt,t=q_l ;lﬂ_a“Tygt,t=CasHés)-
H = put=

Do, en faisant opérer sur la base e, l'égalité (% Hg(s) (e) =
=Ty, () Ty, (HP(e)).

(5.3.8) Comme pour u = s, H{* t* H(® est nul si k est non nul modulo
p**! et est égal & H{t* lorsque p**! divise k (cela vient de la semi-li-
néarité par rapport & F), on a en utilisant 1.3.6,

Hés) — 2 t'rHt(s+l)t —r+a3Ht(s)t -0y — Z tms”+a’Ht(s+ l)t —(rp5* 1+ a,) )
r<pst? r<p

On peut alors reprendre 'argument de Dwork [Dw, 3.2]: on construit de

proche en proche aeZ; a partir de la suite (a,); avee la propriété

[det (HP(e))lls,=1. On démarre pour cela avec Dégalité I,=

= > t"H{t "(e) qui montre qu'il existe un vecteur r < p (ie ; < p, Vi)
r<p

tel que ||det (¢ZH ¥t "Z(e))|ls, = 1; on conclut par récurrence sur s grice
a la formule ci-dessus et & la multilinéarité du déterminant: si r <p est
tel que

ldet (¢2" "'+ @ HE+ D ~@* 4 a0 ()| = det (HO ()l = 1,
alors on pose a,,;:=7rp**!+a,.

(54) On a vu en 5.2.4 que H (définition 5.3.6) opére sur I'([x], N
NV, E).On peut se demander sipour a € Z,ete e I'([x], NV, E)fixés, la
suite (H<”(e)); > o posséde une limite. Supposons que I([x], N V;, E) pos-
séde un sous-module de rang un, c’est a dire qu'il existe a € Z, et un vec-
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teur e e I'([x], NV, E) tels que t5;(e) = ae. En se plagant dans la base
{e}, le systeme différentiel s’écrit t3; + a (on a donc G:= —a/t en 5.3). On
calcule alors pour feN:

k-1
(641 PHP1 @) =g 2 (-1 I1(#8—i-p)/kle) =
0 i=

gi=1,k=

k—
=q¢7' 2 (C—l)k_g:(a—ﬂ~i)/k!e=

¢9=1,k=0

¢! 3 Z(C—nk(a_ﬂ)e:
4 k

1=1 k=0

=q¢7' X (1+§-1)0"Fe=

£9=1

0 sia-p#0 mod
{ sia=p#0 modq o oy og.

e sia—fB=0 modgq

En prenant pour 3 'entier a,, on trouve t* H/t ~*(e) = e. En particu-
lier lignHés)(e) = e. Plus généralement, on a le résultat suivant:

PROPOSITION 5.4.2. Soit E un isocristal surconvergent et fuchsien
en x et qui posséde une décomposition de Jordan en x (voir 5.1). Alors
pour A assez proche de 1™, pour tout u = A, ecI([x],NV,, E) et B Z,,
la limite ligan)(e) existe dans I([x],NV,, E). De plus, la famille

dopérateurs K-linéaires sur I([x],NV;, E), (e=H"(e))s, , est uniformé-
ment équicontinue. Les valeurs de B € Z, modulo Z, pour lesquelles il
existe e tel que lim Hf" (e) soit mon nul, sont précisément les valewrs

propres (relativement & to;) de la décomposition de Jordan.

PREUVE. Puisque E posséde une décomposition de Jordan sur R, il
en est de méme sur une couronne Jx[ NV, pour A proche de 1~ . Choisis-
sons alors une base {e,, ..., e,} de I([x],NV,, E) dans laquelle la ma-
trice de (&, t9;) soit sous forme de Jordan. Il suffit de considérer le cas
ol cette matrice s’écrit al, +J avec aeZ,, et J la matrice nilpotente
dont le coefficient d’indice (7, j) est nul si ¢ #j + 1 et égal a 1 sinon. No-
tons P,(X) le polynéme X(X —1)...(X -k +1)/k! (Py(X)=1). On va
montrer par récurrence sur k=1 et récurrence descendante sur j
que

k=1 n—j
(54.3) _I:Io(tat — 1) /k\(e;) = lgop,gn(a) Jle; ;.
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k-1
La formule est vraie pour j =n car t9;(e,) = ae, et on a 'H td,—1)/

Jkl(e,) = ( ) e, et vraie également pour k = 1. Supposons la formule vé-

rifiée pour les couples (j+1,k=0) et (5,{1,...,k—1}). On écrit

k-1 k-1
.[zlo(tat — 1) /k\e;) = J;[l(tat — 1) [k ae; + ej41) =

k—2
=t Ho(ta’ — 1) k!t " ae; + € 41)) .

Mais dans la base {t ‘e, ..., t "'e,}, la matrice de (¥, t3,) reste sous
forme de Jordan avec a — 1 au lieu de a sur la diagonale. On peut done
utiliser I’hypothése de récurrence aux rangs (j, k—1) et G+ 1, k—1),
ce qui nous donne

k-1
.IJO(tat — 1) [kle;) =

n—j—1

n—j
:k‘lt[alzP,ﬁ’ll(a—l)/l!t‘lej+l+ > PP(a-1)/0t" ejml]:
=0 1=0

=k! Z[ZP,Y Pa-1)/ll+aPP (a—1) /U] e, .

Pour conclure au rang (4, k), il suffit maintenant de prouver I'égalité
suivante

fPX -1+ XPR (X - 1) /I = kPP (X).

11 suffit pour cela de remarquer que XP,_;(X-1)=X(X-1)...(X—
—k+1)/(k—1)! = kP, (X) puis de dériver [ fois en utilisant la formule de
Leibnitz. La formule 5.4.3 permet alors d’écrire

n—j
H{"(¢)) = ¢;q 7 El S E-1F 3 PP(a—p)/lle..

Les deux séries formelles en X et Y, Z Py(X) YFet 2 X7 /jllog (1 + Y)Y

sont égales [Ch-Dw2, 2.8]. La seconde converge dans le polydisque
{]®| < |=|; |y| <1}; quant & la premiere, elle converge dans le polydi-
sque { |x| < |p°|; |y| <As)avec 4] >4,. En dérivant [ fois (I > 0) les
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deux séries formelles par rapport a X, on trouve

S P Y= (log(1+ 1)) 3 X/t log (1 + ) =
=1 j=

= (log (1 + Y))lkEOPk(X) Y.

Lorsque zeZ,, les deux séries en Y: X P{P(x)Y" et (log(1+
k=0
+)) > Py(x) Y* convergent pour |y| < 1. On peut done les évaluer en
k=0

y=¢—1 si bien qu’'on a pour [ >0
kZI(C - 1)PP(a—B,) =log 1+ (- 1))lk§>:0Pk(a -B)E—-1F=0.
Il reste finalement

Hi' () =¢j+q7" B 3 (-1 Pula=p)e=

=q ' D A+E-1)Prg=
=1

0 sia—B,#0 mod
{ a=h °%9 1B.Ch, 26].

e; sia—f,=0 modg

Cela montre que lignHlés)(e]») existe pour tout BeZ, et [|HS(¢;)] < |le; |

pour tout a, s. Il reste a étudier limHj* (e) lorsque e s'écrit 2 f;e; avec
s 5

fii= 2 A, ;t" dans I ([x], NV}, Ox,). D’apres le lemme 5.4.5 (voir plus

reZ
loin), on a

Zligan)(fiei) =2 3 4,t"lim HY (e).

i reZ
Mais limH ) .(e;) est nul sauf pour 8 — r=a. Done, limH, és) (e) est nul
sauf si B — aeZ et dans ce cas, on trouve que la limite est égale a

1i§ans>(e) =D Ap aiti- PB-aeZ).

Enfin, comme les normes de Banach sont équivalentes sur I([x], N
NV,, E), on peut supposer que || — || est la norme du Sup dans la base de
Jordan. On a alors

tim H;”(e)[| = Sup [45_4,:| < Sup [ £i]| = [lel .
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REMARQUE 5.4.4. 1) La convergence n’est pas uniforme par rapport
3 a car si par exemple, f:=a +p**!, alors Hs" (¢;) est nul si s >u et
égal 3 ¢; si ssu.

2) Si on travaille avec la norme du Sup dans une base de I'(UgN
NV,, E),5.4.2 affirme qu'il existe une constante x telle que || limH 2| <

< k|¢|| pour tout B € Z, et tout e € I'([x], N V;, E); mais la constante x dé-
pend a priori de A et u.

LEMME 5.4.5. Soit eeI([x],NV,, E); supposons que lignHés)(e)

existe pour tout B € Z,, et qu'il existe x tel que |H5” ()| < xlle]| pour tout
s et B, alors pour f= 3, A,t"e [([x],N V3, Ox,), lim H{Y(fe) existe éga-
reZ

lement et cette limite est donnée par

(5.4.6) lim Hy”(fe) = 3 A,¢7(lim ¢%~"H®t P+*7(e)) .
8 reZ

De plus, H" (fo)l| < ]| fell.

PREUVE. Comme [|H;” (e)|| < Klel| pour tout » e Z et que par ailleurs,
A,t" tend vers zéro dans I([x], NV}, Oy, ) lorsque |r| tend vers + «, on
voit que le second membre définit bien un élément de I'([x], N V;, E); on
le note e¢’. D’apres 1.3.6, on a:

Hé“”(fe)=Hés’( > (t*Hé”t-*)(f)e)=

|r|<(g-1)/2

= L RTCHOUTOHO @),

On en déduit que [[H"(fe)| < Kﬂell| | S(upl)/znt*H;”t (Ol = diflllell-
rl<s(g-

Mais comme E est libre sur [«], N v;, on peut choisir || — || de telle sorte
qu'on ait ||fl|llell = || fel. 11 vient ensuite,

HP (fe)—e' = szlrt’(Hgs_’,(e) —limHy” (e)) +

+ X @HPtT()-AHS (o) - X A tTH (),
|r] <(g-1)/2 [r| >(g-1)/
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avec
WHOE ) =t = 3 Apaigt™ ¥
ieZ*

Comme | >  A,t"||s, . est petit pour s assez grand et que
r>(q-1)/2

Min(r+¢q, r—q) = (¢ + 1)/2, on voit que des trois sommes composant
H{(fe) —e', les deux derniéres sont petites dé t d

; , petites dés que s est assez grand.
Quant a la premiére somme, elle est également uniforme petite (par rap-
port & B et r) lorsque s tend vers + o, d’ou le résultat.

(5.4.6) On peut des lors espérer que pour un isocristal surconvergent
fuchsien en z, les sous-modules de rang un de I{[x], N V;, E) peuvent
s’obtenir par un procédé limite analogue & celui de 5.4.2. Cependant la li-
mite lignH és)(e) peut ne pas exister ce qui correspond, conformément au

résultat de Christol et Mebkhout au cas ol 'exposant posséde des diffé-
rences Liouville. Voici un exemple ol une telle obstruction apparait:

EXEMPLE 5.4.7. Considérons lisocristal surconvergent fuchsien

donné par
0 0
to, +
(f /3)

avec fi= 2 A, t"eR et BeZ,\Z. Alors imH " (e) existe pour tout
neZ s

ec RQR si et seulement st Eln/(,B +mn)t" e R. En particulier, si B est
Liouville et f convenablement choisi, cette condition n’est pas rem-
plie.

PREUVE. Soit aeZ,; remarquons tout d’abord que si S, /(B +
+mn) t" e R, alors danslanouvelle base (e; — 21, /(B + 1) t"e;, €;),lama-
trice de l'isocristal devient Diag (0, 8), de sorte que la limite existe d’a-
prés 54.2. Pour voir la réciproque, on commence par calculer pour
1=1

1—1

£ (ey) = (t/4) 113~ V(ft o) = ~ Z7lnt“(ﬂ+"_1)e2,
1 neZ

Il vient ensuite a l'aide de la formule de Leibnitz (pour développer
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s+1
’

¢3¢ ~%s), q désignant p
H (ey) =

4 ol [T 1 [B+n)—a, |
q gzlkgo(c D [( k )el+n§lel /3+n( 1 X’C—'L)lnt ez]
( Y e as)el+ DRI z(ﬁ”)m 1>k( “f)ezz

£1=1 /3+’n, gim1iz1| §  Jize k—i

(—12§a,)e+2 —12;a(cﬂ+n 1)62=

gi=1

e — > Ant" J(B+m)e; sia,=0 modg,

n# —fsmodq

> Ant™J(B+m) e, si a,#0 modq.

n=a;—fsmodq
D’oli, en tenant compte de ce que f¢Z,
— Zlnt”/(ﬁ+n)ez sia=0,
neZ
: (s —
lim HP(e1) = § 16" /(B+m) ey si a—f=neZ,
0 sinon.

Lorsque a =0, l'existence de la limite exige donc que la série Zl /

/(B +m)t" soit dans R. Si g:= Z,unt" e R, on calcule llmH(s’(gel) a lai-
de de 5.4.5, on trouve

lim H{ (ge) = 2  Hat" (im H{? . (e1)) =

U bl Zl WA )(B+m) ey siaeZ,
D Unt gt P f(a—m) e, si a—BeZ,
neZ

0 sinon.

Dans le cas ol @ — B € Z, la limite est en fait égale au terme en ¢~ # dans
le produit de g par 21, /(8 +n) t™. Les deux valeurs de a e Z, |Z pour

lesquelles I'obstruction & I'existence de la limite apparait sont 0 et 8 qui
sont précisément les exposants présumés du systeme.
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(5.5) On va s’attacher maintenant & prouver la réciproque de 5.4.2.
Soit E un isocristal surconvergent fuchsien en x. On fait désormais
I'hypothése (voir la définition de H'® en 5.3.6):

(551 3A<1, Vueld, 1, VaeZ, Yeel(V;N [zl,, B), imHO(e)

existe dans I(V, N [x],, E) et 1a famille (e H " (e)), , est uni-
formément équicontinue.

11 suffit d’apreés 5.4.5 de vérifier I'existence de la limite pour tout a € Z,
pour un systeme générateur de I'(V, N [x],, E). 1l suffit en fait de trou-
ver une base e et aeZ; pour lesquels ligan(S) (e) existe avec

lign det (HQ‘S)(_Q)) #0: comme Ty ,(e) est inversible (5.3.7), la formule

E“HP(e) = Ty, (e) Ty, (H'(e)) montre que si z est un zéro de
det(lignH és)(g)) sur la couronne Cj; ,;, alors £z I'est aussi pour toute ra-

cine p**l-idme de l'unité. Lorsque s — + %, on voit done que le détermi-

nant aurait une infinité de zéros sur la couronne fermée Cj; ,,, et serait
donc nul contrairement a ’hypothése. Par conséquent limH (s’(e) définit

N

une base de E sur la couronne qu’on substitue a e. Comme H(s) _
=q ' 2 &PhTy, etTy (HM=("HMlorsquel?=1,q:=p** ', u=s,
ti=1

on en déduit que Ty .(e;) = L% = {°"¢; puis

H'(e) =g~ 2 g0t ve,
t7=1

si bien que H és)(ei) est nul pour s assez grand si 8 # a. Par 5.4.5 on con-
clut alors que lignH 5% (e) existe pour tout e E. Par conséquent, il suffit

de montrer I'existence de la limite pour le vecteur a associé a la base e
construit en 5.3.8.

Je ne sais pas dans quelle mesure ’hypothése d’uniforme équiconti-
nuité serait équivalente a l'existence de la limite. On remarquera que
5.5.1 ne dépend pas d’un cadre matriciel et est de nature différentielle.
On suppose dans 5.5.1 que le 4 est tel que o(E, u) =u pour tout ue
€[4, 1]. On notera L,(E)cE le K-espace des limites donné par
{ligan)(e)/e e IV, N [x],, E)}. Si cela s’avére nécessaire, on peut pré-

ciser l'intervalle I:= [A, u] sur lequel on travaille en notant £, ;(E); de
méme ||—|; désigne une norme de Banach sur I(V,N[x],, E).
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LEMME 5.5.2. L'action de 3; sur E induit une action de t3, sur
Lo (E). Lopérateur K-linéaire e— lignHés)(e) agit par Uidentité sur

L, (E) lorsque B = a et par 0 sinon. St t' est une autre coordonnée locale
en «, alors il existe pour A assez proche de 17, un isomorphisme
(LL(E), t3,) = (LY (E), t' 3,.), entre les deux sous K-espace des limites,
£ et £ obtenus respectivement o Uaide de H® et HS.

PrREUVE. Pour voir que 'action de 3, sur E induit une action de £9; sur
£,(E), on part de 'égalité suivante dans @$+ ! qui provient de la com-
mutation de H® avec t3,:

tatngs) = tas(tat + as) Ht(s)t TG = tasHt(s)(tat + as) t %= Hés) tat .

Comme 0, agit de fagon continue sur I(V,N[x],, E), on obtient
13, (lim H{(e)) = Him H " (t3,(e)) € £,(B).

L’opérateur H'® agit également de maniére continue sur I'(V, N
N [x],, E), (6.3.1) si bien qu'on peut écrire

(5.5.3) lismHﬂ‘s)(limH(ﬁ“)(e)) = lign limtAs H® tPu—2s HWt ~Fu(e).
uUZzs uUZs

Si B =a, alors pour u=s, B, — a, est multiple de p**! de sorte que
th«=% commute & H®. On vérifie en outre que pour u =s, H® H™ =
=HM™ H® = H™ SienrevancheB = a,alors8, —a, =8, — a, modp**!
qui est non nul pour s assez grand et on sait alors que H/®t#+~ % H™ est
nul. On en déduit donc que 5.5.3 est nul lorsque § # a et que lorsque
B=a,on a

lim Hés)(liln H®™(e)) = lignliint“"H,(“)t “%u(e) = lim H™(e).

Si t'—temO, alors on a légalité T, H =t'““HPt'*T, ,
dans Miq. En effet Ty Ty =Ty :Tse-1y=Ty -1y=Ty Ty s De
plus, E étant fuchsien et T, , étant un opérateur en t* 3} dans @§J Y
(pour s assez grand), T; ; opére de maniere continue sur I(V; N [x],, £),
(2.1(iv)). L’opérateur inversible T; , induit donc un isomorphisme
L£L(E) = £L(E). Larelation Ty ;t3,=t' 3, T}, montre enfin que cet iso-
morphisme commute & l'action de ¢9,.

Il reste & examiner le cas ol £’ = ut avec ue Oy et 3 (t) e 05 . Cela
exige que [lull,=1. Siue®, on atd,=t'9, et H* = H® et on a fini.
Comme «x est k-rationnel, on peut dés lors supposer que #(0) =1 et donc
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que |ju — 1||; <1 (ot I:= [4, «]). On ne peut pas parler de T} , dans Mq.
mais en revanche lim 2 (u — 1)¥t* 5%¥1(e) existe dans I'(V, N [z],, E) car

k<sn

E est fuchsien. En effet, on a pour tout y € [4, u], et ¢ proche de y ~,
llcw — 1) ¢ 3 l, = (lltw — D, v /o) 131 (e)]l, 0¥ —0..

On définit ainsi un opérateur K-linéaire sur I'(V, N [x],, E) et il suffit
ensuite de vérifier qu’il est continu, inversible (cela résulte de ce que u
est inversible) et qu’il commute a ¢3;.

LEMME 5.54. (i) Pour tout meZ, la multiplication par t" induit
un isomorphisme de K-espaces vectoriels entre £,(E) et £, ,(E). Les
sous-modules & connexion fuchsiens de E, I(V, N [x],, Ox,) Qg L,(E) et
IV, N [x],, Ox,) x Ly 1 (E) sont donc égauc.

() (VN [z, Ox) QL (E) et IV, N [x],, Ox,) Qg L5(E) sont
isomorphes en tant que sous-I(V, N [x],, Ox,)-modules de E si et seule-
ment si a—feZ ou bien si L,(E) et Ls(E) sont simultanément
nuls.

PREUVE. Siee £,(E), alors lignHo(fln(t"e) = t"lignH,ﬁs)(e) =t"e d'a-

pres 5.5.2, on a donc t"ee £, ,(E), dou ().

Supposons £, (E) et £5(E) non nuls et soit (¢;);, (f;);) des bases (éven-
tuellement infinies) des K-espaces vectoriels £, (E) et £5(E). Si les sous-
I(V, N [x],, Ox)-modules de E engendrés par £,(E) et £5(E) sont iso-
morphes, alors il existe une famille finie (g;); d’éléments de I(V; N
N [x],, Ox,) telle que e, = 2 g; f;. Quitte a multiplier cette relation par une

puissance de t, et & changer a en a + 7, on peut supposer qu’il existe 1 tel
que g;, o soit non nul dans K. Il suffit de montrer qu’on a alors a = 8. D’a-
pres 5.4.5, on a, en notant g; = Zgi, 7

im H (e) = 2 2 g; " imHg ().
s ireZ s
Comme f; € £3(K), lignH ,és,),( f;) est nul d’apres 5.5.2, sauf si r est nul, ce

qui donne la relation lignH ,é”(el) = 2 9i,0 f; qui est non nul. A nouveau
(3

par 5.5.2, cela exige que a =j.

LEMME 5.5.5. Pour tout aeZ,, d}{mﬁa(E)Srg(E). Sia® a® ..., a®
sont des éléments distincts de Z, [Z, alors les I(V, N [x],, Ox,) Rk
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Rx Lo (E) sont en somme directe dans E. En particulier, il n'existe
qu'un nombre fini de valeurs de aeZ, [Z pour lesquelles £,(E) soit
non nul.

PREUVE. Soit (e;,;); une base du K-espace vectoriel £, (&). Suppo-
sons qu’il existe une famille finie (f; ;); ; de I(V; N [x],, Oy, ) telle que
Zf, €= Z Efk T j- En écrivant f; ; = Z fi,;,»t" et en appliquant

hmHam a cette égalité, on obtient grice a 54 5:
33 fugrt"Bm Hlb 87 ) = 33 3 (fig,7 im HO - (e, )
j reZ $

k#=ij reZ

Mais d’apres 5.5.2, lign H‘%_,(ei, ;) est nul sauf si r=0 et comme par
hypothése a® — 7= a® pour tout reZ, on a aussi limHﬁt))_T(ek,j) =0
S
pour tout j et k # 7. En définitive, on obtient Z fi,j o€, ;=0.8Sila famille
j
(f;, j)i,; était non nulle, on pourrait supposer, quitte & multiplier par une
puissance de t, que dans la relation de départ, il existe (¢, ) tel que

fi,j,0 =0, d’out une contradiction. Les I(V; N [x],, Oy, ) Qx L, (E) sont
done en somme directe dans E.

Notons r:=rg(F), soient (u, ..., #,,1) une famille d’éléments de
£,(E). Comme E est libre sur la couronne V,N [x],, la famille
(g, -.., Up41) est liée sur I(V; N [x],, Oy, ) et il existe (f;);<,+1 tel que

> fm =0 et on peut supposer qu’il existe i tel que f; ¢ # 0. On proce-

isr+1l
de ensuite comme ci-dessus en appliquant e— hgnHés)(e) ce qui donne
> ﬁ o%; =0, d’oll une relation sur K entre les u;.

i<r+1

REMARQUE 5.5.6. Supposons qu’on ait choisi un relévement F' du
Frobenius de X comme en §.1. Notons Ef+V := {H®(e)/lee (V, N
N [x],,E')} c(V,n[x], E,)cestun (V, N [x],, F -1 Oy )-module tel que
F*F  Ef*V>E; en particulier, E¢ *V est libre de méme rang que E.
On a alors £,(E) = DOE(ES).

PROPOSITION 5.5.7. Sous Uhypothése (5.5.1), il existe aeZ, tel que
L (E)#=0.

PrReUVE. Il s’agit d’'une forme faible de 'argument de Dwork (5.3.8).
On note I:=[A, u]. On fixe e non nul dans I(V; N [x], E). Supposons
qu'on ait trouvé a,<gq:=p**! tel que [[t*HSOt % (e)|,=|le|,. Si re
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s+1

€[0, p—1] est tel que [[t% """ H®t %" (¢)||; soit maximal, on a

alors,

“ta3+Tps+IHt(S)t —as_m3+1(e)”1 _ I!Ias)flntth(s+l)t—u(tasHt(s)t —as(e))“I >
u<p

ztHOt ()|, = |lell; -

On construit ainsi de proche en proche a partir de e un élément a:=
= lignas de Z, en projetant a chaque étape sur 'une des composantes de

norme maximale. On a alors Hlignt‘“Ht(s)r ~%(e)|;; = |le|l; si bien qu’on ob-

tient ainsi un élément non nul de £, (F).

(5.6) E étant un isocristal surconvergent fuchsien en « vérifiant
I'hypotheése 5.5.1, on a vu que £,(E) est un sous-K-espace vectoriel de
I(V, N [x],, E) de dimension finie et stable par I'action de £5;. Lorsque
I'exposant de E posséde des différences non Liouville au sens de Christol
et Mebkhout, on a vu en 5.4.2 que les seuls £,(£) non nuls sont ceux cor-
respondant aux valeurs a € Z,, /Z figurant sur la diagonale de la décom-
position de Jordan. On est donc amené a définir 'exposant de £ en «x, no-
té Exp (F) par

(5.6.1) Exp(E) := ae%/zsp (604 2.E)) -

Sia — f =mneZ, alors on obtient les valeurs propres de I'action de ¢, sur
£,(E) en translatant celles de I'action de ¢9; sur £3(E) par n. On en dé-
duit que Exp (E) est une partie finie non vide de Z, /Z. Si a € Exp (E),
alors, en effectuant un changement de base constant sur I'(V, N
N [x],, Ox,) ®k £, (E) on peut mettre la matrice de I'action de £9; sous for-
me de Jordan. Si 8 est une valeur propre de cette matrice, associée a un
vecteur propre e e £,(E), alors t3;(e) = fe. Comme o(E, y) =y pour y €

il

+ B définit un isocristal surconvergent ce qui exige que f soit dans Z,.
Comme ¢ € £,(E), lignH,ff)(e) =e¢, ce qui entraine 8 =a par 5.5.2. Les

e[A, ul,on ali;n ,0% = 0pour tout ¢ < y. Par conséquent ¢3, +

exposants de E sont donc les éléments a de Z, /Z tels que £,(E) est non
nul, ou encore les a de Z, /Z tels que I'(V, N [x],, E) possede un sous-
module de rang un isomorphe a td; + a. Cette derniére caractérisation
est la méme que sur C et tout comme dans la situation complexe, les
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exposants apparaissent comme valeurs propres modulo Z de I'action de
td, sur un K-espace vectoriel de dimension finie, les opérateurs
e lignHés)(e) faisant ici office de réduction modulo (¢). Les propriétés

des exposants, notamment le comportement par suite exacte, vont s’en
trouver éclaircies. Remarquons enfin que la condition 5.5.1 peut-étre sa-
tisfaite méme si l'exposant posséde des différences Liouville (voir
54.7).

I1 reste & examiner le comportement de I'exposant par suite exacte
pour achever la preuve de la réciproque de 5.4.2.

PROPOSITION 5.6.2. Pour aeZ,, le foncteur E — £,(E) est exact de
la catégorie des isocristaux surconvergents fuchsiens en x dans la caté-
gorie des K-espaces vectoriels de dimension finie.

PREUVE. Soit 0 »F 5 E -G — 0 une suite exacte d’isocristaux sur-
convergents fuchsiens en « satisfaisant la condition 5.5.1. Comme V; N
N [x], est affinoide, on obtient encore une suite exacte en appliquant
le foncteur I(V;N[x],, —). Comme % et v sont (Myq-linéaires, ils
commutent & H'® puis & lignHés)(—) par continuité, d’ol une suite
0— £,(F) > £,(E) > £,(G)—0. La fleche £,(F) - £,(E) est injective
car L,(F)cF. Si lignHo(f)(y)e.,@a(G) avec y €@, alors il existe xe€E,

tel que v(x) =y. Il vient alors
(5.6.2) 'v(lign H®(s)) = lim H® (w(x)) = lim H®(y) =y

d’od la surjectivité de £,(E)— £,(G). Enfin, si lignHa‘f’(x) e Ker (v) il
existe zeF tel que u(z) =lignH(§s’(ac) de sorte que u(lignH,ﬁs)(z))=
= lim A (lim H{ (x)) = lim H{”(x). La suite 0— £,(F) 5 £, (E)=>

uU=8

l>£a(G)——>0 est donc exacte.

COROLLAIRE 5638. Si 0—>F-5E->G—0 est une suite exacte d’iso-
cristaux surconvergents en x, alors E est fuchsien en x si et seule-
ment si F et G le sont, si E satisfait la condition 5.5.1, il en est de méme
de F et G et on a alors Exp (E) = Exp (F) U Exp (G).

PREUVE. La premiére assertion est due & Robba (voir [Ch-M, 3.1]).
I1 y a un sens facile: si £ est fuchsien en x, alors toute norme
de Banach || —|z sur I(V;N[x],, E) induit une norme de Banach
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| = ||l sur le sous-espace F et une norme quotient || — ||z sur G telle que
| =lle<I=|lz- On en déduit que F et G sont également fuchsiens en x.
Compte tenu de ce que u et v sont (-linéaires, on voit également que si
la condition 5.5.1 est satisfaite par E, elle I'est aussi par F et G.

D’apres 5.6.2, on a une suite exacte 0— £,(F) > £,(E) 5 £,(G)—0
qui est en outre horizontale. On a done Sp(£3;e,ir)) = Sp (¢, ) YU
U Sp (£ ¢,()); d’'ou Exp (E) = Exp (F) U Exp (G).

THEOREME 5.7. Soit E un isocristal surconvergent fuchsien en x.
Alors E posséde une décomposition de Jordan sur R (déf. 52.2) st et
seulement s’il vérifie la condition 5.5.1. Dans ce cas, si 5.5.1 est vérifiée
sur V, N [x], pour tout u e [A, 11, les £,(E) ne dépendent pas de u et on
a la décomposition RQE = ® R®£ (E). La somme

aep

2 lim Hi? . (e)

neZ

converge dans RQE, c’est la composante de e dans R @ £,(E).

PREUVE. On avu en 5.4.2 que la condition 5.5.1 est satisfaite si £ pos-
séde une décomposition de Jordan. Réciproquement, sous I'hypothése
5.5.1, on va montrer l'existence d’une décomposition sur V, N [x],, en
procédant par récurrence sur rg (E). On sait que les I{Ug NV, Oy, ) @
® £, (E) sont en somme directe (5.5.5) et que I(Ux NV, Oy, ) ® £,(E) est
un module fuchsien de rang dilgn.ﬁa(E) (voir preuve de 5.5.5) et dont

I'exposant est a, compté avec la multiplicité dign.f,a(E). Posons
G:=I[([x], NV, E) /I([x], NV, Ox) ® L, (E);

d’aprés 5.6.3 et I'hypothése de récurrence, on a |Exp(G)|=rg(E)—
— dikgn.fa(E) puis |Exp (E) | =rg(E); I([x], NV, E) est donc somme di-

recte des I(Ux NV, Oq,) ® £,(E) et posséde donc une décomposition
de Jordan en mettant la matrice de (£,(E), t3;) sous forme réduite de
Jordan & 'aide d’'un changement de base constant (on peut voir aussi que
les seuls £, (%) non nuls sont ceux obtenus pour les composantes a; (mo-
dulo Z) du vecteur a contruit par 'argument de Dwork en 5.3.8).
Pour montrer que la somme EthHéfln(e) converge dans I'([x], N

NV,, E), on peut donc utiliser les calculs de 54.2. Si {e, 1, ..., €, »} €st
une base de Jordan pour I(UxNV;, Ox,) ® £L,(E) on a d’apres 5.4.6,

lim H), (fe) =A,t"e;  si f= DA tr.
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La convergence de Z lim HE) . (fe;) s'en déduit aussitdt, si e=
= ZZfa i€q,; est la decompos1t10n de e dans ® T (U NV, Ox) ®

®£ (E), alors 2 lim HE) ,(e) = E fai€q, i €8t la gomposante de e dans

UgnV,, (935,()®.,€ (E). Si mamtenant ecRQE, et si 5.5.1 est vérifiée

pour tout u €[4, 1[, alors 2 hgnH(SSln(e) est défini dans R Q E, (atten-
neZ

tion, la somme ne commute pas a la limite!). Il reste a voir la décomposi-
tion sur R, notons £, ;(E), ou I:= [4, u] pour préciser qu’on travaille sur
la couronne [x],NV;,. Si A;SA;Su;Su; alors on a les
inclusions,

La, a1, 111 E) & Lo 12y, 41 B 2 Lo, 125, 451 (E) -

Comme 2, dgn (£,, /(E)) =rg(E) pour tout I, on voit que ces inclu-
aeZ,/Z
sions sont des isomorphismes et dgn (£,, /(E)) ne dépend pas de I. Si on

note £,(E):= {lignH,i”(e)/eeR@R }, alors toute famille de £,(E) pos-
* sédant di,?‘ (L4, 7(E)) + 1 éléments est liée de sorte que £,(E) est de di-

mension finie, une base étant définie sur une couronne V; N]x[ pour 4
convenable, on voit que £,(E) est isomorphe a £, ;(E). On peut done
écrire en utilisant 5.2.3,

R®E =limlim ([«,NV;, E) =

A<luzl

= @ limlim[I([x], N V3, Ox) ® Lo, 1, iy(E)) = @/ZRQD,@G(E).

as P/l<1y>l

Cela termine la peuve du théoréme. On remarquera encore que si
{ei, ..., e,} est une base de R®E, alors {lignHﬁn(ei),neZ,

ie[1, r]} est une famille génératrice de R ® £,(E).

Lorsque E possede une structure de Frobenius, les exposants sont
rationnels [Ch-M, 5.5.3]. Donnons en une nouvelle preuve a l'aide des ou-
tils développés dans ce papier:

ProposiTION 5.7.1. Soit E un isocristal surconvergent fuchsien en
x possédant une structure de Frobenius (pour le relévement F*(t) =t9,
g:=p°**h). Alors, si £,(E) est non nul, on a (¢q—1) aeZ.

PREUVE. Notons E¢*V := {H{®(e)/ee (V,N [x],, E)}. On sait que
F*E®+*D=F_ Comme par hypothése, F* c0*E =E (avec 0: X+t —



Descente des isocristaux et ®@-modules 185

— ), il existe done un isomorphisme ®: E¢*1)=g* E. Comme & 3, =
=0;,0d,0n a

P (limt “ Ht = (HS(e))) = lim¢“ H{W¢ = (D(H (e))) € £, (0* E),

D’ou,

Lo(B) =L, (0*E) =L (E¢TD).

Mais on a aussi £,(E“*V) = £,,(E); en effet, avec les notations de 1.4.2,
teH™t %« étant vu comme opérateur sur X+, on a

teHMt e« (H(e)) = (t“*HMt ~*)¥(e) =

= t‘Iau(Ht(gt))(s)t —qau(e) — tqa“Ht(u+S)(8)t ~qau(e) .

Et comme (qa), .= qa,, on a bien hmtath(“)t “u(H{(e)) € L4 (E).
On en dedult donc d’apres 5.5.4(i) que o — qaeZ (autrement dit a =
= > a,q" posséde un développement périodique).

k>0
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