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REND. SEM. MAT. UNIv. PADOVA, Vol. 91 (1994)

Der Torsionstyp nilpotenter Gruppen.

HANSs PETER HEISLBETZ (*)

ABSTRACT - The outher type of a torsion-free, abelian group of finite rank is a use-
ful means to grasp important properties of this class of groups[11, Chap-
ter 1]. This type can both be defined by means of a certain torsion quotient of
the group and as the union of the types ¢(G/Y;) for a set {Y7, ..., ¥, } of sub-

groups such that G/Y; is rational and the intersection [1Y; is trivial. It is

1

shown in Chapter 5, that for torsion-free nilpotent groups of finite rank only
the first definition leads to an invariant type. This type is called torsion type,
because it is defined via torsion intervalls (Chapter 3). A lot of properties of
the torsion type are proofed in Chapter 4: For example, there is a connection
between the torsion-types of G/Z, _, and I'y; also a formula for the torsion
type of the group UN where U is a subgroup and N is a normal subgroup of a
nilpotent group of finite torsion-free rank is shown. The commutator formu-
las (Chapter 2) which play an important role in the proofs, are also inter-
esting for themselves.

1. Allgemeine Bezeichnungen und Definitionen.

Die hier angegebenen Sitze werden im folgenden benutzt, ohne ei-
gens darauf zu verweisen.

1) Wie iiblich bezeichnen Z, N*, N,, @ die ganzen, positiven
ganzen, nicht-negativen ganzen, rationalen Zahlen und P die Primzah-
len.

2) Wenn U eine Untergruppe der Gruppe G ist, schreiben wir
U <G und U < G, wenn U eine echte Untergruppe ist. Fiir eine Grup-
pe G mit Untergruppe U bezeichnet N(U) den Normalisator von U
und Z(G) das Zentrum von G.

(*) Indirizzo dell’A.: Mathematisches Institut der Universitit Wiirzburg,
Am Hubland, D-W-8700 Wiirzburg, Germany.



86 Hans Peter Heislbetz

3) Eine Gruppe heiflt R-Gruppe, wenn fiir jede natiirliche Zahl »
und alle Gruppenelemente «, y die Implikation

=yt > ar=y

gilt. Jede R-Gruppe ist torsionsfrei und jede torsionsfreie, lokal nilpo-
tente Gruppe ist eine R-Gruppe nach[1, 13.6].

4) Fiir eine Untergruppe U einer Gruppe G heiflt die Menge

VU:={geG|3,.n g" e U}

Isolator von U. Die Untergruppe U heillt isoliert, wenn \/ﬁ = U gilt.
Die Gruppe G hat die Isolatoreigenschaft, falls fiir jede Untergruppe U
die Menge \/U auch eine Untergruppe ist. Wir schreiben U <, G, falls
U eine isolierte Untergruppe von G und U <, G, falls U ein isolierter
Normalteiler von G ist. Lokal nilpotente Gruppen haben die Isolatorei-
genschaft nach [4, 4.5]. Alle Glieder der oberen Zentralreihe einer R-
Gruppe sind isoliert und die zugehorigen Faktorgruppen sind R-Grup-
pen nach [1, 13.4].

5) Mit dem Rang rg(G) einer Gruppe G ist stets der Priiferrang
gemeint.

6) Fiir Elemente  und y einer Gruppe ist [x, y]:=x "'y “'xy der
Kommutator von x und y und 2¥ := y ~1xy das zu x durch y konjugierte
Element. Eine (gewohnlicher) Kommutator des Gewichts =1 wird re-
kursiv durch die Regel [z, ..., «;1:= [[%;, ..., ; 1], ;] definiert, wobei
[x;]:= x; gesetzt wird. Ein m-facher Kommutator von Elementen einer
Teilmenge X einer Gruppe wird rekursiv wie folgt definiert: Ein 1-fa-
cher Kommutator ist ein Element aus X, ein m-facher Kommutator ist
ein Element der Form [g, 2], wobei g ein i-facher Kommutator, % ein j-
facher Kommutator ist und ¢ + j = m gilt [11, p. 43f], [2, p. 13].

7) Fiir eine Gruppe H ist (y;H);cy+ mit y;H=H, y;,1H=
=[y;H, H] fiir i = 1 die obere Zentralreihe von H und ({;H); .y mit
So=1,8; 1 HJ/¢;H = Z(H/¢;H) fiir i = 0 die obere Zentralreihe von H.
Anstelle von y,H scheiben wir auch H'. Die Gruppe H heif3t nilpotent
der Klasse ¢, wenn y H # 1 und vy, H = 1. Fiir eine Gruppe G schrei-
ben wir anstelle von y;G auch I'; und anstelle von ¢;G auch Z;. Es gel-
ten die Beziehungen

lyiH, yiHl<viv;H, vi(v;H)syi;H, I[viH,HI< H,

wobei {;_;H =1 fiir j — i <0 gesetzt wird [10, 5.1].
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2. Kommutatorformeln.

Aus einem Theorem von Hall [2, 2.3] wollen wir in diesem Kapitel
fiir nilpotente Gruppen Darstellungen von Produkten beliebiger Po-
tenzen von Elementen und Darstellungen von Kommutatoren herlei-
ten, deren Eintridge beliebige Potenzen von Elementen sind. Diese
Formeln sind fiir einige der Beweise in Kapitel 4 wesentlich, aber auch
fiir sich genommen von Interesse.

In 2.1 bis 2.3 beweisen wir zunichst einfache Kommutatorfor-
meln,

LEmMA 2.1. Fiir Elemente x,,...,2.€ \VI'; und y € \/IT] einer lo-
kal nilpotenten Gruppe G ist

[xl'“x'r’ ?/] = [xh y][x'rv y] mOd VFi+j+1-

BeEwEIs. Fiir » =1 ist nichts zu beweisen. Sei die Aussage fiir r
schon bewiesen. Dann ist nach Induktionsvoraussetzung

[xl'-'xrw Lr+1, Z'/] = [xlﬂ-xr’ ’!/][901---90” Y, x’r+1][xr+l’ ?/] =

= [xh y] [xrv y][xl coe Ly Yy Ly 4 1][xr+17 ?/] =

(@, y]...[2, 41, yI mod /T 4 14,

™
denn [xl v Xps Yy xr+1] € [\/I_:u @v \/E] S V[Pz, Fjr Pz] S vFi+j+1°
Nach[4, 4.6] gilt (), da G eine lokal nilpotente Gruppe ist. =

LEMMA 22. Sei G eine lokal nilpotente Gruppe und f(x,, ..., Z,,)
ein m-facher Kommutator. Fir ein ie{1,..., m} sei x;=a,...a,"b
mit be \/ITZ Dann ist

n
2y, ..., Xp) = _Hlf(xl, ey B 1y Gy iy 1y ey Tp) MOA VT g
iz

BEwels DURCH INDUKTION. Fir m=1 ist f(x)=a;=
=Qy...0,"b = f(ay) ... f(a,) mod\/I-‘_z. Sei die Aussage fiir k-fache Kom-
mutatoren mit k¥ < m schon bewiesen. Fiir einen r-fachen Kommutator
g und einen (m — r)-fachen Kommutator & ist

f(xlv ceey xm) = [g(xly secy x'r)’ h'(xr+17 ceey xm)]

Wir konnen annehmen, da 1 <j <r. Nach Induktionsvoraussetzung
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gibt es ein ze \/I', ., so daB

f(xlu'a xm)z [( ng(xl~"7xi—lr a’j’ xi+1"'7xr)) z, h(mr+l""xm) ] =
j=
E( q[g(xl7 -'°7xi-lvajv Litly ooes xr)y h(xr-t-l’ eevy wm)])[zf h(wr-f»l’ -"»xm)]E
j=

®f
E( q[g(xl, ooy Bim1y Ajy L1y ooy ), W(Xpyy, ..o, xm)])mod\/Fm+1.
j=

(%) unter Benutzung von [4, 4.6] ist

[z’h(xr+1’---7xm)]e[ Fr+lvrm—r]s\/[r'r+lrrm—r]S\/Fm+1,
da G eine lokal nilpotente Gruppe ist. =

LeEmMmA 23. Sei G eine Gruppe, f(x, ..., X,) ein m-facher Kom-
mutator und ,, ..., &, € G. Fiir ein i sei x; = a-b mit be Z, _,. Dann
ist

o)
fley, ..., 2,) :—:f(avl,...,(lz,...,xm) mod Z _,,,
wobei Zy, _,, =1 fiir k —m < 0 gesetzt wird.

BEWEIS DURCH INDUKTION NACH m. Fir m =1 ist f(x)) =2, =
=a'b=a=f(a) modZ,_,. Sei die Aussage fiir v-fache Kommutatoren
mit v < m schon bewiesen. Fiir einer r-fachen Kommutator ¢ und einen
(m — r)-fachen Kommutator & ist f(xy,...,x,) =[g@,, ..., x,),
Mx, .1, ..., %,)]. Wir konnen annehmen, da 1 <+ <r. Nach Induk-
tionsvoraussetzung gibt es ein ze Z, _,, so da

(i)
f(xl’ ceey xm) = [g(mly ceey @y onny x'r)'zy h(xr+l’ ceey xm)] =

)
= [g(xlr ey @y ey xr)y h(wr+1’ [EER) xm)]

)
Tg(@y, ..y, .oy &)y M(Ey 1y ...y X)y 217 (2, KXy 11, ..y Zp)] =
@
=f(2X1y ...,y ..., p) ModZy, _,, . |

Das folgende Lemma ist eine Verallgemeinerung der Aussage, daf3
zyklische Erweiterungen des Zentrums abelsch sind und wird im fol-
genden wiederholt benutzt.
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LEMMA 24. Sei G eine Gruppe mit einer nilpotenten Unter-
gruppe U der Klasse c. Dann ist UZ, wilpotent mit Nilpotenzklasse
< max{c,k}. Insbesondere ist das Erzeugnis (x,G') milpotent mit
Klasse <c—1, falls G mnilpotent mit Klasse ¢ =2 ist[2, Kapitel
0.1].

BEWEIS. Sei m =max{c,k} und seien u;,..., %, €U,
Yis .-y Ym+1€ Zy. Dann ist
23
[u17y1,”-’um+lym+l]=[uly-~,um+l]=1

aufgrund der Wahl von m. Da jedes Element von y,, , 1 (UZ;) ein Pro-
dukt von Kommutatoren des Gewichts m + 1 mit Eintrigen aus UZ,
ist, folgt damit die Behauptung. =

LEMMA 2.5. Fiir die Funktion
F: N* >N*, Fx)=al(x—1)...3121 =2°"13*-2 (¢ — 1) x,

Elemente x,, ..., x,, einer nilpotenten Gruppe G der Klasse < c und
alle ganzen Zahlen N gilt

. NF NF() — N .
i) Aocimr, ey @O T O = 2

s NF NF() — NF(e) 5N
1) Fieroter, . mm) B e O = (L )N TOZN

BEWwEIS. Wir zeigen die Behauptungen simultan durch Induktion
nach c. Fiir ¢ = 1 sind die Aussagen klar. Sei nun fiir eine Gruppe H der

Nilpotenzklasse < ¢ — 1 mit Elementen y,, ..., y, € H die Aussage
326(y1, . yk)leF(c - yrlr‘le(c -1) — yN

bereits bewiesen. Nach einem Theorem von Hall [2, 2.3] ist
aVF@ N = (g, . a0, VO 2T (@, ey X)) e Ty, ey T
- NF i
wobei fiir ke {2,...,c} der Exponent m; =( k(C)) laut Definition
von F ein Vielfaches von NF(c — 1) und 7, (21, ..., %) € Y {1, ..., Tp)
ist. Fiir a; = (2;...2,,)" und Elemente a,, ..., a,€ ys(x,, ..., *, ) gilt
also
(*) aVFO | g NF©) = (g, ... 2, )NFOqFc-1  gNFCc-D

’

(**) xlNF(c) . xyl;lF(c) — aiNF(c -1) azNF(c -1) acNF(c -1) .
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Da (a,, ..., a,) <G’ ist nach 24 auch (a,, as, ..., a,) nilpotent mit
Klasse < ¢ — 1. Die Behauptung i) folgt nun durch Anwendung der In-

duktionsvoraussetzung auf (+*) und ii) folgt durch Anwendung der In-
duktionsvoraussetzung auf das Teilprodukt alF°-1V . g~V in

(*). =

LEMMA 2.6. Sei G eine nilpotente Gruppe der Klasse < ¢ mit Ele-
mente a,be G. Dann gilt fiir jede natiirliche Zahl N

i) strg(a, b) [a’ bNF(C)] = zN ’
ii) HEE ra(a, b) [ay bNF(C)] = [afv b]NF(C) EN ’
wobei die Funktion F wie in 2.5 gewdhlt ist.

BEWEIS. Nach einem Theorem von Hall[2, 2.3] ist

[a, bNF(c)] = (a—lb —I)NF(c)bNF(c) —

= [a, b]¥ 222 (a"'bta, b)...t™(a b a, b),

NF(c)
k

wobei fiir k € {2, ..., ¢} der Exponent my;, = ein Vielfaches von

NF(c—-1) und 7,(a b7 'a, b) e yr{a"1ba, b) < y,(a, b) ist. Insbe-
sondere ist

5@ 0 ta,b)=[a b 'a, bl =bb 'a"tbab la"1b lab =
= b[b, alb"'[a, bl =[b"",[a, b]] € y5(a, b),

bzw. dazu invers oder hat den Wert 1. Fiir x, = [a, b]" und Elemente
Ty, ..., &, € y3(a, b) gilt also

(%) [a, bNF(c)] = [a, b]NF(c) (L'ZNF(C - chF(c -1 ,

(%) [a, BNFO] = pNFCe—-1  pNFe-1)

Die Behauptung i) folgt nun durch Anwendung von 2.5i) auf (), da
(%1, ..., %) < G' nilpotent mit Klasse <c —1 ist und ii) folgt durch
Anwendung von 2.5i) auf das Teilprodukt x*¢ -~V . g~ jn (x), da
(%2, ..., %) < y3(a, b) nilpotent mit Klasse <c—1ist. =

LEMMA 2.7. Sei G eine nilpotente Gruppe der Klasse < ¢ mit Ele-
menten a,beG undk f ein k-fgche’r Kommutator mit k =2 und Ein-
tragen aus {a N b 1a N b}, wobei die Funktion F wie in 2.5
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definiert ist. Dann ist f eine N-te Potenz eines Elementes aus
Y+ 1((1, b)-

BEWEIS DURCH INDUKTION NACH k. Zur Abkiirzung setzen wir F :=
= F(c). Fiir k=2 ist f von der Form [a b ~1a™", b] bzw. dazu
invers oder hat den Wert 1. Wir konnen also ohne Einschrinkung
f=[a"M*b-1g " b] annehmen. Dann gilt

f= bb~lq ~NF?pqNF* p—-14 -NFPp -1, NF?p _

= blb, a6 1 (oM, b] = [b-1,[aM, b1 2 (b1, #VF1 'S EV

mit 2 € y2(a, b) und Z € y2(b, 2) < y3(a, b). Sei nun die Behauptung fiir
alle I <k schon gezeigt und f=[g,%] ein k-facher Kommutator mit
k=3 und Eintriigen aus {a "V @'p~1gN " b} wobei g ein I- und h
ein (k — l)-facher Kommutator sei und ohne Einschrinkung 2 <1<
<k — 1 angenommen werden kann. Nach Induktionsvoraussetzung ist
dann g = 2" "' fiir ein z e y;,1(a, b). Da heyy,_(a, b) gilt

f=1g, k] =[""", B2 GNF I L (ZFEITN

fir ein Ze yo(h, 2) S vi41(a, b). ®

LEMMA 28. Sei G eine nilpotente Gruppe der Klasse ¢ mit Ele-
menten a,, ..., a; € G. Dann gilt fiir ganze Zahlen M und N und die
Funktion F aus 2.5

MNF(c)? MNF(c)? MF(c)? MF(c)? )N NM
1 B 1 e Gy 4

a aQ =(a

fiir ein ze yqo{ay, ..., a;).

BEWEIS. Zur Abkiirzung setzen wir F':= F(c). Nach einem Theorem
von Hall [2, 2.3] ist

3 3
aMNF | aMNFT =
3 3N MF3 MF3 3 3
= (@M ... W@, .., oM7) . ae (@M, .., aMF)
o F
wobei fiir ke {2, ..., ¢} der Exponent m, = P und
3 3 MF3 3
@M, e ) e (@, ..., 2]l =k,  we{ad, .., aM})
N . N . 3 .
ist. Nach 26i) ist ein Kommutator [,...,%, 1, uMF] mit
Ty, ..., x_1e{aM, ..., aM" } und ye{ay, ..., a,} eine MF%te Potenz

. . . 3 3
eines Elementes aus ys{a, ..., a;). Daher ist jedes 7,(aM"", ..., aM")
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ein Produkt MF2-ter Potenzen von Elementen aus y;(ay, ..., a,) und
damit nach 2.5i) selbst eine MF-te Potenz eines Elementes aus
y2{(@y, ..., a;). Fiir geeignete Elemente y,, ..., ¥, € yo(ay, ..., a;) ist
also

QMNF? | GMNF? — (qMF® G MF\N o moMF o mcMF
Wegen my, = (IZ) und F =c!F(c—1) ist mMF ein Vielfaches von

MNF(c —1). Da (ys, ..., ¥.) < G' nilpotent mit Klasse <c¢ —1 ist, er-
gibt 2.5 die Behauptung. =

LeEMMA 2.9. Sei G eine nilpotente Gruppe der Klasse < ¢ mit Ele-
menten a,b € G. Dann gilt fiir die Funktion F aus 2.5 und alle natiirli-
chen Zahlen M und N

. c+2 +2
) 3cyue @O, BV = [a, BPINFOTT L MN

. F(c)° *2 — sMN
ll) EIZ—E”(“' b) [aM © N bN] =2 .

BEWEIS. Zur Abkiirzung setzen wir F':= F(c). Fiir ¢ = 1 ist die Be-
hauptung trivial und fiir ¢ =2 folgt sie direkt aus der Identitit
[xy, 2]1=I[x, 2]y, 2, ylly, z2]. Nach einem Theorem von Hall [2, 2.3] ist

2 _ 2, _ 2
[aMF"+ ,bN] =(a MFe* b 1 g MFe? )NbN=

2 - 2, _ +2 - +2, _ 2
= [a™", b o2 (a M T oM, b) Lol (@ " MFT b "1 aMPT ),

wobei fir ke{2,..,c¢} der Exponent mk=1Z ist und

7, (a " MFTEp~1gMFE by oin Produkt von Kommutatoren [z, ..., ;]
des Gewichts I = k mit x; € {a " *b~1a™""* b} ist. Nach 2.7 ist
dann jedes 7,(a "MF*"*p-1gMF*** p) ein Produkt MF2-ter Potenzen
von Elementen aus y3(a, b) und damit nach 2.5 eine MF-te Potenz

eines Elementes aus y3(a, b). Wegen iny;, = (ZZ) ist

T;cnk(a_MFc+2b_1aMFc+2’ b) - y]lchF(c_l)
fiir ein y; € y3(a, b). Wir haben also gezeigt

c+2 _ c+2 N . . MNF(c -1
(*) ayz,‘..,ycey;;(a, b) [a’MF ’ bN] - [aMF ’ b] Y2 (c )'

Nach 2.6ii) ist

MNF(c -1
oyl (c ).

[aMFc+2’ b] = [a’ b]MFc+2wMFc+l

fiir eine w € y3(a, b). Da wir nach der Bemerkung zu Beginn des Be-
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weises ¢ = 3 annehmen diirfen, ergibt 2.8

2 1 +2 +1
[aMF°+2, b]N — ([a, b]MF“' wMF°+ )N = [a, b]MNFC wMNFC ,wMNF'

fir eine @ € yo{[a, bl, w) < y3(a, b). Zusammen mit () folgt hieraus
die Aussage

MF°+2 3 N7 _
Ju, 5,40, .., yec vs(a, (@ 07 =

+2 c+1 ~ - —
=[a, b]MNF” ,wMNF ,wMNF éllNF(c l)”‘ cMNF(C 1).

Y Y

Die Gruppe ([a, b], w, @, ¥s, ..., ¥.) < G' ist nilpotent mit Klasse
< c —1. Aus der letzten Gleichung folgt durch Anwendung von 2.51)
auf das Teilprodukt

MNF(c - 1)
c

MNF°*+! = MNF éWNF(c -1 Y

w wry

die Behauptung i) und durch Anwendung auf die ganze rechte Seite die
Behauptung ii), da F = F(c) ein Vielfaches von Fi(c — 1) ist. =

LemMMA 2.10. Sei H eine nilpotente Gruppe der Klasse < ¢ mit Ele-
menten a, € y,H und a,, ..., a, € H. Dann gilt fiir alle k = 2 und alle
natiirlichen Zahlen N, ..., N,

N, F(c (c+3)k—1) N.
1F(c) , Q32

Ny... N F(c)e+d%-D N, N,
3257,+kH[a’1 ] ! k 2 kv

PR a’liv"]=[a'1, ooy Qg
wobei die Funktion F wie in 2.6 definiert ist.

BEWEIS. Wir setzen F':= F(c). Fiir k = 2 folgt die Aussage unmittel-
bar aus 2.91). Sei sie nun fiir £ schon bewiesen, d.h. fiir alle natiirlichen
Zahlen N,,..., N, ist

(c+3)k—-1)
[ai* A

N1 — N, .. N Fe+dk-1 N N,
y A2 ’---,a/kk]_[aly'"’ak] ! k 2™ ky

fiir ein ze y,,,H. Da v, H<H gilt damit auch

N Fe+3k=-1 N, Ni1 =
[al1 7a229---7akk]_

—_— N{.. N FCe+3k-1) N N, —N; .. N FCc+3k-1
= [ay, ..., q ] 1k 2NNk gy, L, @] TN N .

Ny...NFe+3k-1 _
'[a/ly-nyak] ! k -
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F(c+3)(k—l) ak]_Nl_”NkF(c+3)(k—l} )Nl--~Nk.
ey

= ([aly ooy a‘k]NlmN" z[al) .

Ny NpFCr8k-1
‘[ay, .y @ P =

— zN....N Ny...NpFe+3k-1
=z k[al’---7ak] ! ¥

fiir ein z € y,, 4 H. Dann ist nach Induktionsvoraussetzung

N Fe+dk N, N, — [5N1...NpFe+8 Ni.. N Fe+®k N, _
[a/l1 ,0,22,...,0%4‘_*11]—[2 ! k [a’17'~"ak] ! k ,a'kffll]_

— 5N . N F*? N, s ooy QN1 NEF DK Ny N FCrOk N 129
=[N ) akffl][al ot [[alr sy ak] ! k ) ak-Hl] =

29 (c +3)k

29 Ny...Nps1F Ni...Np 1 F Ni... Ny F _

=2k g, oy Gy IR gy kNt =
2.51%)

— Ni..Nps 1 FCrD% N . Ney1F  Ny.. Ny FO2

= [al,...,ak+1] 1 k+1 231 k+1 221 k+18 =

2.51)

e Ny...Np 4 FCE+DE NN,
_[a’17~--,ak+1] ! k+1 241 k+1’

wobei 2167’2(5, ak+1>SYk+s+1Hv Zze}’s([al,---,ak], ak+1>$
< Y3<Ys+k+lH$ ak+1)SYk+s+1H, Z3€Yp+s+1H, da vy HH
und damit auch z4€(2p, 23) Sy 4141 H. W

3. Typen, Torsionsintervalle und die Definition des Torsionstyps.

Sei G eine — nicht notwendig torsionsfreie — Gruppe mit einer Un-
tergruppe U, « € U und p eine Primzahl; dann bezeichnet h,f’ (x) wie iib-
lich die p-Hdéhe von x € U in U [3, 85]. Die Charakteristik von x € U in
Uist xU(x) := (b (x)|p € P). Analog wie in [3,85] sprechen wir von Ty-
pen, homogenen Gruppen und verwenden die dortigen Verkniipfungen
fiir Charakteristiken und Typen. Fiir eine Charakteristik y ist y der
Typ, der x enthélt. Fiir eine natiirliche Zahl k¥ € N, und eine Charakte-
ristik x = (n,|p € P) mit zugehorigem Typ t = ist ky = (kn,|p e P)
und kt = ky. Es gilt (kx)(ly) = (k + 1) x und (kt)(it) = (k + I)t fiir Zahlen
k, le N, 0-

Eine natiirliche Zahl » ist ein Teiler der Charakteristik y = (n,|p),
iZ. m|y, wenn l,<mn, fir die Primfaktorzerlegung von n =[]p"
gilt. P

Fiir eine Gruppe G mit Untergruppen A = B ist [A : B] ist ein Torsi-
onsintervall, wenn es fiir jedes a € A eine natiirliche Zahl » gibt, so daf3
a” e B gilt. Dem Torsionsintervall [A:B] wird eine Charakteristik
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x[A : B] zugeordnet, nimlich die kleinste, fiir die gilt
VaeA Snua” eB.

Diese Definition ist von entscheidender Bedeutung fiir die Definition
des Torsionstyps. Der Beweis des folgenden Lemmas ist trivial.

LEMMA 3.1. Fiir Untergruppen A = B = C ist [A: C] genau dann
ein Torsionsintervall, wenn [A : B] und [B: C] Torsionsintervalle sind.
Fiirdiezugehorigen Charakteristikengilt y[A: Bl U x[B:C]l < y[A:C] <
< x[A:BlyB:Cl.

Falls C zusdtzlich ein Normalteiler von A ist, ist [A : B] genau dann
ein Torsionsintervall wenn [A/C:B/C] ein Torsionsintervall ist und
falls eines der Intervalle ein Torsionsintervall ist, gilt y[A:B]=
=x[A/C:B/C]. =

Eine Gruppe G hat endlichen torsionsfreien Rang, wenn sie eine
Reihe besitzt, deren Faktoren Torsionsgruppen oder unendlich zy-
klisch sind.

LEMMA 3.2. Eine lokal nilpotente Gruppe G hat genau dann end-
lichen torsionsfreien Rang, wenn es eine endlich erzeugte Untergruppe

U<G mit \JU=G gibt.

BEWEIS. Sei 1=Gy<G;<...<G, eine Reihe, deren Faktoren
unendlich zyklisch oder Torsionsgruppen sind. Seien 1# x;G;_;€
€eG;/G;_, fir i=1,...,n beliebig gewidhlt. Dann folgt
V{(xi, ..., &,) = G induktiv. Sei nun umgekehrt U eine endlich erzeug-
te Untergruppe einer lokal nilpotenten Gruppe G mit U = G. Die
Menge tor (G) der Torsionselemente von G ist ein Normalteiler von G,
da G die Isolatoreigenschaft hat und nach [6, 2.2, 2.6] hat G/tor (G) =
= \ﬁ]tor(G))/tor(G) eine Reihe, bestehend aus lauter rationalen
Gruppen. Diese 148t sich aber zu einer Reihe bestehend aus Torsions-
gruppen und unendlich zyklischen Gruppen verfeinern. Da tor (G) so-
wieso eine Torsionsgruppe ist, hat G endlichen torsionsfreien
Rang. =

Sei nun G eine nilpotente Gruppe von endlichen torsionsfreiem
Rang, U eine endlich erzeugte Untergruppe von G mit \/U = G. Dann
ist

TTP(G) := x[G: U]
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der Torsionstyp von G. Insbesondere gilt TTP (1) = ¢(Z) = 0. Fiir eine
torsionsfreie abelsche Gruppe A von endlichem Rang ist TTP(A) =
= 0T (A), dem duBeren Typ von A (vergleiche [8, 4] und Kapitel 5). Fiir
den Beweis der Invarianz des Torsionstyps, (siehe 3.4), benétigen
wir

LEmMA 83. Sei G =(x,, ..., x,) eine endlich erzeugte, nmilpotente
Gruppe und H eine Untergruppe von G, so daf xf, ..., x¥ e H fiir eine
natirliche Zahl k. Dann ist der Index [G:H] endlich, also
«[G:H) e t(Z).

BeEWEIS. Sei ¢ die Nilpotenzklasse von G. Fiir ¢ = 1 ist die Aussage
klar. Als Induktionsvoraussetzung sei angenommen, daf [G: Hy.(G)]
endlich ist.

v.(@) = (2, ..., 2.)|2;€ {1, ..., x,}) ist eine endlich erzeugte abel-
sche Gruppe. Fiir beliebige z, ..., 2, € {;, ..., ¥,} ist [21,..., 2] =
=[2F, ..., 21 € y.(H). Daher ist der Exponent von y,(G)/y.(H) endlich.
Da y.(G) endlich erzeugt ist, ist also y.(G)/y.(H) endlich. Mit
[vc(G):y.(H)] ist auch der Index [y.(G):v.(G) N H]=[Hy (G): H]
endlich. Nach Induktionsvoraussetzung ist also [G:H]=
=[G:Hy . (G)[Hy.(G): H] endlich. =

SATZ 34. Der Torsionstyp ist eine Invariante fiir nilpotente
Gruppen von endlichem torsionsfreiem Rang.

BEWEIS. Seien U, V endlich erzeugte Untergruppen einer nilpoten-
ten Gruppe G von endlichem torsionsfreiem Rang mit \/T] = \/§= G.
Da G die Isolatoreigenschaft hat, gibt es fiir jedes beliebige g € G nat-
iirliche Zahlen 7, s mit g"e U und g®e V. Daher ist g™ e U N V und es
folgt VU N V = G. Es geniigt nun zu zeigen, daB x[G : U] = x[G: U N V].
Offensichtlich ist x[G : U] < x[G : U N V]. Da U endlich erzeugt ist, ist es
nilpotent und UNYV ist auch endlich erxeugt. Nach 33 ist
x[U:UNV]et(Zynddamitgilty[G: UNVI< 4[G:U]- 4 [U:UNV]=
=x[G:U] nach 3.1. =

4. Eigenschaften des Torsionstyp.
Das folgende Lemma werden wir wiederholt benétigen.

LEMMA 4.1. Sei G eine nilpotente Gruppe von endlichem, torsions-
fretem Ranmg mit einer Untergruppe U und einem Normalteiler N.
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Dann ist

TTP(%]M)sTTP(G).

Insbesondere gilt fir 1< V<, U<G mit 1= U/V< Q die Aussage
t(U/V) < TTP(G).

BEWEIS. Seien 2, ..., #, € G, so daB [G:(xy, ..., x,)] ein Torsions-
intervall ist. Mit (x,, ..., x,) ist auch (x;, ..., 2,) N U endlich erzeugt
und es gibt 2y, ..., 2, € U,so daB (xy, ..., 2,) N U = (zy, ..., 2,). Fir je-
des ue U gibt es ein n|x[G:(xy, ..., x,)] mit u"e(x,, ..., x,) N U.
Daher ist [U:(z,...,2,)] ein Torsionsintervall und es gilt
x[U: (2, ..., 2,0 < x[G : (xq, ..., x,)]. Weiter gilt

L [UN: (a1, ..., 2m)N] <

ﬂ _ UN . (zl’“-vzm)N
TTP( u ) - x[ N

< x[U: (21, ..., 2n)] < x[G: (x,, ..., 2,)] = TTP(G).

Nach[8, 4.1] erhalten wir also insbesondere t{U/V) = TTP(U/V) <
s TTP(U) < TTP(G) fiir Untergruppen 1<V U<G mit
12U/V<Q. =

Fiir den Beweis von 4.3 bendtigen wir

LEMMA 4.2. Eine abelsche Gruppe A endlichen Ranges mit
TTP (A) = ¢(Z) ist endlich erzeugt.

BEWEIS. Wir schreiben die Gruppe A additiv. Da TTP (4) = ¢(Z)
ist und A endlichen Rang hat, gibt es eine freie, d.h. endlich erzeugte,
torsionsfreie Untergruppe U endlichen Ranges von A mit nA < U fiir
eine geeignete natiirliche Zahl n. Der Kern des natiirlichen Epimor-
phismus A — nA ist die Torsionsuntergruppe tor(4) von A, also von
endlichem Rang und endlichem Exponenten, folglich endlich. Wegen
A/tor (A) = nA < U ist auch A endlich erzeugt, da mit U auch nA frei
abelsch von endlichem Rang ist. ®

SATZ 4.3. Eine nilpotente Gruppe G endlichen Ranges ist genau
dann endlich erzeugt, wemn TTP(G) = H(Z) gilt.

BEWEIS. Wenn G endlich erzeugt ist, gilt TTP(G) = {(Z) nach
Definition des Torsionstypen. Falls umgekehrt TTP(G) = {(Z), ist
auch TTP(Z,/Z,_,) = t(Z) nach 4.1 und auBerdem ist Z,/Z,_, eine
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abelsche Gruppe endlichen Ranges. Nach 4.2 ist daher Z,/Z,_, und
wegen der Nilpotenz auch G selbst endlich erzeugt. =

In den folgenden Sitzen formulieren wir eine Vielzahl von Eigen-
schaften des Torsionstyps. Die meisten der daraus folgenden Anwen-
dungen auf klassische Fragestellungen haben mit endlich erzeugten
Untergruppen und Faktorgruppen zu tun und konnen auch mit einfa-
cheren Mitteln (siehe z.B.[11, 3]) gezeigt werde. Fiir den zweiten Teil
von Korollar 4.13 kenne ich allerdings keinen Beweis, der ohne die hier
entwickelte Begriffsbildung auskommt.

SATZ 4.4. Sei G eine nilpotente Gruppe mit einem Normalteiler U
und einer Untergruppe V, beide von endlichem torsionsfreiem Rang.
Dann hat auch UV endlichen torsionsfreien Rang und es gilt

TTP (UV) = TTP (U) U TTP (V).

BEwEIS. Seien #%;,...,%,eU und wv,...,v,€V, so daB
[U:(uy, ..., )] und [V:(vy, ..., v,)] Torsionsintervalle sind. Wegen
der [Isolatoreigenschaft nilpotenter Gruppen ist dann auch
[UV:(uy, ..., Um, V1, ..., V)] ein Torsionsintervall und nach 3.2 hat UV
endlichen torsionsfreien Rang. Nach 4.1 ist TTP(UV)=
= TTP (U) UTTP (V). Sei nun ¢ die Nilpotenzklasse von G und F die
Funktion aus 2.5. Fiir die Umkehrung geniigt es zu zeigen daf

(X[U:<’ll/1, ceey um)] ) X[V:<v1’ ceey vn)]) + (nplp) =
Z y[UV:i{uy, .y Up, 1y .eny Up)]
ist, wobei F(¢c) =[] p™. Sei uve UV mit we U und ve V und sei
P
K;={feG|f ist ein i-facher Kommutator von Elementen aus {u, v}
mit i > d}.

Jedes K ist eine endliche Menge. Es gilt K;cK;_ ;¢ ... ¢ K;, und es ist
(Ky\{v}) c U, da U<G ist. Daher gibt es ein

RI(X[U<,“17 seey um)] UX[V:<v1$ ey v’n)])y

so daB afe(uy,..., Up, vy, ..., v,) fir jedes aeK; ist. Wir zeigen
durch Induktion iiber d, beginnend mit d = c:

. bs)RF(c -d+1)

(*) Vi<gs<e Vbl,...,b,eKd(bl" €(Upseees Upy Vpy ... %)-

Fir d =1, s =2, b; = u, b, = v folgt dann die Behauptung.
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Fir d=c¢ ist (*) klar, denn dann gilt b,,..., b, eI, < Z(G).
Sei (%) fiir ¢,c—1,...,d>1 schon bewiesen und b =b,...b, mit
by, ..., b;e K;_,. Nach einem Theorem von Hall [2, 2.3] ist

bRF(c—d+2) —

= pfFle-d+2)  pRFC-d+2) . oo(h ..., b)) ...t pr2(by, ..., b)),

g . RF(c—d + 2)
wobei fiir j € {2, ..., ¢ — d + 2} die Potenzen m; = und

J

die 7;(by, ..., b;) Produkte von Elementen aus K; sind. Wegen F(x) =
=zl (x - 1)' . 312! sind die m; ganzzahllge Vielfache von RF(c — d + 1).
Nach Annahme sind daher d1e 75 (by, vy by) €81y ey Xy Yiy vy Ym)
und auflerdem gilt

bf, ..., bFe(xy, ..., %0, Y1) Ym)
und (*) ist gezeigt. =

Auf die Voraussetzung, daB U ein Normalteiler ist, kann im allge-
meinen nicht verzichtet werden, denn die Menge U(3,Q) der oberen
Dreiecksmatrizen mit 1 in der Diagonalen und Eintrigen aus @ ist eine
torsionsfreie, nilpotente Gruppe der Klasse 2[10, 5.1] und fiir die
Untergruppen
1 a 1 0

1 1

laes), V= |bes

o O
- O

von U(3,Q) gilt
2t(s) = TTP (U, V)) > TTP(U) U TTP (V) = (),

wobei S die (additive) Gruppe der rationalen Zahlen mit quadratfreiem
Nenner ist. In 4.9 formulieren wir eine Aussage tiber den Torsionstyp
von (U, V), wenn U und V Untergruppen sind.

KOROLLAR 4.5. Sei N ein Normalteiler von endlichem torsions-
freiem Rang einer milpotenten Gruppe G und seien xy, ..., x,€G.
Dann gilt: [N(x,, ..., ,): (2, ..., ,)] ist genau dann ein Torsionsin-
tervall, wenn [N; N N (x,, ..., x,)] ein Torsionsintervall ist und in
diesem Fall gilt

AN@y, ooy @) @y, ooy )] = xINN N (g, ..., @,)].
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BEWEIS. Der erste Teil der Behauptung folgt aus der Isolatorei-
genschaft nilpotenter Gruppen. Wegen der Nilpotenz ist (x;, ..., %,)
und damit auch N N (z,, ..., ,) polyzyklisch[10, 5.2.18] und es gibt
Elemente 2;,..., 2, €N, so daB (z;, ..., 2,) = NN (xy, ..., x,). Daher
gilt '

ANy, o, %) @1, ooy )] = TTP (N) U TTP (x4, ..., @) =

Z2TTP(N) = 4[N (z1y ooy 2n)] = 2IN: N (1, ..., @p)]. ™

SATZ 4.6. Sei G eine nilpotente Gruppe endlichen torsionsfreien
Ranges mit einem Normalteiler N. Dann ist
TTP(G/N) U TTP(N) < TTP(G) < TTP(G/N) TTP (N).
BEWEIS. Sei Y eine endlich erzeugte Untergruppe von G mit \/Y' =
= G. Dann gilt nach 4.3 und 4.4 (*)
)
TTP(G/N) U TTP(N) = TTP(G/N) U TTP (NY) =

3.

= x(G/N:(NY)/N]) U x(INY: Y]) £ (G: NY) U x(INY: Y]) <

o

< (G V)] =TTP(G) = IG: Y]) < (G : NYD z(NY: Y] =
= TTP(G/N) TTP (NY) (—‘:) TTP(G/N) TTP (N). ]

SATZ 4.7. Sei G eine nilpotente Gruppe der Klasse c, fir die G/G'
endlichen torsionsfreien Rang hat. Dann auch G endlichen torsions-
freien Rang und es gilt

TTP(G/G') < TTP(G) <

Ae 2+ D rre/en.

BEWEIS. Wir zeigen zunichst, daB jedes k€ {2, ..., ¢} die Faktor-
gruppe I';/I'yv., endlichen torsionsfreien Rang hat und
TTP(I'y /T +1) <k TTP(G/G') gilt. Seien x,..,2,€eG mit
V{1, ..., #,)G' = G/G'. Sei D die von den Kommutatoren des Ge-
wichts & mit Eintrégen aus {x, ..., #,} erzeugte Untergruppe von G.
Sei g =[(911,..-» 91l ---[gs1, ..., o] e€in beliebiges Element aus I
und R eine natiirliche Zahl mit B|x[G: (xy, ..., 2,)G'] und g& € u, G’
fir alle ce{l,...,s}, xe{l,...,k} und geeignete Elemente
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Uy € (21, ..., Z,). Dann gilt

ky2.10 R R1_
gEVEgf, ..., 9] [9d, ..., 901 =

= [ullr ceey ulk] [usl’ ceey usk] mOde+1 ’
und es folgt g‘”k’ eDry,,.DaDrly, /T, eine endlich erzeugte Un-
tergruppe von I'y /T 1 ist und g e I';, beliebig gewéhlt war, folgt, daf3
I, /T, ,, und damit auch G endlichen torsionsfreien Rang hat und

TTP (I /Ty +1) < k TTP(G/G') gilt. Aus 4.1 und 4.6 folgt nun die
Ungleichungskette. =

Aus 4.3 und 4.7 folgt

KOROLLAR 4.8. Eine nilpotente Gruppe G ist endlich erzeugt,
wenn G/G' endlich erzeugt ist. ®

SATZ 49. Sei G eine nilpotente Gruppe der Klasse ¢ mit Unter-
gruppen U und V von endlichem torsionsfreiem Rang. Dann hat auch
(U,Y) endlichen torsionsfreien Rang und es gilt

c(c

TTP(U) U TTP (V) < TTP ((U, V)) < (TTP(U) U TTP(V)).

BEWEIS. Wir kénnen ohne Einschrinkung G = (U,V) annehmen.
Mit U und V haben auch (UG')/G’ und (VG')/G’, also nach 4.4 auch
((UG'X(VG"))/G' = G/G’ endlichen torsionsfreien Rang. Nach[3, 61.
Ex. 8] hat daher das n-fache Tensorprodukt ®" G/G' und damit
nach[11, 8.1] auch I, /T, ., also auch G endlichen torsionsfreien
Rang. Es gilt weiter

41 47 c(c+1)
TTP(U) UTTP (V) < TTP(G) <

_ ot (TTP( uvG' ))“:“ oe +1) (TTP( UGG )UTTP(VG')

(TTP(G/G") =

2 G’ 2 G’
_ et TTP( U )UTTP( 14 ) <
2 UneG VNG
41 ¢(c+1)

<

(TTP(U)UTTP(V)). =

Fiir den Beweis des folgenden Satzes sind die in Abschnitt 2 bewiese-
nen Kommutatorformeln von essentieller Bedeutung. Zwar 148t sich
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mit Hilfe des Tensorproduktes viel leichter eine Beziehung zwischen
TTP (I'y) und TTP(G/Z; - ,) beweisen ([11, 3]), doch ergibt diese Me-
thode einen deutlich groBeren Vorfaktor auf der rechten Seite.

SATZ 4.10. Sei G eine nilpotente Gruppe in der G/Z, _, fiir eine
natiirliche Zahl k von endlichem torsionsfreiem Rang ist. Dann ist I'),
von endlichem torsionsfreiem Rang wund es gilt TTP([) <
<k TTP(G/Z_ ).

BEWEIS. Sei ¢ die Nilpotenzklasse von G, E = (e, ..., ¢,) eine end-
lich erzeugte Untergruppe von G, so daB E = (e, Zy_1, ..., €,2_1) <
< G/Z; _, eine endlich erzeugte Unturgruppe ist, fir die [G/Z;_, : E]
ein Torsionsintervall ist. Sei weiter x[G/Z;_, : E] = (n,|p) die Charak-
teristik dieses Torsionsintervalles. Fiir die Funktion F' aus 2.5 sei die
Zahl F:= F(c). Sei

F(c+3)(k—-1)(c—k)Fc—k = H pk,,.
peP

Wir werden zeigen, daf es fiir alle g e I'y ein M|(kn, + k,|p) gibt, so
daB g™ € vy, E gilt. Dann ist v, E ebenfalls endlich erzeugt, [T') : yE] ein
Torsionsintervall, also I';, von endlichem torsionsfreiem Rang nach 3.2
und fiir die zugehdrige Charakteristik gilt y[I'; : y,E] < (kn, + k,|p).
Da (kn, + k,|p) ~ k(n,|p) im Sinne der Aquivalenz von Charakteristi-
ken [3, 85] ist damit die Behauptung des Satzes gezeigt.

Sei [2y1, ..., @1p]... [%g, ..., ,,] ein beliebiges Element aus I';, mit
T, ..., =k und X = {2y, ..., X1y, ..., Ty, ..., Ty, }. Da G nilpotent
ist, gibt es nur endlich viele Kommutatoren [«,, ..., ;] des Gewichts
! = k mit Eintriigen x,, ..., ¥, € X und es existiert ein N|x[G/Z, _, : E],
so daB fiir jeden solchen Kommutator die Aussage [y, ..., 1" €e EZ, _,
gilt. Wir werden nun sogar zeigen, dal die Aussage

3 Nk e +3)k = 1)c—m) plc~m)
(*) Vxeym(X)x € YkE

fir alle me {k,k+1,..., ¢} gilt. Dazu beweisen wir die Aussage (*)
zuerst fiir m = ¢, nehmen an, daf} sie fiir ein m > k gilt und zeigen, daf
sie dann auch fiir m — 1 gilt.

Fir ein Element zey.(X) gibt es Elemente z,,...,x,...,
Lriy ooy Trp€ X mit @ =[a03, ..., X1c]... [¥n, ..., Tr). Da y (X)<Z(G),



Der Torsionstyp nilpotenter Gruppen 103
gilt
k k k 2.2
xN = [wll, ceey xlc]N vos [Cl,‘ﬂ, ceey x,.c]N =

22 N N N
=[[x117~-$xlc—k+1] y Xle—k+25 +++s Li¢ ]
eEZ; ekEZ, _, eEZ,_,

2.3
N N N
---[[xrly--"xrc—ki»l] y Lpg—k+2 «ovy Lpc ]EYkE'
- -~ AN v} —
eEZ; eEZ;_, eEZ;

Damit ist (x) fiir m = ¢ gezeigt. Sei nun (+) fiir ein m mit k<m <z
schon gezeigt und sei x =1y,...y,2 ein beliebiges Element aus
vYm-1{X), wobei die y, (gewthnliche) Kommutatoren des Gewichts
m —1 mit Eintrigen aus X sind und z ey, (X) ist. Nach 2.5ii) ist
dann

NkF(c+3)(k—1)(c—m+1)Fc—m+1 NkF(c+3)(k—l)(c—m+1)Fc—m+l
x =% ces

NkFr(c+3)(k—1)(c—m+1)Fc—m+l NkF(c+3)(k—l)(c—m+1)Fc—m+l NkF(c+3)(k~lXc—m+l)Fc—m
? ?
s < _“1 ’

~ —

Tl 7hE

fiir ein 2; € v2(¥1, ---» Ys» 2) S Y (X). Die Aussage (+) ergibt

kpc+3)k-1)c-m+1)pc—m+1 k (e +8)k —1)c—m+ 1) pc—m
ZN F F le F F
)

E)’kE.

. . kpe+3)k—1)c-m+ 1) pc-m+1 s
Es ist also noch zu zeigen, daB y¥ T TRIORT e v o E fiir alle

1<o=<sgilt. Sei ce{1,..., s} fest gewihlt. Fiir geeignete Elemente
hiy...hp_1€X ist y,=[hy,..., bpp_1] und es gilt nach 2.10 fiir ein
we yn(X)

NkF(c+3)(k—1)(c—m+l)1;vc—m+12_.10

[hyy ooy By 1]
2.10 NF(c+3)(k—1)(c—m+l)Fc—m+l N N
=[[hl’“'vh’m-—k] 9hm—k+17---)h’m—l]'
S~ ~— — S——— —
EEZk_l EEZk-l EEZk-l
zé;YkE
kpc+3)k—-1)c—-m)pe-m+1
.y)NF F ‘ETkE- (]
@
EYkE

Aus 4.3 und 4.10 folgt nun

KOROLLAR 4.11 ([11, 3.19]). Sei G eine nilpotente Gruppe, in der
G/Zy _, fir eine natirliche Zahl k endlich erzeugt ist. Dann ist auch
Iy, endlich erzeugt. ®
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Fiir eine torsionsfreie, nilpotente Gruppe G von endlichem Rang

mit Elementen 24, ..., &,, so daB \/(x,, ..., x,) = G gilt, ist der innere
Typ IT (G) := t(x;) N ... N () eine Invariante der Gruppe, also von der
Wahl einer solchen Menge x,,...,«, unabhingig (vergleiche
[6,5]).

LEMMA 4.12. Fiir eine torsionsfreie, nilpotente Gruppe G # 1 von
endlichem Rang gilt IT(G) < TTP(G).

BEWEIS. Sei 1 # x e G. Dann gilt

IT(G) < ) = (\/@)) = TTP (V) < TTP (G). -

Fiir rationale Gruppen R,S < @ ist das Komplexprodukt RS :=
= {rs|re R, se S} wieder eine rationale Gruppe. Fiir eine natiirliche
Zahl n wird R” rekursiv durch R' = R, R™ := R~ 'R definiert. Es gilt
t(R"™) = nt(R). Eine torsionsfreie, abelsche Gruppe heiflt wvollstindig
zerlegbar, wenn sie sich als direkte Summe rationaler Gruppen darstel-
len l&Rt.

KOROLLAR 4.13. Sei G eine torsionsfreie, nilpotente Gruppe in der
G/Z, _, fiir eine natiirliche Zahl k endlichen Rang hat. Dann hat auch
I, endlichen Rang und es gilt

k TTP(G/Z;_,) = TTP(I',) = IT(I'y) = k IT(G/Z,_1).

Falls G die Nilpotenzklasse ¢ hat und G/Z,_, vollstindig zerlegbar,
homogen vom Typ t ist, so ist I', vollstindig zerlegbar, homogen vom
Typ ct(R).

BeEweis. Die Ungleichungskette folgt aus 4.10, 4.12 und [5, Theo-
rem D). Falls G die Nilpotenzklasse ¢ hat Hld G/Z, - hvollstéindig zer-
legbar, homogen vom Typ.t ist, gilt #{(R) = TTP(R) = TTP(G/Z, - ),
also -

ct(R) = ¢ TTP(G/Z,_,) = TTP(I',) = IT(I',) = ¢ IT(G/Z,_,) = ct(R)
und damit TTP(I';) = IT[",) = ct(R). Daher ist I', homogen von Typ
-ct(R) und vollstindig zerlegbar nach[3, 86.5]. ®

5. Der wichtigste Unterschied zum abelschen Fall.

Fiir eine torsionsfreie, abelsche Gruppe A mit endlichem Rang n
gibt es stets Untergruppen U, ..., U, mit _ﬂlUi =1 und A/U; < Q.
1=
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Die Vereinigung

or)= 0 ua/vy

ist der duBere Typ von A. Nach [8, 2.2] ist der &uflere Typ eine Invari-
ante, also von der Wahl einer solchen Menge von Untergruppen unab-
hingig und nach [8, 4.1] gilt OT (A4) = TTP (A) fiir eine torsionsfreie,
abelsche Gruppe A von endlichem Rang.

In 5.3 konstruieren wir eine torsionsfreie, nilpotente Gruppe G der
Klasse 2 und des Ranges 3, in der die Menge

VT = {t= _UIt(U,-/Vi)ll endlich, V;<,U; <G, 1= U;/V;< Q

kein maximales Element enthélt und fiir die a < TTP(G) fiir jedes
a € VT gilt. Dies zeigt, da — anders als in den torsionsfreien, abel-
schen Gruppen — der Torsionstyp in nilpotenten Gruppen im allgemei-
nen nicht als Vereinigung von Typen #U/V) mit V<,U <G und
U/V < Q dargestellt werden kann und ferner die Betrachtung endli-
cher, aber ansonsten beliebiger Vereinigungen solcher Typen auch
nicht zu einem invarianten Typ fiihrt. Da der Verband der Typen nicht
vollstindig ist, ist die Betrachtung unendlicher Vereinigungen von Ty-
pen sowieso sinnlos. Zur Vorbereitung von Beispiel 5.8 dienen 5.1 und
5.2.

Wir bezeichnen mit p, die n-te Primzahl, d.h. p, =2, p, =3, ....
Nach einem Satz von Rosser [9, p. 190] gilt » log n < p, <n log n +
+ n(log log n + 8) fiir » > 1. Hieraus folgt unmittelbar

LEMMA 5.1. Es gibt eine Zahl Re N*, so daf fir alle j < R die
Ungleichungen j® < py-1 und p; < j* gelten. ®

Fiir den Beweis der Eigenschaften der Gruppe G aus Beispiel 5.3
benotigen wir Informationen iiber die Normalisatoren der rationalen
Untergruppen V # Z(G). Dabei spielen die im folgenden Satz definier-
ten Losungsmengen T(r, s) bestimmter Kongruenzen eine entscheiden-
de Rolle. Die (endliche) Menge E(r,s), die in der Darstellung der
T(r, s) auftritt, hat auf das weitere Vorgehen keinen wesentlichen Ein-
fluB}, da wir die Darstellung fiir Aussagen iiber Typen benutzen.

LEMMA 52. Fiir jeN* sei Nj={keN*|k=2 "'z mit (2,2)=1},
wobei (a,b) wie diblich den griften gemeinsamen Teiler der ganzen
Zahlen a, b bezeichnet. Dann gilt N* = NyUN,U ... und N;NN; =0

fiir i #3.
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Weiter definieren wir die Folge (b;);.n+ durch
b,:=p;, fallsieN;.
Sei schlieBlich fiir ganze Zahlen r, s mit r®>+ s> #0
T(r,s) ={ie N* |r = sb; mod p;}.

Dann gibt es fiir jedes Paar 0 # (r,s) e Z X Z eine endliche Menge
E(r, s)cN*t mit

E(r, s), r# sp; fiir alle je N*,

T(r, s) = falls
( ) {MUE(T’S)v T=Spj fiirjEN+.

BEWEIS. Offensichtlich ist N* die disjunkte Vereinigung der N;
und damit ist die Folge (b;); .+ wohldefiniert.

Seien 7, s € Z mit 72 + s% # 0 beliebig aber fest gewihlt. Fiir j e N*
definieren wir

T;(r, s):= {ie N;|r = sb; mod p;} = {i € N;|r = sp; mod p;}.

Es gilt T(r, s)= U T(r, s).
jeN*
Falls r = sp; fiir ein je N* gilt, ist T(», 8) 2 T;(r, s) = N;. Sei nun
r # sp;. Dann gilt 0 # |r — sp;| < p; und damit r# sp; mod p; fiir fast
alle i e N*. Daher gilt

r# sp;=>T;(r,s) endlich.
Es geniigt nun zu zeigen, daf
Vien+ (jZmax{|r| + |s|, R} Ar=sp)=>Ti(r,8) =0,
wobei ReN* nach 5.1 so gewshlt sei, daB p; <j 2 und 53 < pyi-1
g‘ﬂt.}?‘ﬁr JjZmax{|r| + |s|, R} und r # sp; erhalten wir damit

LBl .51
0= |r—sp| <(|r| + [sDp<ijp <j® = <py-1<pi

fir alle ieN;={keN*'|k=2"'2 mit (2,2)=1}. Daher ist
r#sp; modp; fiir alle ieN; und damit T;(r,s)=0 in diesem
Fall. =
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Wir benétigen noch ein paar Definitionen: Mit U(3,Z) bzw. U(3, Q)
bezeichnen wir die Menge der oberen Dreieckmatrizen mit 1 in der Dia-
gonalen und Eintrigen aus Z bzw. @. Beide Mengen sind torsionsfreie,
nilpotente Gruppen der Klasse 2[10, 5.1] und haben nach [12, Theorem
2] den Rang 3. Mit S bezeichnen wir die Gruppe der rationalen Zahlen
mit quadratfreiem Nenner.

BEISPIEL 5.3. Fiir die Folge (b;);.n+ aus 5.2 ist die Menge

1 2rpt Znp t+ 2tipl?
G= 1 2ribip ! |t;,r;€Z, ieN”
1

eine torsionsfreie, nilpotente Gruppe der Klasse 2 und von Rang 3. Da-
bei sind — wie diblich — fast alle t;, s; gleich 0 und wir schreiben >, an-
stelle von Y, . Es gilt TTP (G) = 3t(S) und die (offensichtlich beziig-

lich endlici}feér"+ Vereinigungen abgeschlossene) Menge
VT = [t = .Ult(Ui/Vi)II endlich, V; <, U; <G, 1= U;/V;< Q}

enthdlt kein maximales Element. Weiter gilt a < TTP(G) fiir jede
aeVT.

Bewegis. Offensichtlich ist G eine Gruppe. Wegen N, =
={1,8,5,7,..},N,={2,6,10,14, ...} gilt b =p; =2,b, =p, =3
und damit sind

1 -2.-271 -2.273 1 3-3°! 3.373
1 -2-2-271s 1 3-3-37'|€G.
1 1
Da auflerdem
1 0 2°2-824+3
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ist

1 -2.2.271 1 3-3-3°1 1 0
1 1 1
1 0 32-38-2"21(1 0 22-32%2+3 1 0 0
= 1 1 1 0 = 1 1leG
1 1 1
und daher auch
1 1 221 0 0\[/1t 0 2-272 1 1 0
1 1 -2 1 0 = 1 0]leG
1 1 1 1

Damit ist U(3,Z) <G < U(3, Q) und G ist eine torsionsfreie, nilpo-
tente Gruppe der Klasse 2 und des Ranges 3.
Seien 7;, t; =0 fiir ¢ > k. Dann ist fiir P = p}... p}

1 2mpt Zmp i+ 2tpl P
1 2ribip ! =
1

1 2rPpt XrPp7 3+ 2t Ppi i+ %P(P_ DErp Y Eribipih)

= €

1 2rPp;!
1

e UG, 2)

und damit ¥[G:U(3, Z)] < (8, 3, ...). Andererseits gilt fiir p, # 2 die
Implikationskette

1 p7t p B (1 mpt npi_3+%n(n_1)bipi_2n

1 bi pi_l = 1 nbi pi—l € U(31 Z)

1 1

=n+ %n(n— DbipieplZ=p}|n,
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also insgesamt TTTP(G) = 3t(S). Wegen U(3,Z) < G < U(8, Q) gilt

1 0 1 1 0 ¢
Z6) = 1 of)l= 1 ollge@)NG
1 1
Wir zeigen nun
1 0 pi—Z
ZG) = 1 o |lieN").
1

Offensichtlich gilt «=». Falls

1 Inpt ZrplP+2tp? 1 0
1 z i bi pi_l = 1
1
fiir ein q € @, gilt insbesondere X, , p;”! = 0, also p; |r; und wir erhalten
die angegebene Darstellung des Zentrums. Daher gilt TTP (Z(G)) =

= 21(8).
Seien nun r;, t; =0 fiir ¢ > k. Dann ist fiir P =p,... p;

1 2rmpit Zrpd+ 2t %P

1 2ribp ! =
1

1 2rPp! ETiPPi_3+2tiPPi-2+%P(P‘1)(2"21’[1)(27’1‘5:'1’5—1)

= €

1 2rPp!
1

e Z(G UG, 2)
und es gilt TTP (G/Z(G)) < t(S). Die Annahme TTP (G/Z(G)) < (S)
filhrt aber wegen
3t(8) = TTP(G) g TTP (G/Z(G)) TTP (Z(G)) = TTP (G/Z(G)) 2¢(S)

zum Widerspruch und wir erhalten TTP (G/Z(G)) < #(S).

Wir zeigen nun, daB die Menge VT kein maximales Element enthé-
ly. Zundchst beschaffen wir uns Informationen iiber die Hauptty-
penmenge {t(U/V)|V,U <,G, U/V< Q} von G. Da G vom Rang 3
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ist, gilt fiir einen Haupttyp a
a=tU) fir U<,G, U< Q,

oder a =#G/V) fir 1=G/V<Q,
oder a =t(U/V) fiir 1<V<,U<,G, UV<Q.
Offensichtlich ist

1 r» t
t¢ 1 s||suS,
1

falls 72 + s2# 0. Da t%(g) = 2¢(8) fiir g € Z(G), folgt damit
0 Vyzq USG = () <2K9).

Fiir einen Normalteiler V von G mit G/Vg Q gilt \/G' <V und wir
erhalten

@ #G/V) = TTP(G/V) < TTP (G/V/&) = TTP (G/Z(®)) = £3).

Wir untersuchen nun ¢(U/V) fiir 1 < V<, U <,G und V # Z(G). Wir
konnen

1 » ¢ 1 r
V= 1 s fiir 1 s|eU@B,2), r*+s2=0
1 1

annehmen. Dazu nutzen wir aus, daB U im Normalisator N(V) von V
liegen mufl und beschaffen uns zunidchst Informationen iiber N(V).
Wegen

1 = =z\-1{1 » ¢t\[]1 = = 1 r t+ry—sx
1 y 1 s 1 y|= 1 8
1 1 1 1

ist der Normalisator

1 = =z
N(WV) < 1 yllry=seAz,y,2e6Q}NG.
1
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Es gilt also die folgende Kette von Implikationen

1 Zrpt 2rp i+ 2t t
1 2ribip eN(V) = rZrbp ' =sZrp
1
= 2(rrb;—sr) pi =0

= V;y+1;=0Vrb;=s mod p;
= ieN+Ti=0ViET(,",S)

fiir die in 5.2 definierte Menge 7(r,s). Daher ist

1 > rmp! > np i+ 2 tip

ieT(r, s) ieT(r, ) ieN*t

N(W) < 1 > rbip!

ieT(r,8)

1

Wir definieren Typen a; wie folgt: ao=2#(S) und fiir je N* sei
(ny,|i e N*) € a;, wobei
3 falls ieN;;
" = { 2 sonst.
Aus der Darstellung von T'(r, s) nach 5.2 folgt TTP (N(V)) < q; fiir ein

geeignetes je Ny. Fiir 1 < V<, U <,G, U/V < Q gilt also zusammen-
fassend

41 TTP (G/Z(@)) =(8), falls V=2(G);
@ uU/V) < . .
TTP (N(V)) < g, fiir ein geignetes jeN,, falls V= Z(G),

da U< N(V) im Fall V= Z(G) ist.
Fir V<,U < G mit U/V < @ leiten wir nun eine Abschitzung fiir

t(U/V) her. Wegen N(\/V) = N(V) [1, 9.4] gilt V'V <, (U, \/V); weiter

ist \/174*\/5 =\V(U, \/1_/), da der Normalisator einer isolierten Un-
tergruppe einer torsionsfreien, nilpotenten Gruppe selbst isoliert

ist [7, § 67). Wegen rg(X) = rg (V/X) fiir eine Untergruppe X einer tor-
sionsfreien, nilpotenten Gruppe ([6, 2.5] und [1, 13.6]) ist

rg VU/\/V) = 1, also VU/VV rational. Damit gilt
t(U/V) = t(U/(U N VV) = t(UVW)/VV) < tVU/VY)
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und wir erhalten, da3 es fiir jedes Element a € VT sogar Haupttypen
biy...,b, mit a<b U...Ub, gibt. Aus den Abschiitzungen (1), (2)
und (3) fiir die Haupttypen von G erhalten wir damit, daf} fiir jeden
Typ a € VT ein ke N* existiert, so daBl a < aqy U ... U a; gilt.

Um zu zeigen, daB VT kein maximales Element enthilt, geniigt es
daher zu zeigen, da a;e VT fiir je N, ist. Zundchst gilt a,=
=1(Z(G@)) e VT. Fiir je N* ist

(
1 Zrmpt 2 rpi+ 2 4t
ieN; ieN; ieN*
[]].: 1 E Tibipi_l ItzGZ; 'riEZ fir 'iEN] =
ieN;
1
\
1 Xrpt 2rplt+ > tp?
ieN; ieN; ieN*
= 1 D; E /ripi_l 'tIEZ; TiEZ fir ’l.EIv] <G
ieNj;
1

eine abelsche Untergruppe von G mit TTP (U;) = a,;. Da TTP(U;) =
= OT (U;) in abelschen Gruppen gilt ([8, 4.1]), und rg (U;) = 2 ist, gibt es
nach Definition des &ufleren Typen Haupttypen c;, d; von U; mit
¢; U d; = a; und es ist a; € VT fiir alle j. Damit ist gezeigt, da VT kein
maximales Element enthilt. Nach 4.1 folgt schlieflich ¢ < TTP(G) fiir
jedes a aus VI. =
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