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REND. SEM. MAT. UN1v. PADOVA, Vol. 91 (1994)

Immersione canonica e mappa dei periodi.
Il caso dei gruppi di Barsotti-Tate
étale e moltiplicativi.

MAURIZIO CANDILERA (*)

Introduzione.

Sia K un corpo locale, A il suo anello degli interi e k il corpo residuo,
di caratteristica positiva e perfetto; indichiamo poi con K e C (risp. A e
Ac) una chiusura algebrica di K ed il suo completamento rispetto alla
topologia indotta dalla valutazione (risp. i corrispondenti anelli degli
interi). Siano poi G = lim G, un gruppo p-divisibile (0 di Barsotti-Ta-

te), definito su 4, e G = lim G, il suo duale.

Nel celebre articolo sui gruppi p-divisibili[TA], Tate introdusse una
dualita tra i Moduli di Tate di G e G che pud essere descritta nel modo
seguente: i moduli di Tate associati ai gruppi in questione sono T,(G) =
= lim G,(A) e T,(G) = lim G(A); ove i gruppi finiti G, e G, sono duali (di

Cartier) fra loro. In base a tale dualitd, un punto di G, (A) viene identi-
ficato con un elemento moltiplicativo g, dell’algebra affine R, ® A del
gruppo G, ® A; quindi, al variare di @, in G, (A), & ben definito il valore
9n(Qy) € prpn(A), ove u,n(A) indica il gruppo delle radici p"-esime dell’'u-
nitd in A. Cio detto, dati un punto g = (Q,, Q:, ...) di T,(G) ed un pun-

(*) Indirizzo dell’A.: Dipartimento di Matematica Pura e Applicata, Via Bel-
zoni 7, 35131 Padova, Italia. E-mail: Candilera@PDMAT1.unipd.it.
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to g = (99, 91, .-.) di T,,(@), si pud considerare la successione

<g, q) = (gO(QO), gl(Ql)’ ) € lg .U-p"(A.) = Tp(Gm),

ove G,, indica, come di consueto, il gruppo moltiplicativo (su A).
I1 modulo di Tate T,(G,,) pud essere immerso nel gruppo moltiplica-
tivo dellanello di valutazione R4 = lim(A¢ [PAc < Ac [pAc < ...)

(cf. [FO2] per le proprieta di questo anello), di caratteristica p, integro
e perfetto; e, tramite i rappresentanti di Teichmiiller, tutti gli elementi
del gruppo R4 possono essere rialzati ad un sottogruppo del gruppo
moltiplicativo dell’anello dei vettori di Witt W(R,). Per tutti gli ele-
menti di T,(G,,) immerso in W(R,4)™ converge in biv &4 la serie del lo-
garitmo e si ottiene cosi una versione additiva dell’accoppiamento di
Tate, a valori in biv ®, . In particolare, in tal modo, gli elementi del mo-
dulo di Tate T, (G) divengono applicazioni Z,-lineari sul Modulo di Tate
T,(G) e, con una piccola variazione nella costruzmne qui delineata, pos-
sono essere estese ad applicazioni Z, lineari, a valori in biv®,, definite
su tutto lo spazio di Tate V,(G) = lim (G(4) « G(4) « ...).

Tramite Pimmersione canonica definita da Barsotti nel 1968
(cf.[VP] o[WR]) gli elementi del Modulo di Dieudonné M(G;,) della fi-
bra speciale del gruppo G divengono, in modo naturale, applicazioni Z,-
lineari sullo Spazio di Tate V(G ), a valori in biv®,. Viene quindi spon-
taneo chiedersi quali relazioni ci siano tra le applicazioni lineari prodot-
te dall’accoppiamento di Tate, tramite il logaritmo dei bivettori, e quel-
le prodotte per immersione canonica dagli elementi del Modulo di Dieu-
donné; tenendo conto nel far cio della «mappa dei periodi», ovvero del-
I'isomorfismo definito da Tate nell’articolo citato, tra il modulo T (G),
opportunamente cambiato di base, e la coomologia di De Rham
H}r(Gg) = M(Gy) ® K, anch’essa opportunamente cambiata di base.

Lo scopo di questo lavoro & di svolgere il confronto proposto nel caso
in cui G sia un gruppo di Barsotti-Tate étale, G il suo duale moltiplicati-
vo ed A = W(k); lasciando il caso generale ad un successivo approfondi-
mento (cf.[PD]). Questi due casi presentano particolare interesse per-
ché permettono di mettere in evidenza gli aspetti fondamentali del pro-
blema proposto senza il fardello delle tecniche necessarie per trattare i
gruppi di Barsotti-Tate di tipo generale. Inoltre, la rappresentazione
funzionale delle algebre associate ad un gruppo di Barsotti-Tate étale in
caratteristica positiva, esposta nella Tesi di Baldassarri (cf.[BA]), e
qui ripresa, permette di dare una presentazione elementare, ma molto
suggestiva delle relazioni esistenti tra i moduli in questione e del ruolo
giocato dalle varie relazioni di Dualita

Diamo ora una rapida descrizione della struttura di questo lavoro.
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Nel § 1 vengono richiamate le definizioni fondamentali sulla Dualitd di
Cartier tra gruppi finiti e la costruzione dell’algebra di Barsotti & (bi-
campo) associata ad un gruppo di Barsotti-Tate G ed al suo duale G su
di un campo di caratteristica positiva. Nel § 2 si espongono i fatti fonda-
mentali sulla rappresentazione funzionale dell’algebra affine di un
gruppo di Barsotti-Tate étale in caratteristica positiva e dell’algebra
affine del suo duale, riprendendo essenzialmente le costruzioni di[BA],
mentre nel § 3 si descrive la rappresentazione funzionale del suo rialza-
mento a W(k), che viene a coincidere con I'immersione canonica di tale
rialzamento (cf. il § 1 di[WR]); analogamente si studia 'immersione ca-
nonica dell’algebra affine del gruppo duale e le sue relazioni con quanto
esposto in caratteristica positiva. I §§4 e 5 sono dedicati alla descrizio-
ne degli accoppiamenti di dualita, alla mappa dei periodi ed alle relazio-
ni reciproche tra queste costruzioni. In particolare, vengono messe in
evidenza le relazioni esistenti tra la dualita tra i moduli canonici, la dua-
lita tra i moduli di Tate e le relazioni che sussistono tra la mappa dei pe-
riodi ed il logaritmo dell’estensione universale additiva nel senso di Ma-
zur e Messing (cf.[MM]). Le relazioni risultano piui espressive facendo
I'ipotesi che il campo k sia algebricamente chiuso. Infine, il § 6 estende
le considerazioni fatte nei numeri precedenti al caso in cui il campo &
non sia algebricamente chiuso, mettendo in evidenza le relazioni tra le
varie mappe e le azioni naturali del gruppo di Galois.

Da ultimo, non posso esimermi dal ringraziare Valentino Cristante
per le discussioni avute durante la preparazione di questo lavoro.

1. Dualita di Cartier ed Algebra di Barsotti. Alcuni richiami.

Sia k un campo perfetto di caratteristica p > 0 e sia R algebra affi-
ne di un gruppo di Barsotti-Tate G su k. In particolare, R = l(ll—n R,,

dove R, & l'algebra affine di un gruppo finito G, su k. Su R si ponga la
topologia profinita, ovvero il limite inverso delle topologie discrete sui
singoli quozienti R, . Infine, si indichi con a,, I'ideale di R tale che:
R/a, = R,; si osservi che gli a, formano un sistema fondamentale di
ideali aperti per la topologia profinita su R e si ha: a,.;ca, Vn.

Poiche R, & un’algebra finita su k & ben definito il suo duale alge-
brico: D, = Homy .4 (R, , k), che diventa I’algebra affine di un gruppo
su k, ponendo su di esso le operazioni definite per dualita a partire dalle
operazioni di R,. Precisamente, si definiscono

wp:D,xD,—-D,, Pp:D,—»D,®D,,ep:D,—D,, ep:D,—k,
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ponendo:
pup(@1®dy)ox =(8;®82)o Prr, Pplo; @&z =23oug(@; Qxs),
pDé‘ox=é‘opr, eDé‘olk=é‘olR,

qualunque siano gli elementi: ¢, é,, &3 in D, ed @, 2,, 3 in R, . Indiche-
remo con G, il gruppo su k la cui algebra affine ¢ D,,. Richiamiamo qui
sotto la dimostrazione di un fatto generale sulla dualita (di Cartier) dei
gruppi finiti, che generalizza 'usuale interpretazione del gruppo duale
come gruppo dei caratteri. Osserviamo che la dimostrazione si puo ripe-
tere passo passo sostituendo alla base k un qualsiasi anello noetheriano.

1.1. PROPOSIZIONE. Siano G, un gruppo finito su k e G,, il gruppo
moltiplicativo su k. Allora si ha Uisomorfismo di k-gruppi:
G, = Hom (G, G,,), ove Hom (G,, G, )(S) = Homg o, (Gy, 5, Gr,s) peET
ogni k-algebra S.

DM. Siaa: D, — S un punto di G, (S). Allora, poiché D,, & un k-mo-
dulo di tipo finito, si ha:

ae Homk—a.lg (Dny S) gHomk—mod (Dn ’ S) = Homk-mod (Dn ’ k) ®S= Rn ®S.

Dunque ad a corrisponde un punto su S del gruppo ¥om (G,, G,,) se, e
solo se, « & invertibile in R, s = R, ® S e si ha: Pa = a ® a. Cid & equi-
valente al fatto che « &€ un omomorfismo di k algebre, perche dalla rela-
zione: pg(a ® a) = aup si deduce che:

psl(a®@a)(d; @ 8)] = aoup(d; ®d;) = P ao(d;®45),
qualunque siano é;, &, in D,. Inoltre, osservando che:
eRaa=a(ID)=ls ed eR‘az=,u.Rs(pRs®1)PRaa=‘u.R,(pRsa®a),

se ne deduce che « & un elemento invertibile di K, 5. La corrisponden-
za inversa e ovvia. CVD.

Si coinsideri ora l'algebra topologica R e si indichi con D il lg)n D,,

munito della topologia discreta. Vogliamo mostrare che le due algebre
R e D sono in dualitd topologica.

1.2. PROPOSIZIONE. Notazioni come sopra. Allora si ha:
R= Homk-cont (D, k) € D= Homk-cont(Ry k) .

ove Homy, .. (—, k) indica linsieme delle applicazioni k-lineari conti-
nue quando su k si ponga la topologia discreta.
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DiM. Per quanto concerne il primo isomorfismo, si osservi che D &
munita della topologia discreta e percid si ha:

Homk-cont(D, k) = I-Iornk(l_il_.[_)1 Dny k) = I(H_H Homk(Dn7 k) = l(l_r__n Rn =R.

Per quanto concerne il secondo isomorfismo, se ¢ € Homy .ot (B, k), al-
lora ker ¢ contiene uno degli a, e, quindi ¢ induce un elemento
¢, € Homy (R, k). Poiche gli ideali a, sono contenuti I'uno nell’altro, re-
sta cosi determinato un elemento del lg)n Hom,(R,, k) = D e la corri-

spondenza cosl costruita & chiaramente un isomorfismo. CVD

Si osservi che, anche quando R é il gruppo di Barsotti-Tate associa-
to ad una varieta abeliana, 'algebra duale D non & l'algebra affine del
gruppo di Barsotti-Tate associato alla varieta duale, ed in generale, non
é l'algebra affine di un gruppo di Barsotti-Tate. Allo scopo di chiarire
le relazioni esistenti tra la dualitd delle varietd abeliane ed i gruppi di
Barsotti-Tate ad esse associati e la dualita tra le algebre che li rappre-
sentano, Barsotti ha introdotto una classe di algebre, da lui chiamate
«bicampi», dotate di un naturale coprodotto, tra le quali si esprime pil
chiaramente la dualita. In particolare, il «<bicampo» associato al duale G
di G puo essere costruito sia a partire dall’algebra affine R di G che dal-

Palgebra D, duale dell’algebra aff[ine R ([11 ]G
Sia R° il limite diretto: hm (R i) R —ff—> .) dove il morfismo [p, ]

é lapplicazione indotta dalla moltiplicazione per p nel gruppo G. Su K°
si pone la topologia limite diretto delle topologie profinite sulle copie di
R, ovvero la pil fine topologia che renda continue tutte le freccie cano-
niche dalle copie di R verso il limite diretto. Diamo una descrizione
esplicita di tale topologia, dovendone far uso nel seguito. Si considerino
gli ideali af = j, (a;) R, ove j,: R— R" & il morfismo canonico dell’n-
esimo termine della sequenza verso il limite diretto. Si osservi che si
ha: ay,,2[ps 1" (a) e quindi:
n+r 2 dl;ti; Jnsr(@psr) K0 n+r(D+ 1 ar) K= Jn(ag) R = ay.

Un sistema fondamentale di intorni zero per la topologia limite diretto
in ®R° & quindi dato dagli ideali

(13) b = goow'ém

al variare di k tra gli interi non negativi. Lasciamo al lettore il facile
compito di verificare che un omomorfismo ¢: ®° — S & continuo rispetto
alla topologia cosi definita se, e solo se, lo sono tutti gli omomorfismi
composti: ¢oj, al variare di n.



130 Maurizio Candilera

In generale, rispetto a tale topologia ®° non & completo; si indichi
con R il suo completamento. Resta inoltre individuato un morfismo na-

turale 7: R — & componendo la freccia che manda il primo elemento

+1 Ipe] N . . .
della sequenza R el R 5 ... nel limite diretto ®° con linclusione di

quest’ultimo nel completamento.

1.4 DEFINIZIONE. Notazioni come sopra. Diremo che K dotata del-
omomorfismo naturale: r: R — R & l'algebra di Barsotti associata al
gruppo di Barsotti-Tate G. Anche l'algebra R rappresenta un gruppo
sulla categoria delle k-algebre finite, che indicheremo con il simbolo
T(G) e chiameremo Spazio di Tate associato al gruppo di Barsotti-Tate
G. I punti del gruppo T(G) sono il limite inverso dei punti del gruppo G,
rispetto alla moltiplicazione per p.

Si osservi che sia ® che R° rappresentano lo stesso funtore in gruppi
nella categoria delle k-algebre finite, perché ogni morfismo continuo
da R° verso un’algebra discreta si estende, in modo unico, al completa-
mento K.

Mostriamo ora come si possa costruire I'algebra di Barsotti associata

al gruppo duale a partire dall’algebra duale D. Siano dunque R e D
[p-1 [p-1

come in 1.2, e si consideri il limite inverso: @ = l(n_n (D<—D<—..)
dove il morfismo [p_] & l'applicazione indotta per trasposizione dalla
freccia [p, ]: R — R. L’algebra @, dotata della topologia limite inverso
e completa ed & dotata di un morfismo naturale: o: @ — D, ovvero la

freccia che manda il limite inverso sul primo elemento della sequenza

[p-1 [p-] . L s
D <— D <— .... Vi & un’applicazione bilineare non-degenere tra ®° e

®@; infatti, in base alla Proposizione 1.2, si ha:
Homk-cont(moa k) = Homk-cont (lg)n R! k) =
= l(n_n Homy,_one (R, k) = 1(1_r_n D=®.

Se ¢ € Homy, ot (@, k), considerando il suo nucleo, si vede che ¢ & com-

pletamente determinato da un morfismo continuo dal limite inverso di
p-1 _ [p-1 Ip-1
una sequenza finita di copie di D: D Zp&l X D, e quindi da

un elemento del
lim Homy, eont (D, k) = lim B = &°.

La corrispondenza cosi costruita & chiaramente un isomorfismo tra K°
ed Homy, oo (B, k).
Vogliamo mostrare che le algebre R e @ sono «dello stesso tipo», ov-
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vero che il limite inverso ( pud essere realizzato come l'algebra di Bar-
sotti associata ad un gruppo profinito G, che & ancora un gruppo di
Barsotti-Tate su k. Dunque, la dualitd tra gruppi finiti si trasporta ad
una «dualitd» tra le torri associate ai gruppi G e G, e quest’ultimo & il
duale del gruppo G.

L’algebra affine R = lim R, del gruppo G é limite inverso di k-alge-
bre finite, ove le freccie p_: R,,; — R,, tutte suriettive, sono le proie-
zioni canoniche, ovvero le freccie indotte dalle inclusioni reciproche
1t G, — G, 4, dei sottogruppi finiti di p"-torsione di G, al variare di =.
La freccia [p, I: R — R, induce dei morfismi tra le algebre finite R, e
precisamente, si ottengono le freccie p, : R, — R, ., tutte iniettive, in-
dotte dalla moltiplicazione per p, p: G, ,, — G, tra i sottogruppi finiti di
G, al variare di . In particolare osserviamo che 'applicazione composta
ip e la freccia indotta dalla moltiplicazione per p nel gruppo finito G, .,
Possiamo quindi mettere in evidenza le relazioni esistenti tra le freccie
testé descritte nel seguente diagramma commutativo 1.5. La prima ri-
ga di tale diagramma e stata illustrata nella descrizione della costru-
zione dell’algebra di Barsotti associata al gruppo G (cfr. Definizione
1.4). Passiamo_ora a descrivere 'ultima colonna di tale diagramma. Si
indichino con D i limiti diretti delle successive righe del diagramma 1.5.
Tali limiti diretti sono tutti isomorfi tra loro e sono dotati della topolo-

gia discreta che coincide con la topologia limite diretto. In tal modo si
=~ [p-1 =~ [p- . c s 1e . o s
definisce una sequenza: D < D <= ... in cui indichiamo con il simbo-

lo [p-1 le freccie indotte tra i limiti diretti dalle freccie verticali del
diagramma.

[p,] [p.] [p.] [p,]
R R R

...... RI—> R
p- p- P- P- [p-]
P+ P+ P+ P+ A
R,., R,.o R,.s Ry ym> i, D
p- p- P- p- [p-1
D+ P+ p P+ A
15 R, R,., Ryo—> Ry g e, D
p- j p- p- (p-]
P- p- p- p- [p-]

D+ you y D+ A
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Vogliamo mostrare che, come l'algebra R & il limite inverso degli
oggetti posti nella colonna sottostante del diagramma, lo stesso si puo
dire per il completamento & di ®°; ovvero:

1.6 PROPOSIZIONE. Notazioni come sopra

Dim. Sia « = (a9, a;, ...) un elemento del limite inverso, ovvero sia
a;€Ded a;=[p_Ja;,, al variare di ¢ tra gli interi non negativi. Mo-
striamo come si possa costruire a partire da « una successione di Cau-
chy di elementi di ®° e quindi un elemento di ®. Consideriamo I'elemen-
to « della sequenza; poiché tale elemento appartiene al limite diretto
dell'ultima riga del diagramma (1.5), «y € immagine di un elemento, che
indichiamo con lo stesso nome «, appartenente alla copia di R, posta
nell’'ultima riga del diagramma per un opportuno valore di n. Indichia-

mo con ay, un elemento dell’z-esima copia di R nella sequenza

p p o .
REL R che siriduca ad .

Consideriamo ora l’elemento «, della sequenza. Poiché ay = [p_J«,,
esiste un intero k; = 0 tale che «; appartenga alla copla di Rn+k1+1 posta
nella penultima riga del diagramma, e si abbia: p*¥a,=p_a,. Sia ora
a; un elemento dell'(n + k;)-esima copia di R nella sequenza

[p+] [p+] .« . . . .
R —> R —> ..., che si riduca ad «, e si osservi che, per costruzione, la

differenza a, — [p+ 1 a, appartiene all’ideale aZI',ﬁ} cby.

Consideriamo ora I'elemento «, della sequenza e ragioniamo analo-
gamente. Poiché «, = [p_]a,, esiste un intero k, = 0 tale che a5 ap-
partenga alla copia di R, .k+2 posta nella terzultima riga del dia-
gramma, e si abbia: p*a, = p_a,. Sia a; un elemento dell'(n + k; +

[p+ [p+] ..
+ ks )-esima copia di R nella sequenza R —p—> R —> ..., che siriduca ad

ay € si osservi che deve aversi:
= [p, I2a;mod ‘Ln+k1+k2+1 cb,.

E chiaro che, proseguendo in questo modo, si costruisce una successio-
ne di Cauchy ay, a,, ... in K’, e si determina cosi un elemento di K.

Viceversa, sia (&, ),.n una successione di Cauchy di elementi di ®° e
mostriamo che, a partire da una sottosuccessione della successione
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data, si pud costruire un elemento del limite inverso

lim (D Lp—] D Lu .). Poiche la successione (x,),.n € di Cauchy, fis-

sato comunque un intero j = 0, esiste un intero n; tale che:
x, = &, mod @j per ogni n, m = n;.

Dato un rappresentante di x,, nell'n-esima copia di R nella sequenza

[p+] [p+] o s s . . s qs
R —> R —> ..., indichiamo con &, la sua immagine nella copia di R,

posta nell’'ultima riga del diagramma (1.5).
Si consideri ora un intero non negativo £, tale che vi sia un rappre-
sentante di w, nell(n + h;)-esima copia di R nella sequenza

p+1 _ [p+] . . . -
RIZsRIS ., ed indichiamo con £, la sua immagine nella copia di
R, p,+1 posta nella penultlma riga del diagramma. Per 1’1p0tes1 prece-

dente si ha che &, — [p, 1"x, appartiene ad a Iﬁ ¢ By. Da cio si deduce

che pM&, = p_¢&,. Indicando con £, e &, le immagini nei limiti diretti del-
le righe del diagramma 1.5 degli elementi delle algebre finite aventi lo
stesso nome, si ha £, =p_¢;.

Analogamente, si consideri un intero non negativo hy per cui vi sia

un rappresentante di x,, nell'(n + h; + hy)-esima copia di R nella se-

[p+]
quenza R —> R — ..., ed indichiamo con &, la sua immagine nella co-

pia di R, .y, +1,+2 Posta nella terzultima riga del diagramma 1.5. Sia an-
cora &, la sua immagine nel limite diretto D di tale riga. Per l'ipotesi
precedente, si ha che x, — [p, 1", appartiene ad a?t/11%2,, ¢ 6, e quin-
di: p™& =p_&. Se indichiamo ancora con &, I'immagine di
&2 € R,y p +hy+2 el limite diretto D della terzultima riga del diagramma

(1.5), siha &, = p_¢&,, ed & chiaro quindi come s1 prosegue nel costruire
(p-1
un elemento del limite inverso hm (D Pkl <— L)
E chiaro infine che le corrlspondenze cosi costruite sono l'una I'in-

versa dell’altra. CVD

Se si dualizza il diagramma (1.5), si ottiene un diagramma analogo in
cui gli oggetti sono i vari D, e le righe del diagramma sono scambiate
con le colonne in quanto tutte le freccie vengono rovesciate dalla duali-
ta. Tracciamo quindi il diagramma 1.7 che cosi si ottiene, ove indichia-
mo con p. la trasposta dell’applicazione p_: R, ,; — R, e con p_ la tra-
sposta dell’applicazione p, : R, — R, ., al variare di » tra gli interi non
negativi. Come nel caso del diagramma 1.5, gli elementi della prima ri-
ga sono i limiti inversi delle colonne sottostanti e gli elementi dell’ulti-
ma colonna (con 'eccezione di M) sono i limiti diretti delle righe che le
precedono; ovvero D é P'algebra descritta nella Proposizione 1.2.
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. 1, ], ], [psd
R R R R

...... - D
p- p- p- p- [p-]
D j I I
Dn+1 Dn+2 Dn+3 Dn+4—_> ............ D
p-| - p- P- p- [p-1
p p p p
A7) D, —>D,.—>D, gDy e D
- p- . P- [p-1
p- p- P- P- [p-]
p p p P
Dy —> D, —> Dy —> Dy —> ........... D

E chiaro che i limiti inversi R delle colonne del diagramma sono tutti
isomorfi tra loro; inoltre, R & I'algebra affine di un gruppo di Barsotti-
Tate su k, in quanto tutti i D, sono gruppi di p"-torsione della stessa al-
tezza ed i morfismi p_ sono suriettivi, in quanto trasposti di morfismi
iniettivi. Possiamo quindi dare la seguente:

1.8. DEFINIZIONE. Il gruppo di Barsotti-Tate G definito dallalge-
bra affine R & detto il duale del gruppo G.

Non ci attardiamo a descrivere lo Spazio di Tate associato al duale, o
ad affermare l'esistenza di un’applicazione bilineare non degenere tra
@° ed R trattandosi di verifiche elementari analoghe a quelle gia de-
scritte in precedenza. Vogliamo solo ricordare un’importante proprieta
delle algebre di Barsotti, la cui dimostrazione & contenuta nei Lemmi
4.11 e 4.16 di[MA].

1.9. PROPOSIZIONE. Sia R dotata dell'omomorfismo mnaturale:
7: R — & lalgebra di Barsotti associata al gruppo di Barsotti-Tate G e
sia R/, dotata dell’'omomorfismo nmaturale: ©': R'— R', lalgebra di
Barsotti associata al gruppo di Barsotti-Tate G'. Allora R ed R' sono
1somorfe come bialgebre se, e solo se, R ed R' sono isogene, ovvero se, e
solo se, i gruppi G e G' sono isogeni.



Immersione canonica e mappa dei periodi ecc. 135
2. Interpretazione funzionale in caratteristica positiva.

Cominciamo con I'esporre un esempio della dualitd descritta e delle
sue conseguenze nel caso di un campo di base k, di caratteristica positi-
va. Da questo momento, fino a tutto il § 5 compreso, supporremo che il
campo k sia algebricamente chiuso. Indichiamo con A e K rispettiva-
mente, 'anello dei vettori di Witt infiniti su k, A = W(k), ed il suo cam-
po dei quozienti: K = FracA = bivk. Sia dunque G un gruppo di Bar-
sotti-Tate étale su k e sia R la sua algebra affine. Vogliamo dare una
rappresentazione «funzionale» delle algebre R e @, descritte nel nume-
ro precedente e della dualitd esistente tra queste; nel numero successi-
vo ci occuperemo di come tale dualitd si possa trasportare ai bivettori
costruiti su tali anelli; cido e gia stato esposto, con alcune modifiche e
con dovizia di dettagli, nella tesi di F. Baldassarri[BA], ma viene ri-
portato qui per omogeneitd di esposizione e di notazioni.

2.1. In questa sezione diamo una descrizione «funzionale» delle alge-
bre R e D e della dualita che li lega nel senso del § 1 precisamente dimo-
streremo la seguente:

2.1.1. PrROPOSIZIONE. Siano G un gruppo di Barsotti-Tate étale su
k ed R la sua algebra affine; sia inoltre D Uanello descritto nella Pro-
posizione 1.2. Allora:

a) possiamo identificare R con lalgebra delle funzioni (insiemi-
stiche) da G(k) su k, dotato della topologia della convergenza puntua-
le.

b) Gli elementi di D vengono cosi identificati con misure (nume-
rabilmente additive) a valori in k, definite su tutti i sottoinsiemi di
G(k).

¢) Rispetto a tali identificazioni, la dualitd tra R e D coincide
con lintegrale su tutto G(k) di una funzione contro una misura.

DmM. (a) E ben noto che R & isomorfo al prodotto di tante copie di k
(algebricamente chiuso), quanti sono i punti di G(k); dunque & naturale
identificare R con l'algebra delle funzioni (insiemistiche) da G(k) su k.
Indicando con G, = kerp™” il sottogruppo di G formato dai punti di p"-
torsione, possiamo identificare I'ideale a, di R con lideale delle funzioni
su G(k) ed a valori in k, che si annullano sul sottogruppo finito G,, (k), il
che giustifica 'asserto sulla topologia di R. Notiamo che, ponendo su
G(k) e su k la topologia discreta, gli elementi di R sono ovviamente fun-
zioni continue.

Introducendo delle notazioni che ci saranno utili nel seguito, possia-
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mo quindi scrivere gli elementi di  come combinazioni lineari infinite,
a coefficientii in k di una famiglia di idempotenti, a due a due ortogona-
li: (ep)pecay OVe e, € la funzione caratteristica del punto P e G(k):

X) = 0 seX=P,
i B { 1 seX=P;
in tal modo una funzione f: G(k) — k si identifica con la somma:
2.1.2) f=_2 fX)ex.
XeGk)

In particolare il prodotto ed il coprodotto sono quelli naturali di uno
spazio di funzioni su un gruppo astratto, ovvero:

(2.1.3) epeQ = aerP e PR (ep) = XZ(]C) ex® ép_x.

€

Da cid si deducono inoltre il Frobenius ed il Verschiebung di R,
ovvero:

(2.1.4) FRep =é€p e VRep = z ex.
pX=P

Ovviamente, l'ideale a, & generato in modo analogo ad R dalle funzioni
caratteristiche ep, ove P ¢ G, (k).

(b) In base alla Proposizione 1.2, possiamo pensare a D come allo
spazio vettoriale su k, generato dalla base (9p)pcgr), OVe Opoeg = dpg
(8pq € il simbolo di Kronecker). Il prodotto ed il coprodotto di D si ot-
tengono per dualitd dalle operazioni di R e dunque si ha:

(2.1.5) aPaQ = 8P+Q e PD(aP) = ap® ap.

Da cido si deducono inoltre il Frobenius ed il Verschiebung di D,
ovvero:

(2.1.6) FD aX = agf = apX e VDGX = ax.
Si osservi che, in base alle definizioni date, se fe R, allora si ha:

(217 dpof=0dpo . E%(k) fX)ex= XEEGl(k)f(X )(3p oex) = f(P),

e cio significa che 'elemento 9 € D puo essere identificato con la misu-
ra di Dirac su G(k) centrata in P. Dunque, gli elementi di D in quanto
combinazioni lineari finite, a coefficienti in k, delle misure di Dirac Jp,
sono misure (numerabilmente additive) a valori in %, definite su tutti i
sottoinsiemi di G(k), ovvero su tutti gli aperti, visto che G(k) ha la topo-
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logia discreta. In particolare, la sottoalgebra di D, generata liberamen-
te dai dp con P € G, (k), sara identificata con I'immagine di D,, in D tra-
mite 'omomorfismo canonico.

(¢) Nelle notazioni precedenti, la dualita tra R e D & suscettibile
di una scrittura piu raffinata, ovvero: dati ueD ed fe R, ove: u =
= > cydyed f= 2 f(X)ey, si ha:
YeGk) XeG(k)

(21.8) wof= 2 cydyo 2 fX)ex=
YeGkh) XeGlk)

= 3 ofX)Oyoen)= 3 exfX)= [ fdu.
) XeGk)

X,YeG(k
<G G(k)

E si osservi che la somma che definisce I'integrale € una somma finita,
perche i coefficienti ¢y sono diversi da zero solo su un numero finito di
punti di G(k). CVD

2.2. Per poter passare ad un’analoga interpretazione delle algebre
R e M ci & utile avere un’espressione esplicita delle freccie p, e p_ che
compaiono nei diagrammi 1.5 e 1.7. Cominciamo con le freccie tra gli
R, ; ovvero:

py:R, >R, e p_:R,,—>R,
ove, in base alle definizioni, si ha:

ep se PeG,(k),
0 altrimenti.

221) p.ep= p}zpex e p_ep= {
Per dualita si ottengono le freccie tra i D,:
p+:Dy—>Dyyy € p_:Dyyy— Dy,
ove
(2.2.2) p.9y=0y e p_Ody=0py.
Le relazioni fondamentali di dualita tra le varie freccie sono:
p-pof=pop, f e pipof=pop_f,

qualunque siano pe D ed fe R.
Per poter dare una descrizione funzionale delle algebre & e @ abbia-
mo bisogno di introdurre lo Spazio di Tate associato al gruppo G, calco-
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lato su k, ovvero il limite inverso:
223) T=TG)Xk) = Lan (Gk) L G(k) Z ...)  (cfr. Definizione 1.4).

E facile verificare che T & un Q,-spazio vettoriale, la cui dimensione &
laltezza del gruppo di Barsotti- Tate (étale) G.

Sia n: T — G(k) la proiezione sul primo elemento della sequenza; si
verifica facilmente che il nucleo del morfismo = & un sottogruppo A di T
ed, in realta, uno Z,-modulo, e si ha: 7= A ® Qp . In particolare, i punti

di T sono successioni di punti di G(k) e prec1samente scriveremo x =

= (X, X1, X,, ...),ove X, € G(k) e pX,, ,; = X, per indicare un punto di 7'.
I punti di A sono tutti e soli i punti di 7' per cui X, = 0 € G(k). T € un Q,-
spazio vettoriale, dotato della topologia p-adica, ovvero della topologia
lineare per cui un sistema fondamentale di intorni dello zero & dato dai
sottomoduli p™ A, al variare di # in N. Si osservi che si pu6 quindi iden-
tificare 1'n-esima copia di G(k) nella sequenza che definisce il limite in-
verso T con il quoziente T/p"™A, tramite I'applicazione:

7, T— G(k),

224
( ) r—X,.

Possiamo quindi enunciare la seguente:

[p+ [P+
2.2.5. PROPOSIZIONE. Il limite diretto ®°=lim (R blply ..)
coincide con Uanello delle funzioni umformemente continue su T ed a
valort in k, dotato della topologia delle convergenza uniforme sui com-
patti di T. Ne consegue che il suo completamento R é Uanello di tutte
le funzioni continue su T ed a valori in k, dotato della topologia
detta.

DiM. E chiaro che I'n-esima copia di R nella sequenza che definisce
il limite diretto R° pud essere identificata con I'algebra delle funzioni
sull’n-esima copia di G(k) nella sequenza che definisce T, ovvero con le
funzioni sul quoziente T/p"™A, ovvero con le funzioni su T, che sono
p" A-periodiche. Dunque, pensando k dotato della topologia discreta e T
dotato della topologia p-adica, gli elementi dell’algebra R° si possono
identificare con le funzioni uniformemente continue da T su k.

Consideriamo ora la topologia di K°, ovvero la topologia limite diret-
to delle topologie profinite sulle copie di R, e cerchiamo di darne una
descrizione esplicita seguendo le indicazioni del numero precedente. Si
considerino gli ideali a}f = j, (a;) R°, ove R — R° & il morfismo canonico
dell'n-esimo termine della sequenza verso il limite diretto; per le identi-
ficazioni fatte, j, (a;) R° coincide con I'ideale delle funzioni su T, p"A-
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periodiche e nulle su p™ *A. In particolare, gli ideali
6,= > af,n conk=0,
n=0

che formano un sistema fondamentale di intorni di zero per la topologia
limite diretto su R’ sono gli ideali delle funzioni uniformemente conti-
nue, nulle su p “*A. K immediato osservare che i sotto-Z,-moduli p 4,
formano una famiglia di compatti (aperti e chiusi) di T’ che invade tutto
lo spazio ed ogni compatto di 7 & contenuto in qualcuno di questi sotto-
moduli; dunque la topologia limite diretto coincide con la topologia della
convergenza uniforme sui compatti di T; ne consegue che il completa-
mento R di R° & formato da tutte e sole le funzioni continue da T su k,
rispetto alle topologie date. Infatti, se f & limite uniforme sui compatti
di una successione di funzioni (uniformemente) continue, allora f & cer-
tamente una funzione continua; viceversa, data una funzione continua
f: T—k, si consideri la successione di funzioni (f;)i.n cosi definite:

flx) sexep*A,
0 altrimenti .

felx) = {

E chiaro che ognuna delle f; & uniformemente continua su 7 e che f & il
limite di questa successione nella topologia della convergenza uniforme
sui compatti. CVD

Passiamo ora alla descrizione dell'algebra @, di @° e di R. Facciamo
precedere I'enunciato da due definizioni.

2.2.6. DEFINIZIONE. Siano T e A come sopra ed « € 7. Il sottoinsie-

r

me x+ p"A di T & detto la sfera (aperta) di centro x e raggio p~".

E immediato verificare che ogni elemento di x + p"A pud essere
preso come centro della sfera e che ogni sfera di T & unione finita di sfe-
re di raggio < 1.

2.2.7. DEFINIZIONE. Sia X un sottoinsieme di 7. Diremo che una mi-
sura p ha il supporto contenuto in X se u(Y) = 0 per ogni sottoinsieme
misurabile Y di T contenuto nel complementare di X.

p-1 _ [p-1

2.2.8. PROPOSIZIONE. [l limite inverso (@ = lim D _p— .n)
puo essere identificato con Uanello delle misure a valori in k, definite
sull’algebra di Boole generata dalle unioni (al pin numerabili) di sfere
aperte di ugual raggio in T. Il sottoanello R é costituito dalle misure il
cui supporto & contenuto in A e quindi il limite diretto @° é Ualgebra
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delle misure di @ il cui supporto sia contenuto in qualche compatto di
T. Infine, lideale aperto b, di @ é costituito dalle misure nulle sulle

sfere di raggio =p

DiM. Facciamo vedere come un elemento u = (ug, 1, p2, ...) di @
definisca in modo inequivoco una misura sulle sfere aperte di 7. A tale
scopo, & sufficiente mostrare come si calcola la misura ¢ di una sfera di
raggio < 1; sia dunque x + p"A una tale sfera (x = (X, X, X3, ...) ed
r=0); e si ponga:

2.2.9) w@ +pA) = pp (@) = w, (X,),

ove =, e I'applicazione descritta in (2.2.4). Se z,, ..., 2, sono dei rappre-
sentanti in T delle classi di p"A/p"*'A, allora si ha:

8
r+pA= ,le +2i+p™A;
j=
e quindi la definizione di x ha senso se vale I'uguaglianza:
p(x + pTA) = Zl,u(x +2;+p tA);
i=
ovvero, con ovvio significato dei simboli:
3
Au‘r(Xr) = le”r+1(Xr+l + Zj, 'r+1)-
i=

Tale uguaglianza si deduce osservando che, dalla definizione della frec-
cia p_ data in 2.2.2, si ha:

2 AuT+1(X”'+1 + Zj, r+l) = E l“r-i-l(Q) = [p— ]‘u'r+1(X’r) = .ur(Xr)y
j=1 PQ=X,

ove l'ultima uguaglianza discende dalla definizione stessa del limite in-
verso . Se ne deduce immediatamente che la misura cosi definita si
estende dalle sfere aperte agli elementi dell’algebra di Boole descritta
nell’enunciato. _

Vogliamo caratterizzare I'algebra affine R del gruppo duale ed il li-
mite diretto @° come sottooggetti dell’algebra di misure @. La costru-
zione dell’algebra

~ - -1
R=1(ir_n(D0LuD1Lp—...)

& descritta nel diagramma (1.7); si tratta quindi di interpretare in ter-
mini di misure gli oggetti coinvolti nella costruzione. Cominciamo dalla
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prima colonna del diagramma. L’algebra D,, e costituita dalle misure
sul gruppo finito G,(k) e la freccia p_ & descritta in 2.2.2, ovvero:
p_ 0Oy =3d,y. Se u, & un elemento dell’'algebra D, posta nella prima co-
lonna del diagramma (1.7), la sua immagine nel limite diretto D della ri-
ga & una misura g, su 7/p"A = G(k), che assume valore nullo su tutti i
sottoinsiemi del complementare del sottogruppo dei punti di p™-torsio-
ne, ovvero u, ha supporto in A/p™A. Dunque un elemento w=
= (yo, ©1, k2, -..) del limite inverso R definisce una misura su 7', a sup-
porto in A, nel senso della Definizione 2.2.7.

Analogamente, un elemento della k-esima copia di R nel limite di-
retto @° = lim (R —> R [p—i .), definisce una misura a supporto con-
tenuto in p "A. In base a quanto osservato sulla famiglia di compatti
p*A, al variare di k in Z, (cfr. la dimostrazione della Proposizione 2.2.5)
possiamo quindi affermare che @° & la sottoalgebra di @, costituita dal-
le misure il cui supporto & contenuto in_qualche compatto d1 T.

Per quanto concerne la topologia di R e di @°; Tideale a* descritto
nel § 1 corrisponde all’insieme delle misure u = (@g, 1, 2, ...) tali che
o=y =... =, =0, ovvero a; & I'ideale formato da tutte le misure in
®, a supporto in p A e nulle sulle sfere di raggio = p*~". Ne consegue
che Pideale 6, di @°, definito in 1.3, & costituito dalle misure a supporto
compatto su T, nulle sulle sfere di raggio = p ~*; e la sua estensione a
®, che indicheremo con lo stesso simbolo 6, & quindi costituita da tut-
te le misure su 7, nulle sulle sfere di raggio =p~* CVD

Vi & un’espressione analoga alla (2.1.8) per la dualita tra K° e @, ov-
vero, se fe R’ e w e @, si ha che f & una funzione periodica di periodo
p’A per qualche r, e dunque discende ad una funzione sul quoziente
T/p" A = G(k), che indichiamo ancora con f. E chiaro allora che P'accop-
piamento tra f e u & uguale all’accoppiamento tra f e u,, nel senso di
2.1.8; in particolare si puo scrivere:

22.10) fou = [fdu =3 f@ua +pA),
T

ove l'indice x della somma varia in un sistema di rappresentanti degli
elementi del quoziente T/p"A. Tramite questo accoppiamento si puo de-
finire un’azione naturale degli elementi di @ sulle funzioni di R° che
corrisponde alla usuale definizione di trasformata della funzione fe R°
tramite la misura u € @; ovvero:

2.2.11) [uf1x) = f fle +y)du,,
T
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ove il suffisso «y» posto alla misura u sta ad indicare che y é la variabile
di integrazione.

In particolare osserviamo che, rispetto alla dualitd descritta in
(2.2.10), l’1deale bcoe l’ortogonale del sottoanello di ®° formato dalle
funzioni p*A-periodiche. E chiaro che tramite Iintegrale si pud definire
analogamente la dualitd tra @° ed & ovvero tra le misure a supporto
compatto e tutte le funzioni continue ed analogamente a (2.1.11), si de-
finisce un’azione di @° su K.

2.3. In questa sezione diamo una dimostrazione del fatto ben noto
che R é l'algebra affine di un gruppo di Barsotti-Tate di tipo moltiplica-
tivo. Precisiamo le notazioni nel modo seguente. Siano

X = (0, Xl,l’ leg, ), ey Xp = (0, Xf,lr Xf;z, )

dei generatori liberi dello Z,-modulo A, ovvero dei punti di T tali che
Xi,1, ..., Xp 1 siano generatorl del gruppo G,(k) = (Z/pZ)”. Si consideri-
no in R le misure di Dirac 3 20y -+ 1 Oay € gli elementi y; = 8, — 1, per
j=1,...,f Si osservi che da P(a,,)=a,,®a,,, per ogni @ in T, si
deduce:

2.3.1) P(yj)=?/j®1+l®?/j+yj®yj:

per j=1,..., f. Vogliamo quindi dimostrare che si ha un isomorfismo
naturale:

2.3.2 PROPOSIZIONE. Notazioni come sopra. Allora:
R = kl[ylv ---’yf]}
DiM. Si tratta quindi di dimostrare che ogni serie di potenze:

a= 2 a,y’.

ve Nf

converge in R e che ogni elemento di tale anello si pud scrivere (in modo
unico) come serie di potenze nelle ¥, ..., %;. Poiché la topologia di R &
lineare, per verificare la convergenza delle serie & sufficiente mostrare
che

Am g =0,

perj =1, ..., f. Si tratta quindi di far vedere che, fissato un numero in-
tero positivo 7, la misura (a,,j —1)", con n sufficientemente elevato, si
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annulla su tutte le sfere di raggio = p~". Andiamo quindi a calcolare
2.33) (O — 1)"(y +pTA).

Poiche

(@ = 1= S, 12 B

k=0 k

la (2.3.3) & certamente uguale a zero se y non & congruente a qualcuno
dei kx;, modulo p”A. Quindi, a meno di cambiare il centro della sfera
supponiamo che si abbia y = hx;, ovviamente con - < p". Se ne deduce
che:

[p~"(n—h)] e n
Oy, — )" (ha; + pTA) = — 1k’ ,
(9 = 1)"(ha; + p74) E)‘ ) (h+w4

ove le parentesi quadre nell’estremo superiore della somma stanno ad
indicare che si deve prendere la parte intera del numero tra parentesi.
Possiamo ottenere un’espressione pilt maneggevole della somma scritta
sopra grazie ad una osservazione elementare sui coefficienti binomiali
in caratteristica p > 0. Sia dunque 7 = a + mp”, con 0 < a < p". Poiche
in caratteristica positiva si ha:

X - 1*m" = (X - 1)*(XP - )",

se ne deduce che:

") (s ) = ()
(h+m4 h+ipm | \BJ\i)’
ove l'ultimo membro dell'uguaglianza & da porsi uguale a zero se & > n
[ef. Appendice 2]. Quindi:
[p~"(n—h)]

% o Sy e G () -

= -1t (5) Seom().

Dunque, se m > 0, ovvero se n = p”, allora 'ultima somma scritta sopra
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& uguale a zero. Possiamo quindi concludere osservando che:

n
h

0 altrimenti,

-

) se0<h<sn<p’,
234) (8- D) (ha;+p"A) =

ovvero se n = p’, allora (5, — 1)" & una misura nulla sulle sfere di rag-
gio = p ™", che & quanto volevamo dimostrare.

Per concludere la dimostrazione di §2.3.2 dobbiamo mostrare che
ogni misura in R & somma di una serie di potenze nelle ¥, ..., y;. Sia
@ = (g, *1, *2, --.) Una misura in R, ovvero una misura a supporto in
A; in base alla costruzione della misura w, sappiamo che il suo valore
sulle sfere di raggio = p ! & completamente determinato dalla misura
#; su Gy(k), ovvero dai pLvalori

,u.(alxl + ...+ CLfﬁ?f"‘ pA) =p.1(011X1’1 + ...+ anf,l)’

ove ay, ..., asvariano in Z e 0 < a; < p — 1. Cio significa che la misura u
¢ congruente, modulo 6, alla misura

3w (@ Xy . +a Xy )30 ... 3.
ay... Af

Si tratta quindi di vedere se & possibile determinare i p/ coefficienti c,
della somma

S oay= 2 (8, — 1. (8, — 1Y,
0$VjSp— 1

1 Osvjsp-

di modo che le due misure coincidano, ove v = (vq,...,vf) € N/ Svilup-
pando le potenze dei binomi, si ottengono pLequazioni

vi-— RN A v Vf
pr Xy + . taXp )= X (- “”Cv( ‘)( )
a;<v; a as

al variare di a4, ..., a5, che permettono di determinare i coefficienti c,, e
quindi di approssimare la misura px, modulo 6,, con una serie nelle
Y1, .-, Y. B chiaro poi come si deve procedere per le successive appros-
simazioni della misura p. Infatti, la misura x & congruente, modulo 6,
alla misura

. 2 a‘uz(ale,z + ...+ anf,Z)agi-..agg:,
1y ooy Of

ove 0 < g; < p? — 1. Si tratta quindi di determinare i coefficienti c, della
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somma

Doy = 2 (8, —1"...(8,— 1Y,

0<v,<p? 0$v1<p2

di modo che le due misure coincidano. Ne risulta un sistema lineare
analogo al precedente. Lasciamo al lettore il compito di verificare che i
coefficienti c,, con 0 < v; < p, determinati in questo modo, sono uguali a
quelli calcolati precedentemente e che quindi & sufficiente limitarsi al
calcolo dei coefficienti ¢, quando p <v; <p% CVD

3. Interpretazione funzionale in caratteristica zero. Immersione
canonica.

. Manteniamo le notazioni e le convenzioni del numero precedente.
E noto che il gruppo étale G si rialza in modo unico ad un gruppo
étale *G su A = W(k) e che l'algebra affine *R di *G puo essere descrit-
ta, in modo perfettamente analogo a quanto visto su k, come un’algebra
di funzioni (insiemistiche) sul gruppo astratto *G(4)=G(k). In partico-
lare, si ha *R=W(R) (cf. il § 1 di[WR] o[BA]). Vogliamo occuparei ora
delle relazioni indotte dalla dualitd su A ed a tale scopo introduciamo i
bivettori di Witt ad elementi in ® e @, rispettivamente. Cominciamo
dall’algebra di Barsotti étale.

3.1. PROPOSIZIONE. Notazioni come sopra. Allora bivR = BivR ¢
Uanello di tutte le funzioni continue da T a valori in K = bivk, ove su
entrambi sia posta la topologia p-adica. I sottomoduli

U, 6,) = {(¢)jez |7 < ’I’L=>E§’Ajegk},

che definiscono la topologia canonica su biv R inducono su tale spazio
di funzioni la topologia della convergenza uniforme sui compatti di T.
Infine, Ualgebra bivR ¢ dotata di un coprodotto, definito a partire dal
coprodotto di R, ponendo: [Pfl(x,y) = [biv(Pg) fl(x, y) = f(x + y)
(cf.[BA] o il §1 di[WR] per una dimostrazione dettagliata; in quest™ul-
tima referenza, si prende in considerazione anche il caso in cui £ non sia
algebricamente chiuso).

Ricordiamo che il calcolo di una funzione fe biv® in un punto ge T
corrisponde al calcolo in ¢ delle sue componenti in R, tramite Pinterpre-
tazione funzionale del §2. Inoltre lidentificazione della bialgebra *R
con W(R) definisce un’immersione (di bialgebre) di *R in W(R). Tale

immersione & un caso particolare dell’immersione canonica dell’alge-
bra di un qualunque gruppo di Barsotti-Tate *G su A nell’anello dei
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vettori di Witt a componenti nell’algebra di Barsotti associata alla ridu-
zione modulo p di *G (cf.[WR] per 'enunciato ed una dimostrazione ge-
nerale del Teorema di Immersione canonica).

Passiamo ora a considerare il caso dell’algebra duale: @ =
[p-1 [p-1

= lg_n (D <— D <— ...), ed indichiamo con *D P'anello delle misure  a
valori in A, definite su tutti i sottoinsiemi di G(k) e soddisfacenti alla
condizione di sommabilita:

3.2. (additivitd): per ogni intero n =0, il sottoinsieme
{PeGk)|u(P) ¢ p™A} ¢ finito.

E immediato osservare che
*D = Hom§™(*R, A) = lim, [lim;Hom, ("R;, 4/p"A)),

ove *R; =*R/*a; & l'algebra affine di un A-gruppo finito *G,, ed i quo-
zienti A/p™ A sono dotati della topologia discreta; cid spiega la condizio-
ne di sommabilitd data sopra. In particolare, da tale identificazione ri-
sulta evidente come *D sia naturalmente dotato della topologia p-adica,
ovvero della topologia per cui un insieme fondamentale di intorni di
zero & dato dagli ideali aperti:

p"*D={pe*D|uX)ep"AVX e Gk)}={ne*D|u-fep"A Vfe*R}.

Rispetto a tale topologia *D & completo.
Dunque, in base alla definizione data, ogni elemento di *D si pud
scrivere nella forma:

@ xe%(k)‘u(X)AX'
ove Ay indica la misura di Dirac centrata in X € G(k), a valori in A (1), ed
una tale serie & convergente (incondizionatamente) in *D. Le misure co-
si definite formano un A-modulo, che diventa un anello rispetto al pro-
dotto definito per dualitd, ovvero se u e v sono due misure, il loro pro-
dotto, calcolato in P & uguale a:

[wv] = XEEG:(k)‘u(X)V(P -X),

al variare di P in G(k). Analogamente vi & in * D un’operazione di copro-
dotto P, definita ponendo: P3p = 3p @ dp, per ogni P in G(k), ed esten-

() Usiamo il simbolo 4 per le misure di Dirac a valori in A per distinguerle
dalle analoghe misure di Dirac a valori in k.
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dendo la definizione per linearita e continuita. Se ne deduce che il valo-
re della misura Pu su un sottoinsieme misurabile U di G(k) X G(k) &
uguale al valore della misura u sull'intersezione di U con la diagonale di
G(k) X G(k). In particolare, vi & un morfismo suriettivo: o: *D — D,
che manda i coefficienti «(X) di una misura p nelle loro immagini in k =
= A/pA; in particolare, tale morfismo rende commutativo il seguente
diagramma:

[p-]

#*D —> *D

(3.3) cl a'l
[p-]

D———D,

ove il simbolo [p_ ] indica il morfismo di anelli indotto sia in D che in *D
dalla moltiplicazione per p nel gruppo G(k) ((cf. 2.2.2)), ovvero:

lp-Ju = xe%(k)y(X)ApX'

Sia ora *® il limite inverso topologico:

3.4) *® = lim (*D Plep 2l .

Un sistema fondamentale di intorni di zero in *@ & dato dagli
ideali:

6o k= {1 = (o, 1, 2, ...) e*®@|u, e p"*D},

ove la condizione di appartenenza di u al limite inverso *®, significa:
[p-luj+1=w; Vj = 0. Si osservi subito che, grazie alla commutativita
del diagramma, (3.3), il morfismo ¢ si estende ad un morfismo continuo
a:*® — M, che indichiamo ancora con lo stesso nome. Gli elementi di * ®
si possono interpretare come misure su 7, a valori in A, in modo analo-
go a quanto fatto per gli elementi di @ (cf. Proposizione 2.2.8). In parti-
colare, grazie a questa identificazione, l'ideale 6, , risulta formato da
misure su 7T, che assumono valori in p™A su sfere di raggio =p~*

I1 nostro primo obiettivo & mostrare che l'anello *@ contiene una
sottobialgebra di tipo moltiplicativo *R, e che la restrizione di ¢ ad *R &
un morfismo suriettivo di bialgebre su R (cf. Proposizione 2.3.2). Cio si-
gnifica, in particolare, che *®@ contiene l'algebra affine *#R di un rialza-
mento del gruppo G. Nel seguito metteremo in evidenza le relazioni esi-
stenti tra #D e W(D) e ne risultera che *R & 'immersione canonica del
rialzamento di R.
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Cominciamo osservando che *®@ contiene le misure di Dirac 4, cen-
trate nei punti « e T; infatti, se x = (X,, X;, ...) € un punto di 7, allora &
facile verificare che si ha:

4, = (4y,, A, --.) €*®,

in quanto [p_14yx,,, = 4,x,,, = 4x; Vj = 0. Dunque, se si considerano, co-
me in 2.3 dei generatori liberi:

r = (0, Xl,lv XI,Z’ ), ey Xp = (0, Xf,l!Xf,Zv )

dello Z,-modulo A, si possono considerare le misure di Dirac 4,, ..., 4,
e gli elementi ¥; =4, —1 per j=1,..., f. Si osservi che da P(4,) =
=A,Q4,, per ogni x in T, si deduce:

3.5 PY;)=Y;,81+1Q0Y,+Y,8Y,,
per j=1...f. Si tratta quindi di mostrare che si ha:

3.6. PROPOSIZIONE. Notazioni come sopra. Indicato con *R Uanello
di serie formali *R = A[Y,, ..., Y] con la struttura di bialgebra molti-
plicativa descritta sopra, allora si ha Uinclusione di bialgebre
*Rc*m.

Dim. Si tratta di provare che ogni serie di potenze negli Y; induce
una misura su 7, a valori in A, con la condizione di sommabilita definita
in 8.2. Poiche la topologia di *® ha un sistema di intorni di zero forma-
to da ideali, & sufficiente mostrare che si ha: 7}_1{1; Yjp =0, per

j=1, ..., f. Come nella dimostrazione della Proposizione 2.3.2, possia-
mo scrivere

R i (P"
(Aa;_l)p = Z(_I)P _k( )Aka:r
7 k=0 k 4

ed osservare che tale misura assume valore nullo su sfere ¥ + p"A ove y
non sia congruo, modulo p"A, a qualche kx;, con 0 < k < p". Quindi, a
meno di cambiare il centro della sfera, supponiamo che si abbia y = ha;,
ovviamente con 0 < h < p” < p”. Se ne deduce che:

[p~"@"-m] ) p"
A, — 1" (hw; + pTA) = — 1) kit ,
(4 — 1) (ha; + p"A) Eo (-1¢ b+ ip”

ove le parentesi quadre nell’estremo superiore della somma stanno ad
indicare che si deve prendere la parte intera del numero tra parentesi.
Dunque, con una facile stima dei coefficienti binomiali (cf. Appendi-
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ce 2), se h > 0, si deduce che il valore p-adico di (4, — l)p"(hacj +pTA) e
maggiore o uguale di n — o,(k) = n — .

pn
Se k =0, cominciamo con l'osservare che: 0 = Z( 1P~ "( ) e
k=

che questa somma si pud decomporre nel modo seguente:

iy (D" .
2 (1P 'k( )=1+(—1)” +
k=0 k

n p?-1 n
215 (e n’( P )+ 3 (-t -w( P )+
i

i=1 n- ig=1 1 n-2

1= G py=1 2P
p" -1 ey p" p"

w2 (=1t R + 2 (—1p" ; A.
ip-1=1 lp-1P ln Uy
(in-1, P)=1 p) 1

ove tutti gli addendi della sommatoria nell’lndlce 1; hanno valore p-adi-
co j. Nel caso in cui & = 0, si ha che (4, - 1" (p’A) e dato dalla somma
delle sommatorie scritte qui sopra, fino a quella di indice i,_, compresa.
Poiché questa somma & uguale all’opposto della somma delle rima-
nenti sommatorie, i cui addendi hanno tutti valore p-adico >n —r si
puo concludere anche in questo caso che il valore p-adico di (4,
— 1" (p"A) & maggiore o uguale din-—nr

Dunque la misura (4, — 1)?" assume valori in p"~"A sulle sfere di
raggio =p " e quindi & contenuta nell'ideale 6,_,,. Cid & sufficiente

per affermare che hm Y” =0 e concludere la dimostrazione. @CVD

Mantenendo le notazioni precedenti, siano 2, ..., %, dei generatori
hberl dello Z, -modulo A; allora, per ogni intero positivo k gli elementi
p %z, ...,p *x;di T, sono dei generatori liberi dello Z,-modulo p ~*A.
Come sopra, si possono costruire le misure di Dlrac Ap-rkgey .oy dp-ry € le
misure Y =Ap-ky, —lperj=1,..,f1 oveY =Y;. Come nella di-
mostrazmne della Proposmone 3.6, si puo verlﬁcare che si ha I'inclusio-
ne *R,= A[! ,YP]c*®, ed ovviamente *Ro=*R. Si ha
[p_ ]Y(k = Y" D’ e vale la relazione (Y(") +1P-1= Y”‘ D che per-

() Se p & dispari, le sommatorie in questione sono infatti uguali a zero, per
a
a—b
Le considerazioni che seguono sono quindi esposte all'unico scopo di trattare in

modo uniforme anche il caso in cui p = 2.

I'usuale simmetria dei binomiali (Z) = ( ) e la presenza di segni opposti.
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mette di immergere #Re_,in *Ry. Si puo cosi considerare il sottoanello
*o = lim *# R, c*®; come nel caso di caratteristica positiva, gli elemen-

ti di * (D° possono essere identificati con le misure su 7' a supporto com-
patto (cfr. Definizione 2.2.7 e Proposizione 2.2.8).

Vogliamo quindi mostrare che *D & il completamento di *@° e con-
frontare * con W(®). Precisamente, si ha:

8.7. PROPOSIZIONE. Notazioni come sopra. Allora * @ ¢ il comple-
tamento di *@° = lim * R ¢ la bialgebra * D é isomorfa a W(®). In par-

ticolare la bialgebra *R si immerge in W(R) e 'immersione cosi otte-
nuta ¢ 'immersione canonica del rialzamento di R.

DiM. Comineiamo col dimostrare come ogni misura x e*® possa es-
sere approssimata da una misura a supporto compatto. Sia u =
= (9, 1, ...) Una misura in * @ e mostriamo che, fissato comunque un
intero positivo n, esiste una misura v, a supporto compatto su T, che
differisce da « a meno di una misura appartenente a 6, ,, ovvero di una
misura che assume valori in p™ A su sfere di raggio = p ~". I valori della
misura ¢ su sfere di raggio = p ~" dipendono unicamente dalla misura
un€*D, e questa soddisfa alla condizione di sommabilitd 3.2; dunque
esiste un sottogruppo finito G, (k) di G(k) al di fuori di cui x, assume
solo valori in p™A. Si ponga quindi:

vi= 2 wi(X)dx perj=mn e v;=[p_-T"Iv, perj<nm.
XEGr+j—n(k)

E facile dedurre che, posto v = (vg, v1, ...), si ha che v — neb, e
che v & una misura a supporto nel compatto p"~"A.

La «riduzione modulo p», ovvero la freccia o definita sopra, defini-
sce un morfismo continuo e suriettivo di #RO su R (cf. Definizione 1 8,
34 e 23.2). La suriettivita discende dall’ovvia osservazione che ogni
serie di potenze negli y;, a coefficienti in k: 2 a,¥y", puod essere rialzata

alla serie E {a } Y di *R,, ove {a} sta ad mdlcare il rappresentante di

Telchmuller in A = W(k) dell’elemento a di k. Tale morfismo quindi si
estende ad un morfismo continuo e suriettivo tra i limiti diretti:
¥ — @ e quindi si estende ad un morfismo suriettivo tra i comple-
tamenti: o:* @ — ®@. Inoltre, poiche il quoziente *@/p *® = @ & perfet-
to, in base al Corollario A.5, vi & un isomorfismo continuo W(®) -*®,
che diventa bicontinuo se si mette su W(®) la topologia canonica (cf.
Appendice 1: Proposizione A.6). Dunque identificheremo d’ora in poi
gli elementi di W(®) con le corrispondenti misure su 7" ed a valori in A.

A questo punto & sufficiente notare che le misure di Dirac 4,,, a valo-
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ri in A, coincidono con i rappresentanti di Teichmiiller {9,, } delle stesse
misure a valori in k e che 9,; € R; dunque, i parametri Y; = {05} — 1 s0-
no vettori di Witt a componenti in . CVD

E immediato generalizzare all’anello dei bivettori speciali biv*(®) =
= W(®) ® 4 K l'isomorfismo definito sopra, ovvero considerare I'isomorfi-
smo tra W(®) ®4K e le misure su T, a valori in K.

3.8. PROPOSIZIONE. Notazioni come sopra. L’integrale delle fun-
ziont continue contro misure a supporto compatto su T definisce
un’applicazione K-bilineare tra bivR e le misure a supporto compatto
contenute in W(®D) @4 K.

DiM. Supponiamo x e*@° ed fe biv(R), e ricordiamo come si effet-
tua il calcolo di j fdu. Poiché x e* @ il suo supporto & contenuto in un

qualche compat%o, supponiamo quindi che sia contenuto in p ~*A, per
qualche k = 0. Inoltre, poiche f & continua, essa & uniformemente conti-
nua sul compatto p *¥A e quindi, fissato » € N esiste un intero 7, tale
che: x —yep™A=f(x) — f(y) e p™ A; ovvero esiste una funzione p™A-
periodica f, su p ~¥A (3), che approssima f modulo p™A. Al variare di n si
definisce cosi una successione di funzioni periodiche (f,),.n, tali che
fu(@) — f(x) e p™A Vo ep*A, e si pud ovviamente supporre di avere
T, < Tyi1, per tutti gli ». Dunque, ad ognuna delle f,, in quanto funzio-
ne semplice, si pud associare il suo integrale su p “*A, ovvero la somma
finita:

Sn = 2 fn(x)[l(x + PT”A);

zep ~kA/pTnA

inoltre la successione delle somme S,, converge in K, come si puo vedere
ragionando come segue: se

8
r+pmA= .lej +p™A,
]=
allora

w@ +p™A) = Z pla; + pd),
=

(®) E quindi una funzione semplice nel senso della teoria della misura, in
quanto combinazione lineare finita, a coefficienti in K, di funzioni caratteristiche
di sfere aperte di 7.
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e quindi si ha

F@u + P ) = 3y )y + 7 4) =

= illfn(x) — Jas1(@p)]lw(x; + p™1A).
j=

A questo punto & sufficiente osservare che, per ipotesi, w(x;+
+p™1A)e A e che

fn(x) _fn+1(xj) =
= [fu(@) = f@)] + [ f() = fla;)] + [ (@) = forr1(@))] e p™A,

perche ognuna delle differenze in parentesi quadre vi appartiene. Se ne
deduce che S, — S,,;ep"A4, e quindi che la successione (S, ) N, € di
Cauchy in K, e dunque ivi converge. In particolare, se f & una funzione
a valori in A, allora anche lintegrale appartiene ad A. L’estensione a
misure a supporto compatto contenute in W(®) ®,K & immedia-
ta. CVD

4. Bivettori canonici e Modulo di Tate.

I bivettori canonici ad elementi in & ovvero gli elementi 2 di biv&®
soddisfacenti alla condizione: Ph=h® 1+ 1® h corrispondono, nel
senso della Proposizione 3.1, alle applicazioni lineari su 7, ovvero agli
elementi di Homg (T, K). Tra questi omomorfismi & in evidenza il sot-
to-A-modulo M(R) = Hom%lp(T, K), formato dalle applicazioni lineari
che rispettano le filtrazioni A - T, A — K, ovvero gli omomorfismi che
assumono valori interi (ovvero in A), sui punti del reticolo A, tale A-
modulo & detto il modulo canonico (o di Dieudonné) di G. In partico-
lare, scrivendo gli omomorfismi di M(R) tramite bivettori a componenti
in & (cf. Proposizione 3.1), si ottengono dei bivettori canonici le cui
componenti di indice negativo sono funzioni A-periodiche, ovvero ap-
partengono ad R, e questa é la classica definizione del modulo canonico
associato al gruppo étale G. R

Occupiamoci ora del modulo canonico associato al gruppo duale G.
Supponiamo di aver fissato una volta per tutte un insieme #, ..., 2, di
generatori liberi dello Z,-modulo A, ed osserviamo che, se x = a,x; +
+ ... + asx5,a; € Q,, e un generico punto di T, siha 4, = A7 ... 4. Infatti,
se ay, ..., as fossero numeri interi 'uguaglianza discenderebbe dalla de-
finizione stessa del prodotto tra misure; altrimenti, siano by, ..., b
dei numeri interi tali che p ~"b; = a;modp™ Z,, si ha che le misure 4,
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by b
e Aptng ... Af-ng = Ay pnz 1 1 bpra, coincidono sulle sfere di raggio
= p K chlaro quindi che cid permette di concludere. Cominciamo con
la seguente Proposizione che mette in evidenza una particolare classe di
bivettori canonici.

4.1. PROPOSIZIONE. Siano xe T e A, = {3, } € W(®°) la misura di
Dirac ad esso associata. Allora la serie log (4,) converge ad un elemen-
to canonico v, di biv®. In particolare, le componentt di r, sono tutte
uguali tra loro e tali componenti appartengono ad R se, e solo se,
reA.

DiM. E sufficiente dimostrare l'asserto sulla convergenza della se-
rie logaritmica per le misure di Dirac associate ai generatori «,, ..., g
dello Z,-modulo A, perche se x = a, 2, + ... + a2, a;€ Q,, & un generl-
co punto di 7, si ha 4, =43!...47; e le proprleta usuali del logaritmo
permettono di concludere che

f
log (4,) = -2:1 a;log(4;,).

Si osservi che
4.2) Y =4, —1={8, — 1} = {y;} mod pW(@°),
da cui si deducono, in particolare, le congruenze:

= {y" } modp™ ' W(@").

Si consideri ora la serie

© Y
n; = log(4,) =log(1 +Y;) = gl(—n"“ -
Tale serie converge in Biv®, ad un elemento di biv®, come si puo vede-
re utilizzando i Lemmi 4.2.1 e 4.2.4 di[WR]. Si puo verificare facilmen-
te che le componenti di posto negativo del bivettore »; sono tutte uguali
tra loro. A tale scopo si considerino i bivettori speciali

Y” " Y” "

= 3 (D= S (e
, pn  p* mp=1

=1 E) 1(—1)"+1 {y, }mode((D),
-

pk (n,
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con k=0,1,..., ove la congruenza & dedotta da (4.2). Essendo

pin n
L (—1)”“—{‘%% by > (—1)"“—{?’,;};
P (n,p)=1 (n, p)=1

ed indicando con «; il vettore 2 1( 1"+ {y}/n, se ne deduce che
== E V~*a;mod pW((I)), e qumdl n; ha tutte le componenti di in-
dlce negatlvo uguali tra loro, perché soddisfa alla cond1z10ne
Vnj = V¢; = ¢{; = nymod pW(®).

Inoltre, poiche il vettore «; ha tutte le componenti in R, ed il Verschie-
bung dei bivettori non modifica tale proprieta, lo stesso si puo dire delle
componenti di posto non positivo di »;.

Poiche A,,j & un elemento moltiplicativo di W(®), si ha:

Py, = Plog(4,,) = log (P4,) = log (4,,® 4,)) =
=log(4,)®1+1@log(4,) =7;®1 + 1@ ;.

Dunque 7; & un bivettore canonico e percio: Vx; = biv(Vz)(»;); infine,
osservando che V3 induce I'identita sugli elementi di R, si pud conclude-
re affermando che n; =log(4,) & un bivettore canonico, ha tutte le
componenti in B, e soddisfa afla condizione Vy; =y;. CVD

Siamo quindi in grado di introdurre 'annunciata mappa dei periodi.

4.3. COROLLARIO. L’applicazione v %:’,{;’(R ) definita nella Pro-

posizione 4.1 induce un isomorfismo di K spazi vettoriali tra A @z, K
ed M(R) @4 K.

DiM. E sufficiente osservare che, poiche R non ha torsione molti-
plicativa, I'applicazione definita sopra e iniettiva ed inoltre, si ricordi
che A ed M(R) sono moduli liberi dello stesso rango. CVD

L’isomorfismo del Corollario 4.3 e linterpretazione funzionale di
M(R) ci permettono di esprimere il legame esistente tra l'integrazione
sui compatti di T e la dualitd dei moduli canonici associati a gruppi dua-
li. Cominciamo osservando che dalla Proposizione 4.1 e dal Corollario
4.3 si deduce che i bivettori canonici »; log 4y),j =1, ..., f, formano
una base dell’A-modulo M(R). Quindi ogni altro b1vettore canonico si
scrlve come combinazione lineare, a coefficienti in A, degli »;, j =
= ., f- Indicato con M° il sotto-Z,-modulo di M (R) generato dagli n;
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j=1,..., f, si ha la corrispondenza biunivoca, indotta dall’esponenzia-
le, tra gli elementi di M° e le misure di Dirac 4, centrate sui punti di A.
Estendiamo (}uindi questa corrispondenza ad M(R) associando ad un bi-

vettore n = 2, ;¢; la misura di Dirac su A ®z A
j=1
f .
exp () = [145 = 454,

Osserviamo che M(R) = Homz (T, K) = Homg (A, A) e, per cambia-
mento di base, si ha I'isomorfismo Homg (4, A) Hom, (A ®2,4, 4),
ove ad un appllcazmne lineare h su A, corrisponde Pomomorfismo
h ®14. Dunque tra i moduli M(R) ed M(R) resta indotta la naturale
dualita tra funzioni e misure; ovvero, se al bivettore canonico n € M(R)
corrisponde la misura di Dirac 4,, centrata sul punto y di A ®z,A4 ed
h e M(R), si ha:

(4. 4) (n, h) = j (h®1)d(expn) =h® 1(y).
ARA

Sois s e raih eqe sdawm 1 i fhbaa sdee 1 l1baa sdee g l7i =log(4,,),
Jj=1,..., f, del’A-modulo M(R) & data dagli omomorfismi A;, che sulla
base xy, ..., s dello Z,-modulo A, assumono i valori: ;(x;) = ¢ (simbo-
lo di Kronecker). Se h e Homzp (A, A), indicheremo con h anche 'omo-
morfismo 2 ® 1, onde evitare un eccesso di simboli.

Vogliamo illustrare alcune conseguenze della dualita tra M(R) ed
M(R). Indichiamo con L;: biv® — K T'applicazione lineare indotta da
n; eM(R) ponendo L; (f) = jfd(exp n;) = f(x;); si osservi che L; & in

realta un omomorfismo di anelli. Indicando con ¢ I'applicazione identica
di biv R in sé si pud naturalmente associare all’applicazione L; un endo-
morfismo T): biv ® — biv® ponendo T;(f) = (¢ ® L;) Pf, al variare di f
in biv k. L’endomorfismo 7 di biv® cosi definito &€ un omomorfismo di
anelli ed opera su una funzione f tramite la traslazione per il punto
xj e A.

4.5. DEFINIZIONE. Una funzione fe bivQ si dice differenziabile se
la serie

: (1, - o
D;(f)=1logT;(f) = gl( —1)r+! ——-]—nl—f,

converge in biv®, per ogni j=1,..., f.
Mostriamo che esistono funzioni differenziabili, ovvero che la serie
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converge per alcune importanti classi di funzioni, ovvero mostriamo
la seguente:

4.6. PROPOSIZIONE. Sia fe bivR.
a) Se fé A-periodica (ovvero appartiene ad *Rx =*R ® K) allora
f ¢ differenziabile.
b) Se f é wunapplicazione lineare (ovvero appartiene ad
M(R) ® K) allora f ¢ differenziabile.

¢) Le applicazioni D;, per j =1, ..., f, sono derivazioni invarian-
ti della sottobialgebra #RK[hl, .oy byl di bivR.

DiM. (a) Sia f una funzione periodica di periodo A, allora, poiche
xj e A, la traslazione T} lascia invariata f, ovvero T; f— f= 0 e dunque
cio accade per ogni potenza dell'operatore T; — ¢, e quindi la serie della
Definizione 4.5. converge a zero.

(b) Sia ora h un’applicazione lineare su 7. Si osservi che
(- o = S (-1 ’“( )Tf,
e quindi:

@D  (T;- k) = 2( 1" "( )T"h—

[2( 1y ]h+[2( 1) k( ) ]h(x,>.

La somma all'interno della prima parentesi & nulla, perché & uguale
ad (1 — 1)*; inoltre, dall’'osservazione che:

n\, _[(n—1

(t)e=n(i 1)
si deduce che anche la somma all'interno della seconda parentesi
quadra & nulla, quando 7 > 1, perché uguale ad n(1 — 1)"~!. Dunque
(T; — 0)"(h) =0, per ogni n > 1; e per n = 1 si ha (T; — )(h) = k(x;) =
= L] (h).

(c) Si osservi che, se h & una qualsiasi applicazione lineare,
(T; — )(h™) & un polmomlo in  di grado <= — 1; se ne deduce che
(T )"*1(h™) =0 e cid si generalizza facilmente ad un qualsiasi poli-
nomio di grado < n in *Rg[h,, .. ., k¢l Cio significa che I'operatore D;,
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calcolato contro A", si riduce alla somma finita:

r (T; — o)

Yy — n+1 J r
D;(h )_n§=:1(_1) ——h
e quindi ciascuna delle D;, per j=1,..., f, & un endomorfismo di
*Rglhy, ..., h¢l. Ricordiamo che il prodotto nellanello End (biv®) &
la composizione di endomorfismi, percid e sufficiente osservare che
(T; = O(f9) = o (T; @ T; — ¢ @ )(f®¢) e quindi, se f e g sono funzioni
d1fferenz1ab1h si ha

D;(fg) = o(log(T; ® ) : @ THN(f® g) =
=uo(D;®@:+¢@D;)f®9) =D;(f)g +fD;(g),

da cui si conclude che & una derivazione di *Rg[#,, ..., k). Infine, poi-
che gli elementi di * Rx sono costanti rispetto a tali derlvazmnl & suffi-
ciente verificare che la condizione di invarianza vale sugli ;. In tal caso
la verifica & immediata, essendo:

PD;(h) = Pi(x;) = 1® h(x;)

(®D)Ph)=(0Q®D;)h®1+1Qk)=1Qh(x;). CVD

Vogliamo mostrare che le applicazioni D;, per j = ., f, sono deri-
vazioni invarianti di un’importante sottoblalgebra #E' d1 W(R).

4.8. COROLLARIO. Siano hy, ..., ks generatort liberi di M(R), soddi-
sfacenti alle condizioni: hj(x,) =3 (simbolo di Kromecker), ove

Xy, ..., % SONO 1 genemtom lzbem fissati di A. Si considerino i vettori
Aty ..., ApOvE Aj = h, =0 perj =1, ..., f; ovvero, A; ¢ il vettore avente le
componentz ugualz alle componentz di h; di ugual indice. Allora
D,,...,Ds somo derivazioni invarianti della sottobialgebra *E =

Z¥R(Ay, o, Af] di W),

DiM. E sufficiente mostrare che i vettori A1, ..., As sono differen-
ziabili, perche le altre affermazioni discendono da quanto visto nella
Proposizione 4.6. Cio & immediato perche le applicazioni lineari ;
hanno valori interi sui punti del reticolo e percio, qualunque sia x € A,
si ha:

Ty(A;) =Ty (h;) — Tp(h<") = h; + h(x) — b <" — bV (@) =2; + 2 (),

perche k;(x) € A e quindi & <" (x) = 0. Cio significa che si possono ri-
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petere gli argomenti della dimostrazione del punto (b) della Proposizio-
ne 46. CVD

Vogliamo mettere in evidenza la struttura di bialgebra di *E; si os-
servi che, in base alle definizioni si ha

— (<0) _ (<0) _
49) Pxj=Phj—Ph{""=h®@1+1Q®h; — Ph;~" =
=}‘j®1 + 1®)\j+)’j,
ove
410) 1;=h"®1+10h<"-Ph<O"=Pi;—21;®1-1Q 4,

& un vettore a componenti in R @ R, come si deduce dalle due ugua-
glianze 4.10. Inoltre & immediato verificare che (¢®:)y;=0=
= (¢ Q@ ¢) y;; ciot che y; e*ag ®*ag qualunque siaj = 1, ..., f; se ne dedu-
ce che la bialgebra quoziente *E/*ay ®*ay = A[X, ..., A;] & una bial-
gebra additiva di dimensione f su A e quindi che *E & I'algebra affine
di un’estensione additiva del gruppo étale G. Possiamo quindi conclu-
dere che Dy, ..., Dssono tutte e sole lo derivazioni invarianti di *E e ge-
nerano percid lo spazio tangente t+5 (K); analogamente A, ..., hs sono
gli integrali additivi di *E, perche le «code» h,~* dei bivettori canoni-
ci étale sono elementi di *R ® K e quindi costanti e percid h; = A; +
+ 1 <? & un integrale del differenziale d;. Si conclude che &, ..., hy ge-
nerano lo spazio cotagente t#z(K).

Come & ben noto, la bialgebra *E & I'algebra affine dell’estensione
universale & del gruppo *G (cf.[MM] e[WR] §5) ed in particolare, dal
Corollario 4.8, discende facilmente che

(4.11) MR)QK =t#(K) ed MR)QK =tsg(K)

e la dualitd descritta sopra coincide con la dualitd naturale tra spazio
tangente e spazio cotangente.

Il seguito di questo numero sara dedicato a mettere in evidenza le
relazioni esistenti tra la mappa ¥ definita nel Corollario 4.3 ed il loga-
ritmo del gruppo &. Cominciamo esibendo un isomorfismo tra lo Spazio
di Tate di *G e quello dell’estensione universale &.

4.12. LEMMA. Notazioni come sopra. Allora

Ve = lim (8A) — 8A)«..)=T= lim (*G(A) <*G(A) « ...).

DiM. Indichiamo con ¢: §(A) —»*G(A) la proiezione naturale dell’e-
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stensione & sul suo quoziente *G, che dal punto di vista delle bialgebre
invia ogni punto di & nella sua restrizione alla sottoalgebra *R di *E. E
immediato osservare che o & un omomorfismo suriettivo di gruppi.
Consideriamo quindi 'omomorfismo indotto da p tra i limiti inversi, che
indichiamo con Vp: V& — T. Per prima cosa mostriamo che Vp & inietti-
vo: infatti, se Vo(q') = 0, allora tutte le componenti di ¢’, come elemen-
to del limite inverso, appartengono al sottogruppo additivo (vettoriale)
di & e sono infinitamente p-divisibili; ma un gruppo additivo non puo
avere punti a valori in A infinitamente p-divisibili e diversi da zero.
Dunque Vp & iniettivo. Per mostrare la suriettivitd partiamo da un
punto ¢ = (Qp, @1, -..) di T, e consideriamo Qg, @7, ... degli arbitrari
rialzamenti ad § delle componenti del punto q. Vogliamo mostrare che,
per ogni j, esiste in & il limite:

(4.13) Qf = lim p"Qy,;.

n— o

Infatti, si ha p(an+1+] Qr+j) =0 = e+g, qualunque sia n, e quindi
P" (PQr+1+j — Qn+;) € un punto di 8 che manda l'ideale di augmentazio-
ne di *E nell'ideale p"A e percid la successione & di Cauchy e dunque
convergente in 8(A). Dalla definizione 4.13 discende banalmente che
q'=(Qy,Q{,...) & un punto di V& che si proietta su q. CVD

Vogliamo mostrare che un punto q € T & completamente determina-
to dal punto Q; € 8(A) ad esso associato nella dimostrazione del Lem-
ma 4.12; a tale scopo mostriamo che @, determina completamente il
punto ¢’ di V& poiche §(A) non ha torsione.

4.14. LEMMA. Sia Q un punto di 8(A) e sia Q = e(Q") la sua proie-
zione su G. Allora

[p"Q'12)=Q'(p. 1"2;))=p"[(R " (@Q)*>"]1+p"Q'(};) VneN.

DiMm. Si osservi che
[P "3 = [p 'Oy = by ™) = p"hy = [P 'y,

ove [p., ] opera tramite ’analoga freccia in caratteristica positiva, appli-
cata alle componenti dei bivettori (cf. Proposizione 3.1). Ricordando an-
cora una volta che h; & un bivettore canonico, se ne deduce:

[P+ T2 =p"2; + p" (B =) = (p"hy) <0 =

=p" 2+ [p" (=Y =p" (7).
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Dalla uguaglianza precedente si deduce facilmente la tesi, osservando
che: [p™(h{=")I®» = p"[(k;<")* "] e che le componenti di indice ne-
gativo di A; sono in R e dipendono quindi dal solo punto @ =
=p(@"). CVD

Siamo quindi in grado di dimostrare il seguente:
4.15. COROLLARIO. Il gruppo &(A) ¢ privo di torsione.

Div. Sia Q' un punto di §(A) e sia @ = o(Q') la sua proiezione su
*#@G. Supponiamo che p" Q' = 0 in §(A), ed osserviamo che cid implica che
p"Q =0 in *G(A). In base al Lemma 4.14, si ottiene:

0=[p"Q'I}) =Q'(p:I"x)) =
=p @) +p"Q (%), J=1,.,

da cui, osservando che il primo addendo & un vettore di Witt con le sole
componenti di posto 0,...,mn —1 diverse da zero, si deduce
h<"(@)>™=0e Q'(x;) =0 qualunque sia j=1,..., f, perché A
non ha torsione additiva. Poiché @ & un punto di p"-torsione, I'ugua-
glianza (<" (Q))® ™ =0 implica @ =o(Q') =0 (punto identitd), e
quindi che Q' & un punto del sottogruppo vettoriale di §; dall’'ugua-
glianza Q'(1;) = 0 si deduce che tale punto e nullo. CVD

11 Corollario 4.15, ci permette di affermare che, dato un punto ge T,
il suo corrispondente ¢' nell'isomorfismo del Lemma 4.13 & completa-
mente determinato dalla componente zerea @y di q’. Siamo quindi in
grado di dimostrare le relazioni esistenti tra il logaritmo del gruppo & e
la mappa ¥ del Corollario 4.3, stante la identificazione (4.11) tra
M(R) @K e teg(K); ovvero siamo in grado di dimostrare il seguente

4.16. TEOREMA. Notazioni come sopra. Sia q € A un punto del mo-
dulo di Tate di G e sia Qg la componente zerea del punto q' € V& che gli
corrisponde. Allora ¥(q) = Log;(Qq ), ove Log; indica il logaritmo del

gruppo §&.

DmM. Cominciamo osservando che il punto Qg appartiene infatti ad
8(A). Cio e ovvio per la sua restrizione ad fR = W(R), essendo quest’ul-
tima uguale a @, =¢, in quanto g e A. E quindi sufficiente calcolare
Qo (1;) ed in base alla definizione data in (4.13), si ha: Q;(1;) =
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= 1}_11)1010 P"Qn(2;). Si osservi quindi che:
P"Qu () = Qu(p. ")) = p"[(B~" Q) ™1+ p Qs (%)) =
=p"hi(p “"g)modp"A ;
da cui si deduce:
@17 Q) =lmp hi(p "9 =hi(q), Jj=1,..,f.

Cio permette di concludere che il punto Qg & in 8(A) e di calcolare facil-
mente il suo logaritmo, appartenente a t+z (K). Infatti, in base alla defi-
nizione del logaritmo di un gruppo di Lie, si ha:

f
Log;(Qy) = g:l h;i(Qo) D;;
ove
Qo (h) = Qg (O + B~") = Q) + =" (@) =hi(@), j=1,.... ],

essendo @ = ¢, in quanto g € A ed h; un bivettore canonico. Dunque, se
g=0,2 + ... + as %, a;€ Zy, si ha hj(q) = a;, e quindi:

f
Log: (@) = 3 ,D;= ¥(g).  CVD

5. Continuazione.

Passiamo ora alle relazioni esistenti tra il modulo di Tate del gruppo
duale *G (moltiplicativo) ed il Modulo di Dieudonné del gruppo G
(étale). A differenza dei punti dello Spazio di Tate del gruppo étale,
che sono razionali sulla base, per avere tutti i punti dello Spazio di Tate
del gruppo *G dobbiamo estendere la base su cui & definito il gruppo.
A questo scopo richiamiamo le definizioni degli anelli che utilizzeremo
nel seguito. Siano K (risp. C) una chiusura algebrica del campo K (risp.
il suo completamento) ed A (risp. Ac¢) il suo anello degli interi. Inoltre,
siano k. = A/pA = Ac/pAc ed R4 = lim (ke — k. « ...), ove le freccie

che definiscono la sequenza nel limite inverso sono l'elevazione alla
p-esima potenza. Non diamo qui le dimostrazioni in dettaglio degli as-
serti riguardanti la struttura dell’anello R4, introdotto da Fontaine
in[FO2] ed ivi indicato con la lettera R (simbolo gia impegnato in que-
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sto lavoro); ci limitiamo a ricordare alcune proprieta fondamentali di R,
e ad introdurre le notazioni che ci saranno utili nel seguito. Per le dimo-
strazioni delle affermazioni su 4 0 W(R,) rimandiamo a[F02] oppure
a[PD].

Un elemento x di &4 si pud rappresentare sia come una successione
2 = (2, )pen di elementi di k., , dove 2, , = x,, che come una successione
(%, )pez di elementi di A, nel modo seguente: se & = (&, ), € Ry, indi-
chiamo con 7 un qualche rialzamento ad A¢ di x, al variare di » e N,
definiamo la successione (&, ),.z ponendo:

- . ~ ~p N
&y, = lim of7, sen=0 ed &= sen<0.
—

Grazie alla rappresentazione degli elementi di &4 come successioni di
elementi di A si puo definire su &, una valutazione (non-discreta) po-
nendo: o(x) = oc(Ly) € Q5o U {0 }.

Possiamo quindi riassumere le proprietd di &4 nella seguente:

5.1. PROPOSIZIONE. Notazioni come sopra. L'anello R4 é un anello
perfetto di caratteristica p, ed ¢ un anello di valutazione completo ri-
spetto alla valutazione definita sopra. In particolare il corpo residuo
rispetto a tale valutazione é isomorfo a k (= k).

L’azione del gruppo * G = Gal (K/K) su un elemento x di R4 é defini-
ta tramite lazione naturale di *G sugli elementi della successione
(&, Jnez 0 Ac che rappresenta lelemento x di Ry.

Consideriamo ora I'anello W(R,) dei Vettori di Witt ad elementi in
R4 e mettiamo in evidenza le sue relazioni con A¢. Si consideri la topolo-
gia su W(R,) che ammette come sistema fondamentale di intorni di zero
la famiglia di ideali:

(562) W,={teW(R)|n<a=oxl")=a-n},

al variare di a tra i numeri reali positivi. Si ha W, W, c W,.;, e, se
n € N, sussiste la decomposizione:

W, = (ker6y)" + p(kerOy)" 1 + ... + p"W(Ry).

La topologia cosi definita & equivalente alla topologia canonica ed alla
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topologia prodotto (4). Introduciamo la definizione di questa topologia
equivalente alle usuali su W(R,) perché nel seguito dovremo utilizzare
il modulo dei bivettori e le tre topologie dette, pur essendo equivalenti
sull’anello dei Vettori di Witt, inducono topologie non-equivalenti su
tale modulo.

Introduciamo ora l'omomorfismo fondamentale che lega I'anello
W(R,) ad Ag; tale omomorfismo si puo estendere al modulo dei bivetto-
ri su Ry, con valori in C (cf. [PD]).

5.3. PROPOSIZIONE. Notazioni come sopra. Sia Oy: W(R,) = Ac la
mappa definita ponendo:

6,(¢) = }Qop%n,,,.

Allora

a) 0, é un omomorfismo continuo e suriettivo di anelli che com-
muta con le azioni naturali di *&.

b) ker®, ¢ un ideale principale in W(R,) ed un suo generatore é

il vettore a={rn}+p, ove n é un elemento di R, tale che 7y= —p.

Osserviamo che l'anello ®4 contiene l'elemento ¢ = (..., 1, ¢4, ...),
ove nel posto di indice 1 vi & una radice primitiva dell’unitd ¢,
in A¢. La scelta di un tale elemento ¢ in R4 definisce un’immersione
dello Z,-modulo TG, = Homgz (Q, /Zy, 12p=) (il modulo di Tate del
gruppo moltlphcatlvo) nel gruppo degli invertibili di ®,. Poiché
Ra € perfetto, 'immersione detta si estende allo spazio di Tate
VG,, = Homgz (Q,, {J.pw) del gruppo moltiplicativo. Osserviamo che
Fazione di * su ¢ & determinata da un carattere y: *§ — Z,, ovvero,

dato se*G = Gal(K, K), si ha: s(c) = ¢*®, dove 'esponente p-adico
(%) La topologia canonica e la topologia prodotto hanno rispettivamente come
sistema fondamentale di ideali aperti, i sottoinsiemi:
Ucla) = {EeW(R)|n <k=ox? ") =a},
Vi(a) = {Ee W(Ry)|n <k=>ox,) = a},

ove a varia tra i numeri reali positivi e k tra gli interi non negativi. Le topologie
sono equivalenti e precisamente, posto (a) = min{n € Z|a < n}, si ha:

V@™ @) cUp(@) V(@) cUp(p ™),  Ugy(@)SW,, Wity C Uy (D).
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ha senso in quanto le componenti di ¢ sono radici p™-esime dell’unita
in Ac.

Tramite i rappresentanti di Teichmiiller, gli elementi del gruppo
moltiplicativo Uy, si rialzano in modo unico ad un sottogruppo moltipli-
cativo di Uwg,), € quindi lo spazio di Tate del gruppo moltiplicativo si
immerge in Uy, ). Le radici p"-esime dell'unita in A¢ sono elementi di
torsione moltiplicativa e quindi il loro logaritmo a valori in C & nullo. In
base al Teorema che segue, per la cui dimostrazione rimandiamo
a[PD], esiste invece il logaritmo di {¢} in bivR,, ed & diverso da zero;
quindi se ne deduce, in particolare, un’immersione nel modulo additivo
dei bivettori ad elementi in R4 dello spazio di Tate del gruppo moltipli-
cativo VG, = Homz (Qp, #p=), con la sua azione di Galois; ovvero
VG, TQ,, C biv SQA, ove 7 = log {¢}; e, per la continuita del logaritmo,
1’ azione di *g & data da: s(rq) = x(s)rq Vse*g.

54 TORMA. Sia Uwag,) il sottogruppo del gruppo moltiplica-
tivo di W(Ry) i cui elementi sono i vettori &= (xy, 2y, ...) tali che
oy — 1) > 0. Allora, il logaritmo log: Uwg,)— bivRa, definito po-
nendo:

- 1)
log (¢) = Z( 1)”(—5—)—,

¢ un omomorfismo continuo ed iniettivo mel gruppo additivo di
biv Ra .

Inoltre, la mappa cost definita commuta con le naturali azioni di
*G = Gal(K/K) su Uwg,) ¢ bivRs ed infine rende commutativo il
diagramma:

log
UW(fRA) —> biv €RA

i,
log

Uy, —> C
ove Uy, = {xeAc| ox—1)>0}.

Termina qui I'esposizione dei risultati generali riguardanti gli anelli

Ry € W(t‘RA)
Passiamo ora a cons1derare il modulo di Tate del gruppo *G,
ovvero: A=T #G(A) nEN#G (A), ove le freccie che connettono

la sequenza del limite inverso sono indotte dalla moltiplicazione per
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p nei gruppi finiti #G,., —*G,. Diamo una prima conseguenza della
rappresentazione funzionale dei gruppi étale:

5.5. PROPOSIZIONE. Notazioni come sopra. Allora
A =T*G(A) = Hom (G(k), Uy,);

ovvero A & isomorfo al gruppo dei caratteri di G(k) a valori in
Ug,-

DiM. In base alla dualitd di Cartier [cf. Proposizione 1.1], i punti
dei gruppi finiti *G,(A) coincidono con gli elementi di
Homgg, (*G,, 4, Gy, 1), € quindi un punto di A determina una successio-
ne di elementi moltiplicativi g,e*R,® A, legati dalla relazione
P-Gn+1 = gn. Prendendo degli elementi g, e*R ® A, che rialzino la suc-
cessione data, si costruisce una successione di Cauchy in *R ® A per la
topologia prodotto tensoriale; il limite di tale successione & quindi un
elemento moltiplicativo g e*R ® A¢c. Poiché *R & l'algebra affine di
un gruppo étale su A, all’elemento g e* R ® A¢ corrisponde tramite la
rappresentazione funzionale (cf. Proposizione 3.1) un carattere del
gruppo G(k) a valori nel gruppo moltiplicativo Uy,,. Viceversa, dato un
carattere g e*R ® Ac, si osservi che, 'immagine g, e*R, ® A di g ap-
partiene infatti ad *R, ® A, perché G, (k) un gruppo di p”-torsione; e
quindi la successione dei g, definisce un punto del modulo di Tate A. La
dualita di Cartier permette di concludere che la corrispondenza cosi co-
struita ¢ un isomorfismo tra A ed il gruppo dei caratteri di G(k) a valori
in Uy,. CVD

Se componiamo uno qualunque dei caratteri g di A con il logaritmo
log: Uy, — C, otteniamo 'applicazione identicamente nulla su G(k), per-
che i valori di g sono radici p™-esime dell'unita e su queste il logaritmo si
annulla. Vogliamo mostrare che ogni carattere g di G(k) a valori in Uy,
si rialza ad un omomorfismo di gruppi &: T — Uwg,); precisamente ¢ as-
sume i suoi valori nel sottogruppo {¢}@, isomorfo allo Spazio di Tate
del gruppo moltiplicativo VG, = Homz, (Q,, u,=). Tramite la composi-
zione con il logaritmo definito nel Teorema 5.4 si deduce da & un omo-
morfismo non-nullo di gruppi additivi log &: T'— biv R4 che si potra con-
frontare con la rappresentazione funzionale dei bivettori canonici.

5.6. PROPOSIZIONE. Ad ogni carattere g e Hom (G(k), Uy,) si puo
associare un omomorfismo continuo di gruppi & T — Uwag,), lo cut
immagine tramite la composizione con 0, sia g. Inoltre, per ogni punto
qeT, si ha che &q) = {®} per un opportuno be Q,; quindi, posto



166 Maurizio Candilera

7 =log {c} e bivRy, se ne deduce che log = log o & é un omomorfismo
a valori in VG, = 7Q,cbivR,.

DiM. Sia dunque g un carattere di G(k) a valori in Uy, e sia g' un
elemento di *R ® W(R,4) la cui immagine tramite 1+ ® 0, sia uguale a
g; un tale elemento esiste ed & facile verificarlo osservando che le alge-
bre *R ® (R4) e *R ® Ac sono anelli di funzioni su G(k) a valori rispet-
tivamente in W(R,4 ) ed A¢ e che la suriettivitad del morfismo 6, permet-
te di scegliere, in corrispondenza ad ogni valore g(P) € A del carattere,
un valore g'(P) in W(R,) tale che 8,(g'(P)) = g(P) e non @ restrittivo
scegliere tale valore in Uyg,).

Notiamo che, a meno che g non sia il carattere triviale, la mappa g’
che lo rialza non pud essere un omomorfismo da G(k) in Uy,), perche
il primo & un gruppo di torsione mentre il gruppo Uwg,), per le usuali
proprietd dei vettori di Witt, non ha p-torsione.

Si consideri ora il limite:

(5.7) = lim(p,17"g'Y",

ove il limite & preso nell’anello biv R @ W(R,) delle funzioni su T a valo-
ri in W(R,), ed identificando come di consueto gli elementi di
#*R ® W(R,4) con le funzioni A-periodiche.

Ricordiamo che il limite precedente significa che la funzione & & defi-
nita ponendo: &¢) = lim ¢'(Q, " qualunque sia q = (Qp, Q;, ...) e T.

Andiamo a mostrare che il limite esiste qualunque sia ¢, che 0,(&(q)) =
= g(Qo) e che, in tal modo, si definisce un omomorfismo continuo su 7', a
valori in Uwg,).

Si consideri quindi ¢'(Q,)"" — 9'(Qn+ P, e si osservi che

00(9"(Qu+1)) = 09(9"(Qu+1))" = 9(@ns1 ¥’ = 9(Qn),

perché g & un omomorfismo; dunque ¢'(Q,) = ¢'(Q,+1)° + B per un op-
portuno B e ker@,. Con una facile stima sui coefficientii binomiali, si
deduce che

(58 g (@) — 9" (Quir )
= (ker0y)" + p(ker 8)* 1 + ... + p"W(Ry4);

n+1

eW,=

dunque la successione (¢'(Q,)"" )ncn & di Cauchy in W(R,) e quindi con-
verge essendo questi un anello completo. Notiamo che, la condizione 5.8
& indipendente dalla scelta del punto q e quindi il limite esiste anche
nella topologia della convergenza umforme sui compatti di T e poiché
ognuna delle funzioni ([p, ] "g "' e periodica, e quindi uniformemente
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continua, se ne deduce che il limite & una funzione continua su 7. Inol-
tre, si ha

8o(g"(Qu)") = 6o(g" (@) = 9(Q. )" = 9(Q),

qualunque sia %, e quindi, per la continuita dell’omomorfismo 6, se ne
deduce che 0,(£(q)) = 9(Q,). Resta da verificare che la funzione £ cosi
definita & un omomorfismo continuo su 7. Dalla definizione di g’ di-
scende che g'(S, + Q,.) = ¢'(S,)g'(Q,) + 38 per un qualche 8 e ker8,.
Analogamente a quanto visto sopra, se ne deduce che

9'(S, +Q,)" =9'(S,)"9'(Q,)" modW, VmeN;

e quindi, passando al limite, (s + q) = &(s) &(q).

Un’osservazione pill attenta dell’applicazione & mostra che, per ogni
q in T, il valore di ¢ in ¢ & un vettore di Witt ad elementi in &, avente
la sola componente zerea non nulla. Infatti, la topologia dei W, & equi-
valente alla topologia prodotto (cf. (5.2) e la nota (%)) e cid significa che
la successione di vettori (¢'(Q,)"" ).~ cOnverge componente per com-
ponente. Considerando il vettore di Witt ¢'(Q,) = («g, a1, ...), per le
usuali proprietad del prodotto, si ha

9'(Q)" = {2}’ " modp”W(R,) VneN;

e quindi le componenti di indice positivo dei vettori g'(Q,)"" convergo-
no a zero. In particolare, 6,(&(q)) = g(Q,) ed essendo @, un punto di p*-
torsione, il valore g(Q,) & una radice p*-esima dell’unitd in A c A;. Cid
implica necessariamente che £(q) = {c"?}, ove ¢ & I'elemento di &, de-
finito prima del Teorema 5.3 e la funzione k,: T — Q, cosi definita & un
omomorfismo a valori nel gruppo additivo dei numeri p-adici. Se ne de-
duce quindi che log ¢ & una funzione additiva su 7', a valori in bivR®, e
che log &(q) = th,(q) Vg e T, ove 7 = log {}. Quindi i valori della funzio-
ne log £ appartengono alla copia di VG,, contenuta in biv &R e si puo secri-
vere log& = th,3h, e HomZP(T, Q). L’ovvia osservazione che

Homg, (T, K) = Homg (T, Q,) ®q, K,

permette di concludere che %, & un bivettore canonico, ovvero appar-
tiene ad M(R) ®, K; inoltre, se q € A, allora 84(y(q)) = g(Q,) = 1 e quin-
di y(¢) = {¢"?} ove h,(q) € Z,; perche 6,({c"}) =1<>aeZ,. Dun-
que, h,(q) € una funzione a valori interi sul reticolo A e percid
hye M(R). CVD

Possiamo quindi introdurre anche in questo caso la mappa dei
periodi.
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5.9. COROLLARIO. Notazioni come sopra. L’applicazione
¢: A —)M(R)

g —)
omomorﬁsmo induce un isomorfismo di K—spazz vettoriali tra A ®z, K
ed M(R)®,K. In particolare, per ogni se*g ed ogm gel si ha

#(s(9)) = x(s)$(g).

DiM. L’unica cosa che resta da dimostrare e I'asserto riguardante
I'azione del gruppo di Galois. Indicati con y e y*® gli omomorfismi da T in
Uws) associati a g ed s(g) rispettivamente, si ha per costruzione:
v*(p) = y(p)*® qualunque sia p e T. Dunque, passando ai logaritmi, si
ottiene: thyy (p) =logy®(p) = x(s)log y(p) = x(s) thy(p); ed osservan-
do che 7 non ha annullatori tra i bivettori speciali, se ne deduce che
hy gy (P) = x(8) hy(p), che & la tesi. CVD

definisce un omomorfismo iniettivo di Z,-moduli. Tale

Richiamiamo che, come di consueto, la notazione Z,(n), al variare di
n tra gli interi, sta ad indicare lo Z,-modulo libero di rango 1 con 'azio-
ne del gruppo *& = Gal (K, K) definita ponendo: s(x) = x"(s)x Vs e*G;
ovvero: Z,(n) = (TG,,)®" ove il prodotto tensoriale & fatto su Z,, e gli
esponenti negativi indicano le analoghe potenze del modulo duale. Pos-
siamo quindi considerare il «twist di Tate» di un qualunque Z,-modulo
M, dotato di un’azione del gruppo #9 ponendo: M(n) =M ®z Zy(n),
ove s(m®1) = x"(s)s(m)®1 Vs e*G. Con queste notazioni si puo af-
fermare che il Corollario 5.9 stabilisce I'isomorfismo di moduli con azio-
ne di Galois:

s

A®z K = M(R) ®AK(1);

da c ui si otti ene A®z K(—1) = M(R) ®4 K ericordandoche
A= Homg (4, Z,(1)), se ne deduce

(5.10) Homy, (4, K) = M(R) ®,K = tsg (K),

ove l'ultimo isomorfismo d1scende dalla dualitd, dimostrata nel §4, tra
M(R) ®,K ed M(R) ®A =t 35 (K). Se osserviamo che, essendo *G un
gruppo étale, si ha t5g(K) = (0). Possiamo percid concludere che I'iso-
morfismo 5.10 induce la decomposizione di Hodge-Tate nel caso del
gruppo *G (cf.[TA] § 4, Cor.2). Analogamente, considerando I'isomor-
fismo ¥: A @z K — M(R) ®,K, dlmostrato nel Corollario 4.3, e ricor-
dando identificazione MR) QK =tig(K), si deduce, tramite un
«twist di Tate», I'isomorfismo che corrisponde alla decomposizione di
Hodge-Tate del gruppo *G; ovvero

(511) Homg (4, K) = M(R) ®,K(—1) = t35(K) ®@K(-1).
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Da ultimo, confrontiamo 'accoppiamento di Tate con il calcolo dei
bivettori di M(R) sui punti del modulo di Tate e precisamente mostria-
mo che vale la seguente:

5.12 PROPOSIZIONE. Notazioni come sopra. Siano g = (9o, 91,...)€A e
q=(Qy, @1, ...) €A, ed indichiamo con (g, q) = (go(Q), 9:(Q;), ...), il
valore dell’accoppiamento di Tate. Allora st ha

log (g, q) = th,(q) = T¢(g)(q) .

In particolare, da cio si deduce la relazione fondamentale tra l'ac-
coppiamento di Tate e la dualitda di moduli canonici (cf (4.4)) indotta
dalle mappe dei periodi, ovvero:

log (g, q) = thy (g) = = [ hydlexpn,) = =(¥(g), 4(9)).
T

DiM. Osserviamo che g,(Q,) € A & una radice p™-esima dell’'unita e
si ha

gn(Qn)p = gn(an) =GgnoP+ Qn—l =DP-Ggn oQn—l = gn—l(Qn—l);

dunque la successione (go(Py), g1 (P1), ...) definisce un elemento di R,
che per costruzione & del tipo: ¢"?, per qualche &, (q) € Z,, e 1a funzio-
ne h, cosi definita & naturalmente additiva. Questo & I'accoppiamento di
dualita tra i moduli di Tate a valori in una copia di 7'G,, contenuta in
K% ; prendendo i rappresentanti di Teichmiiller in W(R,) dei valori di
tale accoppiamento e componendo con il logaritmo si ottiene un accop-
piamento a valori in biv®,. La Proposizione 5.6 ci permette di conclu-
dere che, a meno della moltiplicazione per r, calcolare il valore di
log (g, q) corrisponde a calcolare il bivettore canonico &, nel punto g di
A. Abbiamo quindi dimostrato l'attesa uguaglianza. CVD

Analogamente a quanto esposto per la mappa dei periodi ¥, voglia-
mo esplicitare le relazioni che ci sono tra la mappa ¢ ed il logaritmo del-
I'estensione universale del gruppo #@, opportunamente calcolato. Os-
serviamo subito che, poiché *G & un gruppo di codimensione 0, *G
coincide con la sua estensione universale e quindi non dobbiamo intro-
durre altri simboli. Quel che & importante & l'anello su cui prendere i
punti di *G

5.13. PROPOSIZIONE. Notazioni come sopra. L’omomorfismo su-
riettivo o:* GIW(R4)) —»*G(Ac) indotto da 6,: W(R4) — A, determina
un isomorfismo tra gl spazi di Tate: Vo: V*G(W(R4)) - V *G(Ac).
Inoltre *G(W(Ry4)) é privo di torsione.
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DiM. Sia g = (Q, @, ...) un punto di V*G(Ac), e siano Q;,
dei punti di *G(W(R,4)) che si pr01ettano sulle componenti del punto q.
Vogliamo mostrare che, per ogni j esiste in *G(W(R,)) il limite

Q/ = lim p"@y4;.

Infatti, si ha p(an+1+] Qr+j) =0, qualunque sia » e quindi

P"(PQn+14; — Qn+;) € un punto che manda i parametrl Y, di *R
nell'ideale W, di W(R,), e percido la successmne e di Cauchy e
dunque convergente in #G(W(Ry4)). Naturalmente ¢’ = (Qg, Q{, ...) &
un punto di V*G(W(R,)) che si proietta su ¢. Inoltre, si osservi che
P"Qr+j(Yi+1)=(Qn4+;(Y; + 1))*" e quindi @, (Y; + 1) & un rappresen-
tante di Teichmiiller, ed & percid univocamente determinato dalla sua
immagine tramite 6, e dalle immagini dei Q,,;(Y; + 1), che costituisco-
no una successione di radici pLesime di 64(Q,, (Y; + 1)) in A¢. Cid dimo-
stra che Vo & un isomorfismo; moltre, P’asserzione sulla torsione & ba-
nale se si osserva che *G(W(Ry4)) = Uia,)» © che il gruppo Upa,) non
ha torsione. CVD

Si osservi che, in base alla costruzione tratteggiata nella dimostra-
zione precedente, se g = (@, @, ...) un punto di A, allora Q,(Y; + 1) =
= {¢%}3a; € Z,; dunque, identificando lo spazio tangente t+;(K) con
M(R)® K, si ha

f
Logs (@3 = %, 7;(Q9) 1y

ove, ricordando che n;=1log(Y;+ 1), si ottiene, per continuita,
7;(Qo) = log {¢%} = a;7T.

6. Il caso di un corpo residuo non algebricamente chiuso.

Supponiamo ora k # k e § = Gal (k/k); siano poi A = W(k), K = bivk
il corpo delle frazioni di 4, K, C, A, ed A la chiusura algebrica di K, il
suo completamento ed i rispettivi anelli degli interi. Indichiamo con
#@ = Gal(K/K) il gruppo di Galois di K su K, la cui azione si estende
per continuita a C; ricordiamo che * @& contiene il sottogruppo normale:
I={se*@|o(sx —x)>0VreA} e che vale lisomorfismo G =*g/I.
Indichiamo infine con K, = bivk il completamento rispetto alla topolo-
gia p-adica della massima estensione non-ramificata (contenuta in K) di
K = bivk, e ricordiamo che I'azione del gruppo di Galois G = Gal(k/k)
su k si estende naturalmente ad un’azione su K, = bivk e sul suo anello
degli interi A,, = W(k), operando sulle componenti dei bivettori; in par-
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ticolare, si verifica facilmente che K. = K. Ovviamente, le azioni di G e
*G su K,, coincidono.
Come nei numeri precedenti, G = lim G,, sia un gruppo di Barsotti-

Tate étale, definito su k e sia G = lim G, i gruppo duale. Sia R, l'alge-

bra affine del gruppo G, ed osserviamo che azione naturale di G su
G, (k) commuta con la legge di gruppo; infatti, dato un punto P: R, -k
ed un elemento s € G, il trasformato di P tramite s é il punto sP: R, —
— k che si ottiene componendo P con l'automorfismo s di & e, con l'usuale
significato dei simboli si ha

61) sP+Q)=su;(PRQQ)P=p;(sPQ®sQ)P =sP+sQ,

poiché s & un omomorfismo di anello.
In particolare, da ci6 si deduce che ogni elemento s di G, agendo sul-
le componenti del limite inverso T = l(n_n (G(k) « G(k) < ...), induce un

automorfismo del gruppo additivo 7', che &, in realtd, un’applicazione
Z,lineare. Infatti, ricordando che il punto identitd di G(k) & razionale su
k e quindi invariante rispetto all’azione di G, se ne deduce che s(p™A) =
=p"A VneZ,Vs e G. Quindi, dato un intero p-adico a € Z,,, sia (@, )nen
una successione di interi razionali tali che a, = amod p™Z,, e siano x un
qualsiasi punto di A ed se &, se ne deduce che: s(ax) = s(a,x) =
= a,8(x) = as(x) mod p™ A, qualunque sia I'intero positivo 7, e quindi che
s(ax) = as(x). L’estensione ai punti di T' ¢ immediata. Dunque, la scel-
ta di una base (sistema di generatori liberi) di A, #,, ..., &7, determina
un omomorfismo di G nel gruppo lineare GL(Z, ), ove indichiamo con C,
la matrice invertibile, ad elementi in Z,, corrispondente all’automorfi-
smo di A indotto da se G, definita dalla condizione: (sxy, ..., sxs) =
= (&1, ..., %) C,; & ovvio osservare che la scelta di una diversa base di A
determina una rappresentazione coniugata alla rappresentazione data.
In particolare, 'omomorfismo C: & —>GL,(Z ), descritto sopra, defini-
sce un cociclo in H!(*g, GL¢(B)) per ogni Z,-algebra B dotata di azione
di Galois. Abbiamo quindi dimostrato la seguente

6.2. PROPOSIZIONE. Notazioni come sopra. Ad ogni gruppo di Bar-
sotti-Tate (étale) G su k, di altezza f, resta associata una rappresenta-
zione lineare di rango f su Z, del gruppo di Galois G.

L’algebra affine di G, & R,={f:G.(k)—k|f(sP)=s[f(P)]
VPeG,(k), Vse G}. Si osservi che se si considera l'algebra affine
R, ® k del gruppo G, ® k, cambiato di base su k, si ha che R, ® k & I'al-
gebra di tutte le funzioni sul gruppo G, (k) ed a valori in k, e vi & la na-
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turale azione di Galois, definita ponendo

63) [sf1(P) = s[f(s "' P)] VP G, (k), Vseg;

in particolare, si ha R, = (R, ® k)°(®). Le operazioni di bialgebra di B,
sono le stesse definite in 2.1, ma in questo caso la funzione ¢p € R, se, e
solo se, P & un punto di G, razionale su k: L

L’algebra affine del gruppo duale G, & D, = {u: G,(k) — k|u(sP) =
= s[u(P)]VP € G, (k),Vs € G}, ed ha ancora senso l'interpretazione in ter-
mini di misure, salvo che ora le misure sono soggette alla commutazione
con lazione di § su G,(k) descritta sopra. La struttura di bialgebra di
D, & la stessa definita in 2.1, con restrizione analoga a quella in vigore
per la funzione ep per quanto riguarda l'esistenza in D,, della misura di
Dirac Op.centrata in P.

E importante osservare che, anche se gli elementi di R, e D,
sono funzioni e misure a valori in k, il naturale accoppiamento che
se ne deduce & a valori in £k e non degenere. Infatti, se fe R,
epeD,, si ha

64)  wof= X fPIP)= X 2 f(sP)u(sP),

PeG,(k) PeGk)/g $€5/%a4P

ove Staf P indica lo stabilizzatore di P in G e le somme che compaiono
sono ambedue finite; inoltre

> f(sP)u(sP) = Trf (f(P)u(P)) ek,
8eG/SubP

Py

ove k' & un’opportuna estensione finita, normale di k. Infine &

(®) Il fatto che R, ® k sia I'algebra di tutte le funzioni su G, (k) si puo vedere
nel modo seguente. R, & un’algebra finita étale e quindi & il prodotto di un nume-
n

ro finito di estensioni (finite) di k, ovvero R, = [] k;; ed ognuno dei fattori rap-
i=1

presenta un orbita di  su G,, (k). Possiamo quindi ragionare su un singolo fattore
e supporre che k' sia un’estensione normale di k&, e che ¢y, ..., ¢, siano le funzioni
caratteristiche dei punti dell'orbita corrispondente a k', ovvero e¢; = ep ed ¢; =
=eyp al variare di s; in Gal (k' /k). In particolare, si ha [k': k] = n ed indichiamo
con {,...,&,} una base di k' su k. Dunque

S (x)ey + ... + 8, (1) ey, ..., 81 () e + .. + 8, () €y,
& una k-base di k' fatta da elementi invarianti. E ben noto che la matrice X =

= (8;(2;))1<ij<n & invertibile in k' e quindi si possono scegliere come k-base di
k' ®k le funzioni caratteristiche e;.
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sufficiente osservare che, essendo k perfetto, I'accoppiamento della
traccia definisce un’applicazione bilineare non degenere.

Osserviamo che vi & un’azione di Galois su D, ® k, analoga a quella
descritta in 6.3 su R, ® k; rispetto a questa azione D, & il sottoanello de-
gli elementi invarianti e, precisamente, si ha [su](P) = s[u(s -1p)),
qualunque siano P € G, (k) ed s € §. Quindi 'accoppiamento naturale tra
R,®Fk e D, ® k (ovvero I'integrazione) risulta essere un’applicazione G-
bilineare, ovvero I’applicazione lineare indotta [R,® k1 ®[D,® k]l —k
& G-lineare. Infatti si ha

s(a®3p)os(b®eq) = (sa®,p)o(sb@eyq) =
= S(G/b)apQ = 8[(a®aP)°(b®eQ)];

da cui si_deduce, in generale, (su)o(sf) = s(uof), qualunque siano
reD,®k, feR,®k ed seg.

Da queste osservazioni si ricava facilmente la struttura delle
bialgebre

R=lmR, D=lmD, R=lmD, D=lmR,,
Possiamo quindi enunciare

6.5. PROPOSIZIONE. Notazioni come sopra. Le algebre di Barsotti R
e @ sono uguali rispettivamente all’anello R _delle funzioni continue,
definite sullo Spazio di Tate T ed a valori in k, soddisfacenti alla con-
dizione: f(sq) = s[f(¢)1Vq e T, Vs € G; ed all’anello @ delle misure, de-
finite sulle unioni di sfere aperte di T ed a valori in k, soddisfacenti
alla condizione: u(sq + p"A) = s[u(g+p"A)1 Vge T, VseG.

L’integrale di una funzione contro una misura definisce un’appli-
cazione bilineare non degenere a valori in k tra le funzioni uniforme-
mente continue e tutte le misure e tra tutte le funzioni continue e le mi-
sure a supporto compatto; tale accoppiamento estende la dualita tra le
bialgebre finite descritta sopra.

Si osservi che, dati se G e qeT, si ha: s+ p"A=s(¢g+p"A) =
= {sx|x e ¢ + p"A}, essendo ognuno dei p™ A stabile rispetto all’azione di
G. In particolare diremo che sq + p"A e ¢ + p” A sono due sfere coniuga-
te in T.

Dunque, considerando il rialzamento su 4, *G = lim *G,,, del grup-

po étale G, si ha che l'algebra affine di *G & l'anello *R formato dalle
funzioni da *G(A) = G(k) a valori in A,, che commutano con I'azione di
G, dotato delle operazioni di bialgebra descritte in precedenza.

Come gid accadeva sul corpo k, si ha che *R®,A,, & uguale
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all’anello di tutte le funzioni su G(k), a valori in A,,. Analogo risul-
tato si ottiene cambiando ulteriormente di base e sostituendo A,,
con A o_con Ac; in particolare, osserviamo che *R®4A,,)°=*R ed
(*RQ,A) $=*R = ("R ®4.)"".

E ben noto (efr. ad es.[FO1], Ch. III) che il modulo di Dieudonné di
G coincide con 'A-modulo delle applicazioni lineari da T su K,,, che as-
sumono valori interi sul reticolo A e che commutano con le azioni di § su
T e K,,; ovvero M(R) = M(R ®k)® ove, come gia illustrato nel §4,
M(R Q,k) = Hom%lp(T, K,.), e azione di § & definita, concordemente

con 6.3, ponendo

6.6) [shl(q)=s[h(s 1q)] VqeT, VsegG, Vhe M(R ®,JZ).

In particolare, M(R) & un A-modulo libero di rango uguale all’altezza f
del gruppo G ed inoltre gli elementi di M(R) generano le applicazioni
lineari, ovvero M(R @, k) = M(R) @, A,,. Questi fatti hanno una prima
conseguenza:

6.7. PROPOSIZIONE. Indichiamo con C e H' (*@, GL#(A,,)) il cociclo
determinato dall’'omomorfismo C: §— GLs(Z,) associato al gruppo
étale G mel modo descritto mella Proposizione 6.2. Tale cociclo e
triviale.

Dimm. Sia xy, ..., 2, una base (sistema di generatori liberi) di 4, e

I'omomorfismo C sia definito ponendo (sxy, ..., sx;) = (24, ..., %) C;, al
variare di s in *G. Consideriamo ora in M(R ®,k) = Hom%, (T, K,,) la
base (duale) formata dalle applicazioni lineari A, ...,k tali che

h;(x;) = ¢; ; (simbolo di Kronecker). In particolare tali applicazioni han-
no tutti i loro valori in Q,. Si verifica immediatamente che, tramite tali
generatori, I'azione di Galois & determinata da C estendendo per semi-
linearita la seguente

shy hy
o | =Cy-1]|---|, al variare di s in *g.
Shf hf

Dunque un elemento 8 = b hy + ... + behy di M(R k), & *#g-invariante
se, e solo se,

(Sbl,...,Sbf)Cs—1=(b1,...,bf) VSE#Q;

ovvero se, e solo se, (sby, ..., sbs) = (by, ..., b)) C; Vs €*@. Se indichiamo
con B;=b; 1y +ot bi, ths, 1 =1, ..., f, una base di generatori inva-
rianti di M(R ®,k), si ha che la matrice B = (b; ;);<i;<s € invertibile in
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A,,, e soddisfa alla condizione sB = BC;, per ogni s e*&; ovvero: C, =
= B~!(sB). Dunque B determina il cobordo cercato. ~CVD

Si pud descrivere in modo analogo il caso del gruppo duale G e di un
suo rialzamento *G; osserviamo che, a differenza del caso étale, in cui
era sufficiente considerare I'azione del quoziente *G/I = G sul modulo
di Tate del gruppo rialzato, in questo caso occorre considerare I'azione
di tutto *G. Dunque, d’ora in poi, parleremo solo dell’azione di questo
gruppo di Galois.

Vogliamo quindi descrivere le relazioni indotte dalle mappe dei pe-
rlodl (cfr. Corollari 4.3 e 5.9) tra le diverse azioni del gruppo di Galois

*#G sui moduli coinvolti. Andiamo quindi a descrivere dettagliatamente
quali siano le azioni di *& su A e su M(R). Per quanto riguarda il modulo
di Tate A, possiamo precisare il contenuto della Proposizione 5.5 osser-
vando che I'isomorfismo ivi stabilito tra A ed Hom Gk), U Ac) € un iso-
morfismo di #*G-moduli rispetto alle azioni naturali sui due gruppi.
Come gia descritto nel caso del gruppo étale, 'azione naturale di *g

sul modulo A= l(i_r__nneN#Gn (A), & cosi definita: dato un punto

g =190, 91, ...) e A ed s €*@, il punto s(g) & quello che si ottiene compo-
nendo ciascuno dei g;:*D, — A con I'automorfismo s. D’altro canto, I'a-
zione naturale di *¢ su Hom (G(k), UAC) ¢ definita ponendo [sg](P)

= s[g(s "1 P)], al variare di P in G(k), g in Hom (G(Ic), UAC) edsin*G. La
definizione di quest’ultima azione, che & usuale per ogni insieme di omo-
morfismi, e altresi concorde con I'azione naturale su una bialgebra éta-
le, descritta in 6.3 su una base di caratteristica positiva. Si tratta quin-
di di vedere che le due azioni vengono mutate 'una nell’altra dall’iso-
morfismo descritto nella dimostrazione della Proposizione 5.5, ovvero
dalla dualitd di Cartier. Poiché I'azione di *G su A & definita sulle
componenti del limite inverso, & sufficiente fare la_verifica della corri-
spondenza tra le azioni per il gruppo finito *G,(4).

Siag= 2> ap®ep un carattere in Hom (G(k), Uy,). 11 punto di
Pe Gl
#G,(A) che gli corrisponde & 'omomorfismo di g:* D, — A che trasfor-

max= 2 xp®A4pinxzog= 2 apxp.Dunque, dato se*g, il pun-

PeGy(k) PeGyk)
to sg trasforma x in s(xog)= 2 s(ap)s(xp). Poiché xe*D, si ha
PeG,(k)

s(xp) = xsp, € quindi se ne deduce:

sog)= X sap)s@p)= X s(ap)e,p=o(sg),
PeG,(k) PeGy(k)

ovesg= 2 s(ap)® e,p @ il trasformato tramite ’azione di s del carat-
tere g. PeGuh
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Ricordando che, in base al Teorema 5.4, il logaritmo commuta con
l'azione di *G, possiamo raccogliere le osservazioni fatte nella seguente

6.8 PROPOSIZIONE. Notazionti come nel Corollario 5.9. L’applicazio-
ne ¥4 M (R ) ® Anr Gofimisce un omomorfismo iniettivo di Z p-modu-

lz, che mduce un isomorfismo di K,.[*Glmoduli tra A ®z - ed
M(R) ®4K,,(1).

E naturale che nell’enunciato si pud sostituire il corpo K,, con il cor-
po C che lo contiene.

Non resta quindi altro da fare che descrivere l'azione di *G su
M(R) ® A,, e confrontarla con I'azione sul modulo di Tate A. Abbiamo
gia visto che sui vari D,, e quindi su R, il gruppo di Galois agisce tra-
sformando la misura di Dirac 3p in J,p, al variare d1 s in #@. Dunque,
Telemento {3, } € W(R ® k) viene trasformato da s e*G in {3,, } e basta
percio osservare che il logaritmo di bivettori conserva 'azione di Galois
sulle componenti, per concludere che I'azione di *S su M(R) ® A, si ot-
tiene estendendo per *G-semilinearitd la trasformazione che manda il
bivettore canonico n; = log {3,, } sul bivettore canonico log {9, }, al va-
riare di s in *@. Possiamo qumd1 concludere con la seguente

6.9_PROPOSIZIONE. Notazioni come nel Corollario 4.3. L’applicazio-

ne ¢ A _chﬂlne) ® Ay definisce un omomorfismo iniettivo di Z,-modu-

lz, che induce un isomorfismo di K, [*Gl-moduli tra A Qz,Knr €d
M(R) @4 K,

Anche in questo case nell’enunciato si puo sostituire il corpo K, con
il corpo C che lo contiene.

Appendice 1. Osservazioni sui Vettori di Witt.

Cominciamo con lo stabilire un facile e ben noto risultato di algebra
sui vettori di Witt [cf. Serre: Corps Locaux].

Chiameremo anello p-adico perfetto un’algebra *D, di caratteristica
zero in cui p non sia né divisore di zero né invertibile e che sia sepa-
rata e completa rispetto alla topologia p-adica (ovvero un sistema
fondamentale di intorni di zero & dato dagli ideali p"*D e
*D =1lim *D/p"*D). Imponiamo infine che il quoziente D =*D/p *D

sia perfetto, ovvero che l'applicazione x — x? sia un automorfismo di D.

A.1. PROPOSIZIONE. Sia *D un anello p-adico perfetto. Allora vi é
un isomorfismo tra Uanello W(D) e *D.
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La dimostrazione, ben nota, si basa sull’esistenza in *D dei rappre-
sentanti di Teichmiiller (moltiplicativi) degli elementi di D, che stabi-
liamo nel seguente:

A2. LEMMA. Notazioni come sopra. St consideri il sottoinsieme
moltiplicativo

7= [1#p?"
n=0

di *D. Allora il morfismo naturale o:*D — D induce una corrispon-
denza biunivoca tra T e D.

DiM. Dato a e D si consideri una successione ay, a;, ... in *D, sod-
disfacente alle condizioni:

(A.3) olag) =a, al,y=a;modp *D.

E sufficiente osservare che la successione («2"), . y converge ad un ele-
mento « di *D, ovvero che verifica la condizione di Cauchy. Dalla con-
gruenza in (A.3), si ricava che

n+1 n
ab;y —ah ep™*Dcp™*D,

per ognin = N, che e sgfﬁciente per concludere. E chiaro che « € T per-
che la successione (" ), converge ad una radice p*-esima di «, qua-
lunque sia k. Inoltre, per la prima delle (A.3), si ha o(«2") = a per ogni
n e quindi p(«) = a. Dunque P'applicazione p ristretta a T & suriettiva;
resta da verificare che & anche iniettiva, Se « e 8 sono elementi di T che
si riducono ad uno stesso a € D, allora si ha che «/8 = 1 modp"*D per
ogni » ('applicazione x — x? & un automorfismo di D) e quindi & uguale
ad 1. CVD

Indicheremo con il simbolo {a} l'unico elemento di 7' per cui si abbia
e({a}) = a, al variare di a in D. In particolare, {a} & detto il rappresen-
taunte di Teichmiiller (moltiplicativo) di a € D.

DiM. (di A.1). E immediato osservare che, dato £e*D, si determi-
na una successione &, &, ... di elementi di D, tale che:

£ 3 pila} ep™*D

per ogni n. Infatti & sufficiente porre: x, = p(&), x; = p(p ~1[& — {x })),
ecc., ove 'argomento della funzione p ha senso perché p non é divisore
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di zero in *D. Dunque, si ha:

(A4) £= Zop"{x,-} in *D;
i

e quindi a ¢ si fi corrispondere il vettore di Witt: (x,, !, 7 2, ...). La
corrispondenza cosi descritta ¢ 'omomorfismo cercato. CVD

11 risultato si pud generalizzare nel modo seguente.

A5. COROLLARIO. Sia *® un’algebra di caratteristica zero in cui p
non sia divisore di zero, separata e completa rispetto ad una topologia
*M-lineare rispetto alla quale la base di filtro (p™ *®) converga a zero.
Supponiamo inoltre che il quoziente ® =*D/p *@ sia un’algebra per-
fetta. Allora vi é un isomorfismo continuo: W(®) —*®, ove W(®) &
dotato della topologia p-adica.

DiM. La condizione che la base di filtro (p™* @) converga a zero dice
che si pud ripetere la dimostrazione del Lemma A.2 ed ottenere l'esi-
stenza dei rappresentanti di Teichmiiller anche in *®. La stessa condi-
zione, implica la convergenza in *@ della serie analoga alla A.4. Dun-
que, si ha un omomorfismo come nel caso precedente. La continuita &
banalmente verificata. CVD

Ci occuperemo ora di una topologia naturale, meno fine della topolo-
gia p-adica, da porsi sull’anello W(®) quando @ non sia dotato della to-
pologia discreta. Ci interessa il caso in cui @ & un’algebra di Barsotti as-
sociata ad un gruppo di Barsotti-Tate [cf. Definizione 1.4], e quindi, per
quanto visto nella Proposizione 1.5, @ & limite inverso di algebre di-

screte su un campo perfetto k.
-1 _ [p-] .
Sia quindi @ = l](ﬂ D Z_p- ...) ove D & una k-algebra discre-

ta, e poniamo su @ la topologia limite inverso. Cio significa che un siste-
ma fondamentale di intorni di zero in @ & dato dagli ideali:

B = {1 = (o, g1, 2y ) | = 0},

ove si ricordi che [p_]Ju;,; =p; Vj = 0. In tali ipotesi si ha che:

W(®) = lim (WD) <= WD) <= ...),

ove, per brevit, si & indicato con [p_] in luogo di W([p- ]) il morfismo
funtorialmente indotto. Vogliamo quindi confrontare due topologie na-
turali su W(®): la topologia canonica di Barsotti [cf. MA] e la topologia
limite inverso delle topologie p-adiche sui vari W(D).
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Un sistema fondamentale di intorni di zero per la topologia canoni-
ca & dato dagli ideali:

UpB) = {5, &1, &, )i Sn=80" € by},

ove la serittura ha senso perché @ & una k-algebra perfetta.

Si osservi che la definizione delle topologia canonica appare piil
«naturale» se si scrivono i vettori di Witt tramite i rappresentanti di
Teichmiiller invece che tramite le coordinate. Infatti, in tal modo, al
vettore &£ = (&, &;, &3, ...) corrisponde la somma:

(A5) e= 2o

e dunque un vettore sta in U, (6;) se, e solo se, le immagini in @ dei
coefficienti di 1, p, ..., p" nella scrittura (A.5) stanno tutte in 6.

Un sistema fondamentale di intorni di zero per la topologia limite
inverso & dato dagli ideali:

Va8 = {50, &1, &2, )i Sn=>E e}
Vogliamo provare la seguente

A.6. PROPOSIZIONE. Notazioni come sopra. Allora la topologia ca-
nonica su W(®) e equivalente alla topologia limite inverso.

DiM. Distinguiamo i vari casi in cui l'algebra di Barsotti @ sia éta-
le, moltiplicativa o radicale. Nel primo caso, ovvero se @ & étale, gli
ideali 6, sono radicali (cf. §2) e quindi si ha:

Vn(gk) = Un(Bk)y

qualunque siano 7 e k. Se & moltiplicativa, e u = (g, %1, 2, --.) € b,
dalla relazione fondamentale [p_]Ju;;; =u; Vj =0, se ne deduce che
prrieker[p_1=kerF, e quindi, in @ vale la condizione:
peb,<>uPeb,,. In tal modo si conclude che:

Vn(6k+n) c Un (6k) c Vn (810) ’

qualunque siano % e k. Passiamo infine al caso in cui @ sia radicale e sia
V" =F?% Cio siggiﬁca che in D vale la condizione F"** = [p_]" e quindi
che: e b,<>u? " eb,,. Cosi si conclude che:

Vn(B[mﬁ;]H)gUn<Bk>gVn<8k),
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qualunque siano x e k, ove Pindice dell'ideale 6 & la parte intera del nu-
mero racchiuso tra le parentesi quadre. CVD

Le considerazioni sin qui fatte sulla topologia dell’anello W(®) si
trasportano senza sostanziali modifiche ai bivettori speciali ad elementi
in @. Non possiamo mancare di osservare perd che il risultato ¢ falso
(in generale) in biv®.

Appendice 2. Un’osservazione elementare sui coefficienti bino-
miali.

Per comodita del lettore, riportiamo qui di seguito una stima ele-
mentare dei valori p-adici dei coefficienti binomiali, come si ottiene fa-
cilmente dalle definizioni.

OSSERVAZIONE. Indichiamo con v, la valutazione p-adica su Q, ove
p é un primo razionale.
Siano 0 <a < p* e 0 <c < p*; allora:

a b >
o(a+bp’°)= op(c)+op(d) sea=c
p k

c+dp vp(g)—op(;)+k+o,,(b—d)—o,,(c—a) sea<c.

Dmm. Dividiamo la dimostrazione in tre passi.

(i) Cominciamo richiamando la dimostrazione della ben nota sti-
ma del valore p-adico del fattoriale; ovvero o,(n!) = (n — S(n))/(p — 1),
ove S(n) indica la somma delle cifre che compaiono nella scrittura p-esi-

male di n. Sia n = E a;p*; con 0 < q; < p; allora per le proprieta ele-
mentari delle valutazwm si ha
n a,p”

o (ml) = hzl o (k) = hZ op(hy) +

= =1

+ E'l op(a,p"+hy) + ... + E (0T k@ ).
= hyy1=1
Per le ipotesi fatte sui coefficienti a; e le proprieta elementari delle va-
lutazioni, si ha

Vp(a"rpr +..F aipi +he_is1) = Vp(hr—i+1) = Vp(hr—i+1)'
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ap*
Dunque si tratta di calcolare: 2, v,(k), ove tale somma viene posta
k=1

uglklale a zero se a; =0. Poiche si pud supporre 0 < g, < p, si ha:
axp P

2 o (k) = @ hE 0,(k) = ax(p* — 1)/(p — 1). Ove lespressione mantie-
h=1 =1

ne senso anche per a; = 0 e per k = 0. Dunque si conclude con I'ugua-

glianza voluta

k
L p*—=1 n-S8mn)
1) = =
% () k§=:0ak p—1 p—1

(ii) Dimostriamo ora un caso particolare della stima enunciata,
ovvero mostriamo che, se 0 <j < p*, allora

k
o,,(’; ) = k-0, (j).

Possiamo supporre j # p*, in quanto, per j = p*, la tesi & banalmente

vera. Servendosi di (i), si ricava:

S(j) +S(p*—j) -1
p—1 )

k
vp(z;- ) =0, (P*1) — 0, (P* = 7)) — 0, (1) =

Sia s = 0,(j) e scriviamo: j = a,p® + a,.1p**' + ... + a,p”, ove si ha
a, # 0 ed » < k — 1. D’altro canto possiamo scrivere: p* = (p — 1) p*~! +
+ ...+ (p—1)p**! + pp®; quindi si ha:

pr—j=@-Dp*'+..+(p-1-a)p"+
+o.t(P-1-a)p* " + (p — a,) p®,

ove ogni coefficiente in tale somma & compreso tra 0 e p — 1. Dunque, si
ha S(p*—j) =(p— 1)k —s) — S(j) + 1, da cui si ricava:

k
o,,(p,)=k—s=k—o,,(j).

(iii) Nel caso generale, il calcolo & analogo a quello del punto (ii).
Siano 0 < ¢ < a < p*; allora da quanto visto sopra si ricava:

a+bp*)  S(c+dp*)+8((a-c)+ (b-d)p*) — S(a + bp*)
9, = .
"\e + dp* p-1

Poiche sia ¢ che a che a — ¢ sono interi non negativi e minori di p*, si ha:
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S(c + dp*) = S(c) + 8(d), S(a + bp*) = S(a) + S(b), e S((a —c¢) + (b —
—d)p*) =8S((a —¢)) + S((b — d)). Se ne deduce che

a + bp* (b) N (a)
[ =9, 9, ’
Ple+dp¥] *\d]  P\c
che & quanto volevamo dimostrare nell’ipotesi in cui ¢ < a.
Supponiamo ora che si abbia: ¢ > a. Ancora una volta si ha:

a+bp*  S(c+dp*)+S(a—-c)+ (b—d)p*)—S(a+ bp*)
0, = .
"\ + dp* p-1

e, come nel caso precedente, si ha: S(c + dp*) = S(c) + S(d), S(a +
+ bp*) = S(a) + S(b). Si tratta quindi di calcolare S((a — ¢) + (b — d) p)
nell’ipotesi in cui a@ — ¢ < 0. Poiche a + bp* = ¢ + dp*, se ne deduce che
deve essere d < b — 1 e quindi si ha: (a —¢) + (b — d)p* = [p* — (c —
—a)] + (b — d — 1)p*. Dunque:

S(a-c)+(b-d)p*)=8@p*—(c—a))+Sb-d-1).

Con considerazioni analoghe a quelle svolte nella dimostrazione di (ii) si
puo dedurre che:

Spr-(c-a)=Fk—-9v,(c—a)p—1)+1-S(c—a)
ed
Sb-d-1)=0,(b—-d)p—-1)+8S0b-d)—1.

Dunque, se ne deduce che:

Op & =
c+dp
_ S(e)+8(d) + (k—o,(c—a))(p—1)+1-S(c—a) +o,(b—d)(p—1)+S(b—d)— 1 —-S(a) - S(b)
= e
che & quanto volevamo. CVD
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