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Analoga des Fundamentalsatzes

der Projektiven Geometrie in der Gruppentheorie. II.

MICHAEL SCHENKE (¥)

Bzeichnungen und wichtige Definitionen.

Wihrend der ganzen Arbeit bezeichne

D(@) die Frattinigruppe der Gruppe @, den Durchschnitt aller
maximalen Untergruppen von @,

N(UO) den Normalisator der Untergruppe U von @,

Ce(U) den Zentralisator der Untergruppe U von G,

Z(@) das Zentrum der Gruppe G,

Z,(@) das zweite Zentrum der Gruppe G, also die Untergruppe
Z von G mit Z(G)< Z und Z(G|Z(Q)) = Z|Z(Q),

|G die Ordnung der Gruppe @G,

o(w) die Ordnung des Elementes x,

exp G den Exponenten der Gruppe @, also die minimale natiir-
liche Zahl n, so daB fiir alle ge G gilt g" =1,

a(@) die minimale Erzeugendenzahl der Gruppe G.

Es bedeuten

Na@ N ist normal in G,
M<@q M ist eine maximale Untergruppe von G.

Ein Automorphismus ¢ der Gruppe G heilit

Indirizzo dell’A.: Mathematisches Seminar der Universitdt, Olshausen-
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innerer Automorphismus, wenn es ein x€ @ gibt, so dal} fiir alle
gea gilt g° = g7

Potenzautomorphismus, wenn fir alle U< @ gilt U° = U,

universeller Potenzautomorphismus, wenn es ein ze€Z gibt, so dal
fir alle ge @ gilt ¢g° = ¢~

Es seien

B(G) der Verband der Untergruppen von @,
unv der Durchschnitt von U und V,

vTuvy die verbandstheoretische Vereinigung von U und V, in
Untergruppenverbénden also die von U und V erzeugte
Untergruppe,

¢/ das gruppentheoretische Erzeugnis der Teilmenge It der
Gruppe G.
Eine

Projektivitit der Gruppe ist ein Isomorphismus von B(@G), eine

Autoprojektivitit der Gruppe G ist eine Projektivitit der Gruppe G
auf ihren eigenen Untergruppenverband.

Eine Projektivitit ¢ der Gruppe G heillt

normalisatorerhaltend, wenn fiir alle U < @ gilt (N4(U))? = N(U9),
zentralisatorerhaltend, wenn fiir alle U < @ gilt (Co(U))? = Co(U9),

indexerhaltend, wenn fiir alle zyklischen Untergruppen U von G und
alle VU gilt |U.V|=|U?.Ve|. Nach [13], Seite 41,
folgt bei endlichen Gruppen daraus, daB |U.V| = |U?:V?|
fiir alle V< U < @ gilt.

Seien x, y, ;€ @. Dann seien

(2, y] ztytay,

[@yy oooy @n] = [[@1y oory Bu_s], @),

[#, ny] = [[@, (n—1)y], y] mit [x, 1y] = [=, y],
[U, V] ={[(u,v]|lue U,veV),

K,(G) = @,
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K. (6) = [K(G), 6],

cl@ die Klasse von @, also das minimale » mit K, (G) =1,
falls dieses existiert,

Maximale Klasse hat eine Gruppe G der Ordnung p”, wenn cl G =
=n—1 gilt.

In Gruppen maximaler Klasse gelten die folgenden Standardbe-
zeichnungen:

a; = K@) fiir alle 1 =2 und G, = C0y(G,/G,).
Zur Vermeidung von MiBverstindnissen bezeichne auch
L(@) die Untergruppen G,.
Ferner seien

GF(p) der Korper mit p Elementen,

L das Ideal {p"z:z€Z} von Z,
Zyn = Z[p"Z, der Faktorring modulo p=.
Einleitung.

Der Fundamentalsatz der projektiven Geometrie besagt, daf jeder
Isomorphismus des Teilraumverbandes eines n-dimensionalen Vektor-
raumes mit n = 3 auf einen anderen Vektorraum durch eine semi-
lineare Abbildung induziert ist. Insbesondere sind also die zugrunde
liegenden Skalarenkérper isomorph. Da n-dimensionale Réume als
Vektorrdume isomorph zum mn-fachen direkten Produkt des Korpers
sind, liegt die folgende Fragestellung nahe:

Gegeben sei eine algebraische Struktur §. Eine Projektivitit ist
dann ein Isomorphismus des Verbandes gewisser Teilstrukturen. Gibt
es ein n, so daB jedes Element von S oder groBer Teilklassen von 8
durch den Verband dieser Teilstrukturen seines n-fachen direkten
Produktes gekennzeichnet ist?
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Im ersten Teil der vorliegenden Arbeit (vol. 76) wurden vor allem
zweifache Produkte von Gruppen vom Exponenten p untersucht.
Dessen Kenntnis wird in den Zitaten vorausgesetzt.

2. Mehrfache Produkte von Gruppen vom Exponenten p.

Eine Schwierigkeit bei der Behandlung mehrfacher direkter Pro-
dukte ist die Tatsache, daB es keine 1.12 entsprechende Beschreibung
des Untergruppenverbandes solcher Gruppen gibt. Aber selbst dort,
wo der Untergruppenverband einigermaflen iiberschaubar ist, fithrt
die Betrachtung mehrfacher Produkte von Gruppen zu umfangreichen
und komplizierten Rechnungen. Wir werden uns in diesem Abschnitt
auf metabelsche Gruppen beschrinken.

2.1. Metabelsche Gruppen.

Die Aussage von Lemma 1.45.a) 148t die Frage aufkommen, ob
sich eine solche Umkehrung von 1.40 auch fiir andere Félle als r = 2
beweisen 14a8t, also die Frage, ob ein Fastisomorphismus auch in
mehrfachen direkten Produkten auf die in 1.46 angegebene Weise
eine Projektivitdt induziert. DafB dies nicht der Fall ist, wird Satz 4
zeigen. Da unser Beispiel 1.47 zu den Gruppen gehort, iiber die Satz 4
aussagt, daf jede Projektivitit ihres dreifachen direkten Produktes
durch einen Isomorphismus induziert ist, wir dort aber einen nichttri-
vialen Fastisomorphismus konstruiert haben, widerlegt der Satz unsere
Vermutung.

Bevor wir zum Beweis von Satz 4 kommen, bendtigen wir noch

2.1 LeMMA. Seien G = G X @G, XG; mit G, ~ G, ~ G,
Q= LGy, bz 1y(Gh, b)) = ... = 10(gy, b)) = 1D,
gi, h; beliebige Elemente von G; fiir ¢ = 2 und ¢ = 3,
U = <9:19:95) hahy s)
und 7z die Projektion von U auf &¢;. Dann ist

Kerzw = {r,(g:0s, holis), ..., 7a(9:95, habs))T .
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BEwErs. Sei F = <{x,y) eine freie Gruppe. Sei ¢: F — G, der
Epimorphismus mit 2° = ¢, und y° = h,, also mit F/Ker ¢ ~ G; und
Ker g = {ry(x, ¥)y ..., ral®, y))F. Sei weiter v: F — U der Epimor-
phismus mit #* = ¢,¢,9; und y* = h,h,h;. Dann ist ¢ = tn. Wir be-
haupten, da8 Ker s = (Ker o) ist:

Es ist (Ker o)™ = (Kerg)° =1, also ist (Ker ¢)*< Kerz. Sei
2 = w* € Ker z, also 2 = 1, daher 1 = w™ = w°, dann w € Ker ¢ und
somit 2z € (Ker ¢)?. Damit gilt die behauptete Gleichheit und insge-
samt folgt

Kerz = (Ker 0)7 = (<ry(@, ¥), .., 7a(®@, y))F)7 =

= <11(919:9s, hihohs)y ... s 72(919:95, Bahyhs) )Y

Daraus folgt wegen 7,(g;, h;) = 1 die Aussage des Lemmas.

Sei in diesem gesamten Teilabschnitt K := GF(p), der Polynom-
ring iiber K werde mit K[x] bezeichnet.

Wir kommen jetzt zu

SATZ 4. Sei @, eine metabelsche Gruppe maximaler Klasse vom
Exponenten p. Es sei die Klasse von Cg(K,(Gh)/K,(G,)) kleiner oder
gleich zwei, und seien G = G, X G, XG; mit G; ~ G, und ¢ eine Pro-
jektivitdt von G mit G®* = G X GiXG%. Dann ist ¢ durch einen Iso-
morphismus induziert.

BEWEIS. Wir erinnern den Leser zunidchst an die aus der Liste
der verwandten Abkiirzungen zu entnehmende Vereinbarung, da wir,
um MiBverstdndnissen vorzubeugen, die in Gruppen G maximaler
Klasse tiiblicherweise mit @G; bezeichneten charakteristichen Unter-
gruppen auch mit L,(@) bezeichnen werden.

Sei @ = Gy X@,XG; ein minimales Gegenbeispiel mit der nicht
durch einen Isomorphismus induzierten Projektivitdt ¢. Fiir jedes ¢
ist &(G;) = ¢, maximal in jeder maximalen Untergruppe von G,.
Also ist jede maximale Untergruppe von @; eine MA-Gruppe. Dort
ist also nach 1.42 jede Projektivitat durch einen Isomorphismus indu-
ziert. Da sich die Voraussetzungen fiir ¢ auf G,,/Z(@,) iibertragen, sofern
|G| = p* ist, sind die Voraussetzungen von 1.40 erfiillt. Sei o eine
danach existierende Baersche Abbildung, deren Einschrdnkungen auf
die @, Fastisomorphismen sind, und seien dazu @ und ¢ wie in Teil-
abschnitt 1.2. Falls G, eine M A-Gruppe ist, ist & nach 1.42 sogar
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fiir das zweifache Produkt schon als Isomorphismus erkannt. Sei
also @, von maximaler Klasse vom Exponenten p mit G; = 1 und
¢l L(G,) = 2. Fir ¢l L,(¢,) =1 wire ja G, eine MA-Gruppe. Sei
G, = <8, 8,) mit L,(G,) = L,(@,)<s,>. Entsprechend 1.31 seien s und
s, so gewdhlt, daB a(s,s,)# 1 oder (s, s,) = 1 gilt. Seien s,,:=
:= [s;, 8], und sei ¢l G, = n. Wegen [7] ist dann

(1) n<p—1.

Sei [sg, 8;] = sp*-...-sh» mit my; %= 0 und k¥ = 4. Ein solches m, gibt
es wegen cl L,(G;) = 2. Mit 1.43.d) folgt

(85 8] = [[Si_1) 81, 81] = [[8iz1, 81, 8]
und mittels vollstindiger Induktion dann
(ii) [8iy 811 = SEFio e Sphimz -
Wegen cl L,(G;) = 2 folgt aus

2
1 =1[8,, 81, 8] =[sP*...-8%" 8,] = [Spy 811 ... [Sny 81" = ST% » 002

mit einem geeigneten g, , € L,;_,(G,), dall
(iii) [Sx, 811 = 1 und daher [g, s,, 8,] = 1 fiir alle g € L,(G,)

gelten. Daher ist s, , = 1 und somit %k = (n + 3)/2.
Seien ¢, » Isomorphismen von G; nach G, und G,;. Es seien

ti=¢', u:=¢8% t;:=8, u,:=s’. Wegen 1.19.¢) gilt
(iv) a(a'y y') = a(@, y)' und a(2*, y*) = a(x, y)* fir alle z,y€ G, .
Fiir alle ¢, j e K gilt weiter

(v) [s], 87, 815 (n— k) 8'] = [84, 8, 81, (n— k) 8]
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Es gibt nidmlich xe Li(G,), y€ L, 4(Gy), so daB

(87, 8%y 81, (n— k) 8’1 = [[s, 8], 51, (n— k) s'] =
= [[81, 8, 811”7y, (n— k) s'] = [[81, 8, 8:]", (n— k) 8'][y, (n— k) s'] =

= [81, 8, 8;, (n— k)s]" ™" ist .

Wir benutzen dabei wiederholt 1.43 und [6], Hilfssatz 6.8, 8.292.
Sei Vi= V(y, fay @1, 52) = {0, w) mit v = stiruf und w = s, ¢} ulz.
Es seien §:= s/, 5, :=8;, §;,,:= [5;, §] und
g(s’y 81) :=[5,, 5,18, ...-§ ™.
Wegen (iii) ist dann [g(s’, s!), ;] = 1. Sei m die Projektion von V
auf G,. Seien g, := g(t", t*) und ¢, := g(w’, wj®). Mit 2.1 gilt dann

M:= Kerzw = {g:9,>" = {[:9., W]: t€Np) .

Die Elemente [g,9., t¢], die ungleich 1 sind, bilden eine Basis von M.
Wegen 1.43.¢) ist die Abbildung [-, v] auf M ein Homomorphismus,
dessen Kern offenbar die Ordnung p hat, also ist [Cyu(V)| = p und,
da VM ~ @, ist, ist |Z(V/M)| = p, also |Z(V)] < p2. Deshalb ist
Z(V) = (& v

. . ili?—l ,-27-.72!-1 . i%i'{"k"'l ig,g—k+l
mit z =s,8,"t u, und y=s,1, U,

oder, falls z und y linear abhingig sind, ¢, = §°* und 4, = §; *, denn
nach (v) ist y = [w, v, w, (n— k)v] €V, und nach [5], Hilfssatz 6.8,
8.292, ist 2= [w, (n— 1)v]€V. Sei ¢(s, 8;) = 8%, und seien i, 4,,
ji, J» alle ungleich null so gewéhlt, daB 7, 5 §5* gilt und die Vektoren

11— 4 1—d 7"

1—j2) 0 -
linear unabhingig sind. Mit 1.18 folgt, dafl fir die zugehorigen
v, w gilt e(v, w) eV N Z(@), und somit gibt es A, u € GF(p) mit
ghth t:i:ii“lwt%ﬂ'“"“ u:izig—lmigi’;"‘“

= z)'y:“ =

= ¢(v, w) = o(s, sl)c(th? ti‘)c(uh, u;') = Sitﬁj‘i‘uij’i* .
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Durch Exponentenvergleich sieht man mit Hilfe der Gleichung
A+ w=d ein, daB

My i iy i = Ayt
und

Moot + ui i = Aot + uhats,
also

Pt —1) = 20— %) und  p(fit—1) = A1— i) gelten .
Wegen obiger linearer Unabhingigkeit ist folglich A = y = 0, aus 1.27
folgt dann

(vi) c=1.

Sei nun a(s,s,) = s’. Sei i, K so gewihlt, daB 0 £, 45 * gilt,

was wegen k< n und (i) moglich ist. Dann werde ¢, % 0 so gewahlt,
daBl es nicht Nullstelle des Polynoms

xn— —_ 1 wn—k+2___ 1
det

n—l -1 7«:-k+2 1
aus K[x] ist, was wieder wegen (i) moglich ist. Also sind
n—l_ 1 i"_k+2—— 1
und
(@2“ 1) (@2""“ 1)
linear unabhingig. Fir V = V(4,, %5, ¢, %,), also mit v = st*u’* und
w = s,tufs, haben die zugehérigen z und y die Form z = s,tlu'

und, wieder durch Einsetzen, y = s,#1 = 4 ''". Da nach 1.18 gilt
a(v, w) e VN Z(@), gibt es 4, u € K mit

A n—k+3 /'l. in n—k+3
sy T T = gk = a0, w) =

= a(s, 8,)a(t™, th)a(u's, ul*) = sl tiui .

Die letzte Gleichheit folgt aus (vi) und 1.29. Durch Exponenten-
vergleich sieht man mit Hilfe der Gleichung 4 4 u = j ein, daB

M0 i = 2y i, und A4 A pil T = A4, - i,
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also

AE—1) = p(1— ) und  A@ETT—1) = pd— )

gelten. Folglich ist A = u = 0, also a(s, 8;) = 1 entgegen der Wahl
von s und s,.

Daf in Satz 4 die Voraussetzung iiber die Klasse der Untergruppe
Co (Kx(Gy)[K,(Gy)), die ja scheinbar sehr technisch ist, nicht ersatzlos
gestrichen werden kann, werden wir noch spiter, in Teilabschnitt 2.2,
sehen.

Um das zweite Ziel dieses Teilabschnittes, den Beweis von Satz 5,
zu erreichen, bendtigen wir noch zwei Hilfssitze:

2.2 LEMMA. Sei G eine metabelsche Gruppe. Seien k, r € N mit
r=2 und ¢, ..., g€ G. Dann ist

k

(%)
(95, 65 - 9l= I [91) 0or (s— 1) g1, (62— 1), €s8s, ..., €9, 12" .

k=e,,...,er=1

BEWEIS. Mit 1.43 gilt

k k "
[g*, 1¥] = [g, #*1 D [g, k¥, g1P[g, B, g, 1P ... —
= g, N1PD [g, b, )P D[g, B, b, DD .

o9, by 12D (g, 1, g, BIPD- (g, B, g, 1PD- . usw .

Das ist Behauptung fiir »r = 2. Wir fiithren den Rest des Beweises
durch Induktion iiber r. Also ist

[911‘7 ceey grk+1] =

11 (%)
= H [91) 92y (62— 1) g1, (6,—1)g,, €385, ..., €.y, gfﬂ]”l !

k=e,,...,er=1
= n ( 1—[ (915 92y (62— 1) g1, (62— 1)g;, €303, ...
k2ey,....er=1 kZery =1
k ﬁ(k )
ey e Gry 6r+lgr+1](°'“))5-1 Y=
i
= H [91) G2y (62— 1) g1, (62— 1) Go, ...\ €,9,, €4 410r 111"

k=ey,...ere 21

&)
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Die erste Gleichheit folgt aus 1.43.c), die zweite gilt wegen 1.43.¢),
und der Hilfssatz ist bewiesen.
‘Wir brauchen noch die folgende einfache

2.3 BEMERKUNG. Sei ge K[r] mit

»—1
(x— &), also g(x) = > a;x*.

g(x) =
keE\{—1} i=0

Dann gilt a, % 0+~ a,.

Bewris. Bekanntlich ist g(z)-(z + 1) = «»— x. Andererseits ist
auch x#1— 24 — [ — 4 22— 2)-(x + 1) = 2?— x. Da K[z] ein
Integritétsbereich ist, ist also g(z) = 2*'— 2?2+ — ... — } 22— 7,
und die Bemerkung ist bewiesen.

SATZ 5. Es seien p =5 eine Primzahl, r =p— 2 und G = G, X...
... X @, eine endliche Gruppe vom Exponenten p mit G'=1. Alle @,
seien isomorph und nichtabelsch. Dann ist jede Projektivitdt von @
durch einen Isomorphismus induziert.

BEwEis. Wir wollen 1.40 anwenden. Sei also X eine minimale
Gruppe vom Exponenten p mit X”"=1 und der Eigenschaft, daB es
G =G, X...XG@,_,, Isomorphismen #,: X — G, und eine Projektivi-
tit @ von @G mit Go = G Xx... XGJ_, gibt, die nicht durch einen Iso-
morphismus induziert ist. Sei « die dann nach 1.40 existierende
Baersche Abbildung von G zu ¢, deren Einschrinkung auf jedes G;
ein Fastisomorphismus ist, seien a die Amorphie beziiglich « and ¢
wie im Teilabschnitt 1.2 definiert. Dann ist X von zwei Elementen
erzeugt, also X = (w, y). Weiter sei

-2 P—2
U:=<{u,vy mit w=][[@)" und o=]]@)".
i=1 i=1

Es sei a(x,y): = a(a™, y™)T. Wegen 1.19.c) ist dann a(z, y) =
= a(a™, y’“)”?L fiir alle 4. Entsprechendes gilt fiir ¢(x, ), was analog
definiert werde. Gem#f 1.31 wihlen wir # und ¥ so, daB a(x, y) # 1
oder ¢(x, y) %= 1 ist.

Sei B eine Basis von U’, die der absteigenden Zentralreihe von U
angepaflt ist und aus Elementen der Form wu,;:= [u, v, tu, jv] besteht.
Eine solche Basis gibt es nach [5], Hilfssatz 1.11.b), 8.258. Es bilden
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némlich die Kommutatoren der Linge ¢ ein Erzeugendensystem von
K,(U) modulo K, ,(U), und wir brauchen nur eine linear unabhin-
gige Teilmenge auszuwihlen. Nach Teil ¢.) desselben Hilfssatzes in [5]
ist K,(U) = {[u, v], K3(U)>, insbesondere also [u, v] = U, € B, und
alle u,; mit ¢~ 0 oder j = 0 sind in K,(U) enthalten. Insgesamt gibt
es also s,;€ K, so daB gilt:

(i) o(u, v) = [ uty

ui;€B

oder, komponentenweise betrachtet,

— P—

H (%, y*)™ = ]._.[ ( n [, y*, 'kay 7:‘/”“’)

k=1 k=1 ‘uiyeB
Diese Gleichung ist auch fiir ¥ = 0 wahr, und mit 1.19.¢) folgt
(ii) Fir alle ke K\{— 1} ist e(a*, y*) = [] [#*, v*, ia*, jy*]*,

wobei das Produkt iiber alle (z,§) mit u;; € B lauft.

Wire U'= Z(U)K,(U), dann wire

Ky(U)=[U', U] = [Z4(U)Ky(U), U] = K,(U),

also Ky(U) = K,(U) = 1 und daher ¢l U < 2. Da die Projektion von
U auf G, ein Epimorphismus ist, ist dann ¢l X = ¢l G; < 2, was einen
Widerspruch zu Satz 1 bedeutet, weil wir uns in einem minimalen
Gegenbeispiel befinden. Da U'[Ky(U) zyklisch ist, ist somit Z(U)=
= K;(U). Da afe, ein Fastisomorphismus ist, bildet ¢ in Z(@) ab.
Wegen 1.18 und 1.26.a) ist c¢(u, v) €U und daher sogar

e(u, v) € Z(G) N U < Z(U) < Ey(T) .

Durch Betrachtung der Gleichung (i) modulo K,(U) sieht man also
ein, daB

(iii) S0 =0
gilt. Fiir alle m, be N sei
I :={fe K[t]: Gradf< b, t™ teilt f}.

Die I’ sind dann K-Teilrdume von K[t].
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m
Seien nun €, ..., ¢, € N mit 1<e;<p—1 und b:= > e¢;. Dann
m i=1
ist das Polynom H(:s) in I’; dabei sei ¢: Z — K der natiirliche
Epimorphismus. *=!‘"
In Lemma 2.2 seien nun r =14 -+ j -+ 2, g;=o oder y. Dann
folgt: Fir alle ¢, jeN, gibt es w,, ..., w,€ K; ;,,(X), dy, ..., d, €N,
hy€I%, 0y .y he€ I3, ,,, so daB fiir alle ke K gilt

a
[ﬁk, y*, ’ixkv 7yk] == H w::"(k) .
n=1

Die Grade der Polynome h, sind gleich der Linge der Kommuta-
toren w,. Da X von zwei Elementen erzeugt wird, ist mit [7] die
Klasse von X kleiner oder gleich p — 1. Daher kénnen alle d,<p—1
angenommen werden.

Sei {by, ..., b,} eine der absteigenden Zentralreihe von X ange-
paBte Basis von X’. Wir stellen die w, in dieser Basis dar, und da

alle h, in dem Teilraum I?,, enthalten sind, haben wir bewiesen

(iv) Fiir alle i,jeN, gibt es &y, ..., h, € I%},, so daB fir alle

e
ke K gilt: [a¥ y¥, ia*, jy*] = [] b¥ .

n=1

Da X einen Fastisomorphismus besitzt, ist Z(X) zyklisch, also gibt
es ein be{by, ..., b} mit Z(X)= <{b>.

Wegen (iii) sind die Polynome h,, die wir gemiB (iv) in der
Darstellung (ii) fiir e(«*, y*) erhalten, Elemente von I?'. Sei nun
¢(x, y) = b™. Indem wir nur die Exponenten von b betrachten und
wieder benutzen, daB I?™ ein Teilraum ist, sehen wir aus (ii) mit (iv),
daB ein heI5™" existiert, so daB fir alle ke K\{— 1} gilt

b = ofw, Y = o(a*, y¥) = b

Seien nun g € K[t] mit g(t) = [] (¢—4) und I das von #?— ¢ erzeugte
ek N\{—1}

Hauptideal. Dann folgt: Es gibt ein ee K, so daB

mi = h + eg(I)
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ist. Da die Polynome k und g kleineren Grad als p haben, gilt sogar
Gleichheit. Da in 2.3 nun a, 5 0 ist, ist ¢ = 0, wegen he I? steht
auf beiden Seiten das Nullpolynom, insbesondere ist m = 0 und daher
c=1.

Dieselben Uberlegungen wie fiir ¢(x,y) kénnen wir auch fir
a(z, y) =: b® anstellen. Wir erhalten dann ein Polynem ke IZ™, so
daB fir alle ke K\{— 1} gilt:

b = a(@, y)* = ala¥, y¥) = PO

Die mittlere Gleichheit folgt wegen ¢ = 1 aus 1.29. Wie oben folgt
nun mit 2.3, diesmal aus der Tatsache, daB a,s 0 ist, daB w = 0,
also a(z, y) = 1 gilt, im Widerspruch zur Wahl von 2 und y. Mit
1.35 ist der Satz bewiesen.

Der Beweis legt die Vermutung nahe, daBl p— 2 nicht die best-
mogliche Schranke ist. In der Tat liefert 1.44 fiir p = 5 einen bes-
seren Wert. DafB sich die Zahl der noétigen direkten Faktoren ande-
rerseits nicht sehr viel verbessern 14ft, werden wir im néchsten Teil-
abschnitt sehen.

2.2. Ein Beispiel fiir metabelsche Gruppen.

In diesem Teilabschnitt soll einmal gezeigt werden, daB sich die
Voraussetzung cl L,(G;) =< 2 in Satz 4 nicht ersatzlos streichen 1aft.
Weiterhin soll auch eingesehen werden, daB zwar wahrscheinlich die
Schranke p— 2 fiir die Wahl von r in Satz 5 nicht bestméglich ist,
sie sich aber andererseits nicht wesentlich, genauer: durch einen von
der Primzahl unabhingigen, fiir alle metabelschen Gruppen von Prim-
zahlexponenten gleichzeitig giiltigen Wert, verbessern 1a68t. 'Wir werden
eine Menge M von metabelschen Gruppen von Primzahlexponenten,
und iibrigens auch maximaler Klasse, angeben, so daB fiir jedes
re N\{1} ein G e M existiert mit der Eigenschaft, daB das r-fache
direkte Produkt von G eine Projektivitdt besitzt, die nicht durch
einen Isomorphismus induziert ist. Da dies andererseits nach Satz 5
jedoch fiir das p — 2-fache Produkt von @ gilt, folgt daraus:

Es gibt unendlich viele Zahlen me N, so daBl eine Gruppe ex-
istiert, deren m-faches Produkt eine nicht durch einen Isomorphismus
induzierte Projektivitét besitzt, bei deren m - 1-fachem Produkt aber
sehr wohl jede Projektivitdt induziert ist.

Die von uns angegebenen Gruppen scheinen uns die einzigen be-
kannten mit dieser Eigenschaft zu sein.
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2.4 BEISPIEL. Sei It die Menge der metabelschen Gruppen X
von Primzahlexponenten und maximaler Klasse, die durch folgende
Relationen gekennzeichnet sind:

X=Xn,p) =ty ey tu: 2= =...=1 =1=[t;, ]
fir alle 4, j =2, [t,, 1] = t;,, fiir alle 1 =1,
[ty 8] = b0t fir alle ¢=2) .
Dabei seien t; = 1 fiir alle j>n. Es ist dann ¢l X = », und nach

1.38 gibt es eine solche Gruppe vom Exponenten p fiir p > n.
Sei nun r =2 vorgegeben. Dann wihlen wir

p>n = 60t 4 1073 — 672
und definieren eine Abbildung f: X — Z(X) folgendermaBlen: BEs sei
) =12, @f:=1, @)= (wf)

fiir alle ¢ € GF(p), j € GF(p)\{0}, dabei seien d(i) € GF(p), aber nicht
alle gleich null. Ferner werde  konstant auf Restklassen nach X'
fortgesetzt. Seien @ = G4 X...X @&, und #,, ..., , Isomorphismen von
X auf Gy,..., G,. Seien ;t:=1¢" und ¢,:= 1. Seien x,,..,2,€X
und g;:=a. Zu g=g,-... g, sei dann

g% 1= (w 2By (@, 2B) .
Wir behaupten, dal « eine Autoprojektivitit ¢ von G induziert und
daB @ durch keinen Automorphismus von @ induziert ist.

BEWEIS. Wir berechnen zunéchst die Amorphie beziiglich der
Abbildung «:
Sei se{l,...,r} und u:= 2, u,:=,4;. Dann ist
awiu, wru)® = () (i)~ (v =
— (uku;n)—l(tktin)“ﬁﬂ:(uiu{)~l(ti t{)_ﬁ"‘u"u{ uku'in(tit{' tktrln)ﬁm —

= (t* t—l-m)ﬂna(t_i 7 )ﬂm(ti+k t;;l-m)ﬂm_
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Die letzte Gleichheit folgt daraus, daB § ins Zentrum abbildet und
konstant auf Restklassen nach @(X) ist. Sei nun f(z, j) := 0, falls
1 = 0 ist, sonst sei f(¢, j) := ¢-8(j/¢). Da die Amorphie in Z(@) liegt
und « dort die Identitdt bewirkt, ist dann

1) a(wiul, ubum) = eI m—f D tEkm)

Dadurch ist die Amorphie vollig bestimmt.
Sei g =¢,"...9.€G. Ist g,# 1, so existiert ein j(¢) mit

g:€ Li(i)(Gi)\Li(i)-y—l(Gi) .

Dann sei

Falls g, = 1 ist, sei k,(g):=n + 1.
Eine Komponente ¢ heifle oberwertig (beziiglich g) genau dann
wenn

ki(g) > ki(g)

gilt.

Sei nun M eine maximale Untergruppe in einem der @,. Wir
behaupten, dafl «|, ein Isomorphismus ist. Dazu sei M = {u‘ui) D(G,)
mit % und s wie oben. Ist i = 0, so ist «|y = idy. Sei 254 0. Dann ist

f(itk + m), j(k -+ m)) — f(ik, jk)— f(im, jm) =
= i(k -+ m) 8(j/i) — ikd(j[i) — imd(j[i) = 0 .
Also ist

a(u*ul, umu™) =1.

Damit ist «|, ein Isomorphismus und « insbesondere bijektiv. Sobald
wir also gezeigt haben, daB « eine Projektivitit ¢ induziert, wissen
wir wegen 1.45.b), dal ¢ nicht einmal auf G, X @, durch einen Isomor-
phismus induziert ist, denn X ist keine M A-Gruppe.

Um nun zu beweisen, daB o« eine Projektivitét induziert, reicht
es, zu zeigen, daB Untergruppen auf Untergruppen abgebildet werden.
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Ja, es reicht sogar, dies fiir von zwei Elementen erzeugte Untergrup-
pen zu tun. Seien némlich U G, z,yeU, V:= {x,y>. Dann ist
z*(y*)-1e V*C U=, also auch U*=< @. Beialso U = (&, y)> gegeben mit

r = ltal.lt:‘.ztu'.Zt:’ - ',t"'-,t'{"g

und

Il VA ol LRI > EUURE L Al ) mit g, he @' .

a, by...a, b,
die zu U (beziiglich x und y) gehoérige

Dann heifle A:=
¢ dy...c d,
Matrix. Als Komponentenmatrizen A, zur Komponente i von U
a;
seien die 2 X2-Untermatrizen der Form (c d) bezeichnet.
Wir definieren eine Typfunktion j auf der Menge der 2 X 2-Matrizen:

a b
Sei A :( ) Dann sei
c d

i

j(d):=1, falls a=d=1,¢=b=0,
j(d):=2, falls det A0, ¢c=b=0, d=a%, a%1,
jd):=3, falls det A40, ¢=0, d=a%, b#0,

j4):= 4, falls det A0, ¢c=0, ds~ a2,
jd):=35, falls det A-0, ¢# 0,
j(A):= 6, falls det A = 0

ist. Zwei Matrizen A und B heiflen dquivalent, wenn j(4) = j(B)
ist. Wir verfeinern die Einteilung in Aquivalenzklassen wie folgt:

Seien A @ b B % b Ist j§(A) = j(B) = 2
eien A=\ . ) B=\, a) st j(4) =j(B)=2, so

seien A und B genau dann dquivalent, wenn A = B ist. Ist j(4) =
= §(B) = 3, so seien sie genau dann #quivalent, wenn b,/d, = b,/d,
ist. Ist j(4) = §(B) = 4, so seien sie genau dann #quivalent, wenn
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ai/d, = a}ld, ist. Ist j(A) = j(B) = 5, so seien sie genau dann dqui-
valent, wenn a,/¢, = a,/c, ist. Die Matrizen vom Typ 6 mégen wei-
terhin eine Klasse bilden.

Sei «< » eine beliebige Anordnung auf den Aquivalenzklassen mit
folgenden Bedingungen:

a.) Seien X,, X, zwei Aquivalenzklassen, 4 € X,, Be X,. Ist
j(4) < §(B), so sei J; < K,.

1 0
0o 1 besteht, sei,

abgesehen von der Einheitsmatrix, das minimale Element der Ord-
nung.

Wir werden auch A < B schreiben, falls ihre Aquivalenzkla,ssen
in der =-Relation stehen.

Wir stellen nun einige Formeln bereit, zu deren Beweis wiederholt

b.) Die Klasse, die nur aus der Matrix (__

1.43 angewandt wird.
. ad j
2) [, U] = 2
3) [t, 8] = [ty 619 [ts, ta, 1]% g0 = 059D 5D,
mit geeigneten gs, hs € Lg(X).
i 7y (I (J' ) i
@ @) = 66 6P 6P g) =
iy s(3 i iy _4(% IAYE)
titut‘(z) i) )I-I [t ey 4y = t{tg’t;(%)t;(s)“(”) t;(;) R+
mit geeigneten gg, hg, ms € Lg(X).

Die zweite Gleichheit ist eine Anwendung von 1.28. Fiir alle
meN mit 2<m<n und ¢, §, k, e € GF(p) ergibt sich daher

. G+
() [ty B8] = [tw, t]ltm, B0, ¥y B] = Tpia bt Gonss

mit geeignetem g, € Ly 5(X).

Kt £)+i 2(i(§)+i5)
(6) [tmy 2641 = [fpiatuiis Gmiss U] = toiabmts  Gta

mit geeignetem g,,,, € L, 4(X).
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(V) [bmy 2081 [, £17F (b, 8, 8] =

I o Lt ot T
=t A By = U B

mit geeigneten Rm,,, Km+s € Limya(X).

(8)  [tmy 26181[Emy 511 = s Gmss

mit geeignetem @,s € Ly s(X).

9) [ty 18]y 858] = 075 G

mit geeignetem @gm,o € Lmyo(X),

; & b D
(10) [tm, 28] = [t3n+1 bratatmts tmba Omysy ] =

P AN IEA W CARIE A CATCA N EALCASREA IR CEATCAWRICH) .
'm+2 tmia tmidtmiﬁtm-zl-s t7:+42 tnz;+: t,:+4t"::+52 tmis gm+o -

a 2@ 2id)+d) 2id+2d @)
= t:n+2 tm+23 tm+:fi 2 tm+‘5 o hm-Hi

mit geeigneten gm.,¢, fmys € Limio(X).
-3 2(d a
(1) [ty 6] = s tss todsute
. Ny
mit a(j) = 3j2 (;) + 35 (;) und geeignetem g, g € Lm o(X).
(12)  [tm, 8] )[tms 26712 [Emy 3] =

2 : N
e ) i 2 -2 8D __ 4t
- tm+2 tm+3tm2+4tm+2 tm+32 tm-f& 3 tm+3 tm+: hm+5 — "m+t4 gm+5

mit geeigneten gm,s, hmys € Lmys(X) und

=0 +()-

1. 1. 1. 1. 1. 1. L2 3. 3.
T4 g2 T ial _43_ 42 _ 44 3__Zsay Csa_ T3
2? 27 47+27 4? 3? il 37' 2? 2?

o ];’z 4 H 12
BRI T L
Fiir den Fall j = — 1 berechnen wir den Ausdruck von (12) modulo

L,..+(X) neu, brauchen also nach (12) nur den Exponenten von ¢,
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neu zu bestimmen. Dann ist

(13) [t"" tl][t"" Zt_l]nl [trru 3t_1] == tfn+5 [/
mit Gnye ELm+o(X) und ¢ = 4 _!_ a(___ 1) S——

Unsere wichtigste Zwischenbehauptung ist
(14) Sei U = {#,y>. Fir die Komponentenmatrizen gelte:

j(4,) =1, und aus ¢ < m folge 4, =< 4,,.
Sei €:= max {i: j(4,) = 1}.

e
Dann ist [[2.€U.
i=1

Wir konstruieren zum Beweis eine Folge w,, ..., w, von Elementen
von U’ und eine Funktion f: {1,...,8} >{e+1,...,r + 1} mit

w=lmyl, @>={[[4), MM=ct+1, fHe=r+1,

so daB fir alle i€{1, ..., s} gilt:

(1) Ist ¢<<s, so ist w,,, = w;, oder es gibt g,,€ U und k(j) €
€ GF(p) mit v e N und

o

wi+l - H [wﬂ giu cecy gir(i)]k(j) .
i=1

(ii) Die Funktion f ist monoton, das heilt f(¢ + 1) = f(2).

(iii) Fir ¢ =2 sind alle j mit ¢ + 1 < j < f(¢) oberwertig be-
ziiglich w;,.

(iv) Falls f(2) = f(z + 1) 5= r + 1 ist, so ist
Ey(ws40) — Fa(w;) < Eptsyn(Wiga) — Frin(w;) -
Ein Index ¢ heiBle Sprungindex, falls

I (Asn) < §(Apisn)
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st. Sei ¢ ein Sprungidex und j(As;) = m, so heile ¢ Sprungindex
zum Wert m. Da fir j < k gilt 4; < 4,, kann es, sobald wir gezeigt
haben, daB8 f monoton ist, offenbar zu jedem Wert m héchstens einen
Sprungindex geben. Dieser werde mit 4, bezeichnet.

Wir geben zunichst eine Skizze des Konstruktionsprozesses an:

Ausgehend von w;, geben wir Umformungen des Typs (i) an, so
daB alle §j mit ¢ 4 1=<j < f(¢) oberwertig bleiben beziiglich w,;
gemialB Konstruktion sollen sie es schon beziiglich w; sein. Die Kom-
ponente f(¢) soll entweder oberwertig werden, in dem Falle werden wir
f(t + 1) so definieren, daB f( + 1) > f(¢) ist, oder es sei f(¢ 4 1) :=
:= f(¢), und der ky,-Wert von w, , soll gegeniiber dem k,,-Wert
von w; schneller steigen, als es ky(w,,,) gegeniiber k,(w;) tut, genau
wie es in Higenschaft (iv) beschrieben ist. Nach endlich vielen Schritten
ist dann also der ky,-Wert gréBer als der k,-Wert und damit auch
f(7) oberwertig.

Jeweils an Sprungindizes ¢, werden wir Abschitzungen nach oben
fir den Wert von k(w; ) angeben, die k,(w; )< n zeigen.

Sei also schon w; konstruiert und f(¢) = u.

Fall 1: ws~r 4+ 1 und j(4,) = 2.

In diesem Falle sei
Wi 1= [0, Y% [w,, 2atle]-1 [w;, aile] .
Fir die Projektion =, auf die u-te Komponente G, gilt dann
T (Wiy1) = [7Wu(w))y bi][7u(w;), 2 8] [u(wy), 3] =1,
wobei die letzte Gleichheit daraus folgt, dafl die definierende Rela-
tion [t., ] = tnyolmes = [tm, 2t][tm, 3]~ in X gilt. Insbesondere gilt

also

(15) Komponenten mit j(4,) = 2 und « < f(¢) bleiben

immer oberwertig ,

vorausgesetzt, wir zeigen am Ende k,(w,) = n.
Falls a, =— 1 ist, ist

T (wi 1) = [m(w,), 117 (w,), 2,872] [7w,(w;), 3,41].
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Nach (13) und 1.43 ist dann
(16) ky(wiys) = ky(w,) + 5.
Falls a,7#— 1 ist, also a,¢{0,1,— 1}, ist b in (12) ungleich null,

da wegen der Voraussetzung p > 6r* 4 10r*— 672 insbesondere p > 17
gilt. Dann ist

a7 ky(wip) = ky(w,) + 4.
Fiir alle ¢ ist

(18) ko(wiyy) = ko(w) + 1.
Sei

f(¢ + 1) :=min ({v: v=e 41,
v ist nicht oberwertig beziiglich w.,} U {r + 1}).

Wegen (15) ist dann f(¢+ 1) > f(3).

Falls Komponenten ¢ mit j(4,) = 2 iiberhaupt existieren, gilt
folgende Abschitzung:

Sei §:=1, falls Ae+1=( :) (1)
ky(w,) = 2. Damit alle ¢ mit j(4,) =2 oberwertig geworden sind,
mufBl das Verfahren nach Fall 1 hochstens »— 1-mal angewandt wor-
den sein, also gilt

) ist, sonst sei 0:=0 Es war

(19) ky(w,))=4(r—1)+2+6<4r—1.

Fir alle Komponenten ¢ mit j(4,) >2 gilt wegen (16), (17) und
(18), daB die Differenz zwischen k,(w;)— k.(w;) und &, (w;,,) — k. (w;,,)
hochstens 3 4+ & betrigt. Wegen k,(w,) — k.(w;) < 0 gilt also

(20) ky(w;,)— ko(w;,) =3(r— 1)+ 6=3r— 2.

Falls keine ¢ mit j(4,) = 2 existieren, sei ¢,:= 1.

Fall 2: w*r-+1 und j(4,) = 3.

. . — —b, /a2
In diesem Falle seien Z:= @y ™/% und

Wiy = [Wy, 27w, y]-H[w;, T, y]-* .
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Fiir die Komponenten » mit j(4,) <2 ist nach (7) fir ¢ = a, und
j = — byaifa; klar, daB

(21) ko(w;yy) = ko(wi) + 3

gilt. Dasselbe gilt fiir die Komponenten » mit j(4,) = 3 und b,/a2 =
+# b,ja2, insbesondere fiir alle v mit 4,=< A,, wobei A, nicht dqui-
valent zu A, ist. Sei hingegen » so gewéahlt, daB 4,~ A, gilt, also
b,/al = b,[a}. Nach (7) ist dann

(22) ley(w,41) = Ko(w,) + 4 .

Durch das Verfahren nach Fall 2 bleibt also jede Komponente » mit
e+ 1=<wv<wu, die beziiglich w; oberwertig war, auch beziiglich w;,,
oberwertig.

Ist nun u nicht oberwertig beziiglich w,,,, so sei f(¢ + 1):=
= f({) = u. In diesem Falle ist

(23) ky(w, 1) — ky(w) =3 <4 = ku(w; ;) — ku(w;),

also Bedingung (iv) erfiillt.
Ist u oberwertig beziiglich w, ,, so sei wieder

f(¢ +1):= min ({v: v=e + 1,
v ist nicht oberwertig beziiglich w,,} U {r 4 1}).

Wegen (21) und (22) ist daher f(¢ +1) > f(4).
Wir kommen zu den Anzahlabschéitzungen an dem Sprungindex i;.

Falls keine ¢ mit j(4,) = 3 existieren, sei i3:=1,.

Nach (23) gilt sonst fiir die feste Komponente # mit j(4,) = 3, daB
ihr k,-Wert schneller wichst als der k,-Wert. GemiB (20) ist also
spatestens nach 3r— 1 Schritten die Komponente # oberwertig. Da
es hochstens r— 1 Komponenten ¢ mit j(4,) = 3 gibt, sind nach
spatestens (r— 1)(3r — 1) weiteren Schritten auch alle Komponenten ¢
mit j(4,) = 3 oberwertig. In jedem Schritt wichst nach (21) der
k,-Wert um 3, also ist

(24) ky(w,) = 4r—1+3(r—1)3r—1)= (3r—1)%,
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wobei der der erste Summand des mittleren Ausdrucks auf (19)
zurickgeht.

Fiir alle ¢ mit j(4,) > 3 gilt wegen (21), daB die Differenz zwischen
Iey(w;)— ko (w;) und k(w;,)— k(w;,) bei der Durchfiihrung eines
Schrittes gemaf Fall 2 hochstens 2 betrigt. Fir solche ¢ ist also

(25) ky(w;) — ko(ws) =
= ky(ws,) — ko(w,) + 20— 1) E3r—1) = (2r—1)(3r— 1),
wobei die zweite Ungleichung aus (20) folgt.
Fall 3: w*r -+ 1 und j(4,) = 4.
In diesem Falle seien

2
~ ayldy,

y = y und wi+1 = [wi, 2.’1’/‘]['“7,‘7 g]_l .

Fiir die Komponenten » mit j(4,) <3 ist nach (8) mit ¢ = a, und
k = alal/d,+ a; dann

(26) ko(wiys) = ko(wi) + 2.

Dasselbe gilt fiir die Komponenten » mit j(4,) = 4 aber al/d, = al/d,.
Hingegen gilt fiir » mit 4,~ 4, nach (8) wieder

(27) o(10443) = Ko(,) + 3 .

Wie im Fall 2 bleibt also jede Komponente » mit e 1= v <,
die beziiglich w; oberwertig war, auch beziiglich w,,, oberwertig.

Ist nun % nicht oberwertig beziiglich w,,,, so sei f(i -+ 1):=
:= f(4) = 4. In diesem Falle ist

(28) k(i) — Fa(wi) = 2 < 3 = ku(wiys) — ku(wi) ,
also Bedingung (iv) erfiillt.

Ist u oberwertig beziiglich w,.,, so sei f(¢ 4 1) wie in Fall 1
oder 2 definiert.

Fir den Sprungindex ¢, gilt:

Falls es keine ¢ mit j(4,) = 4 gibt, sei 4, :=1%,.
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Nach (28) gilt sonst fiir die feste Komponente » mit j(4,) = 4, dal
ihr k,-Wert schneller als der k,-Wert wichst. GemiB (25) ist also
spatestens nach (2r— 1)(3r— 1) 4+ 1 Schritten die Komponente u
oberwertig. Da es hochstens r— 1 Komponenten ¢ mit j(4,) =4
gibt, sind nach spitestens

(r—1)((2r— 1)3r— 1) + 1) < (r— 1)(6r*— 47)

weiteren Schritten auch alle Komponenten ¢ mit j(4,) = 4 ober-
wertig. Bei jedem Schritt wichst nach (26) der k,-Wert um 2, also ist

(29)  Fy(w,) < (3r—1)2 4+ 2(r— 1)(6r2— 47) =
— 18— 1172 4 2r + 1< 9r2(2r— 1) .

Dabei folgt die erste Ungleichung aus (24).
Fiir alle Komponenten ¢ mit j(4,) > 4 gilt wegen (26), daB die
Differenz zwischen k,(w;)— k.(w;) und andererseits k,(w.,,)— k. (w.,)

bei der Durchfiihrung eines Schrittes geméfl Fall 3 hochstens 1 betrigt.
Fiir diese Komponenten ist also

(30) ky(w;,)— kc(wi.) = ky(w,) — kc(wi,) + (r—1)(6r*— 4r) =

< (2r—1)(3r—1) + (r— 1)2r(3r— 1) = (2r*— 1)(3r— 1) .

Die zwecite Ungleichung folgt dabei aus (25).

Fall 4: uwr-+ 1 und j(4,) = 5.
In diesem Falle seien

Z:=g %/  und w,:=[w,, Z].

Fiir alle v mit j(4,) < 4 ist ¢, = 0. Da die Determinante der Kom-
ponentenmatrix zu v ungleich null ist, ist @, 0. Mit ¢ = a, ist nach
(5) dann fiir diese Komponenten

(31) o k(W) = ko(wi) + 1.
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Dasselbe gilt fiir die Komponenten » mit j(4,) = b aber a,/c, 5~ a,/c,,.
Fir die mit 4,~ A4, gilt andererseits

(32) ko(wiya) = ko(ws) + 2.

Wieder bleibt also jede Komponente v mit ¢ +1 < v < u, die beziig-
lich w, oberwertig war, auch beziiglich w;,, oberwertig.

Ist w nicht oberwertig beziiglich w,,,, so sei f(¢ 4-1):= f(i) = u.
Ist zwar u oberwertig beziiglich w,,, aber noch nicht k,(w,,)=
=ky(w;,,) + 7, so sei ebenfalls f(¢ + 1) := f(i) = w. Dann ist

(33) kl(wi+1)_ (w)=1<2= ku(wi+1)_ ku(w;),

also wieder Bedingung (iv) erfiillt.
Gilt hingegen
(34) ky(wiph) = Ey(w,,) +7,

sei f(# +1) wie in den tiibrigen Féllen definiert durch

f(# +1) := min ({v: v=¢ +1,
v ist nicht oberwertig beziiglich w,,,} U {r +1}).
Wegen (31) und (32) ist dann f(¢ 1) > f(2).
Fiir den Sprungindex i; gilt:
Falls keine ¢ mit j(4,) = b existieren, so sei i;:=1,.

Nach (33) wichst fiir die feste Komponente « mit j(4,) =5 der
k,-Wert schneller als der k,-Wert. GemiB (30) ist nach spitestens
(2r:— 1)(3r— 1) + r < 2r%(3r — 1) Schritten die Gleichung (34) erfiillt.
Da es hochstens r— 1 solcher Komponenten gibt, ist nach spitestens
(r— 1)2r2(3r— 1) Schritten die Gleichung (34) fiir alle 4 mit j(4,) =5
erfiillt. Bei jedem Schritt wichst nach (31) der k,-Wert um 1, also ist

(35) ky(w;,) < 9r2(2r— 1) + 2r2(r— 1)(3r— 1) = 6r* - 10r3— Tr2,

Bei der Ungleichung geht (29) ein.
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Fall 5: w+r-+1 und j(4,) = 6.

Die Voraussetzung besagt, da az,,(U)";1 in einer maximalen Unter-
gruppe M von X enthalten ist.

Fall Ba: g:= m.(y)™ ¢ X'.

Sei m.(x)™ = ¢g*h mit 1€ GF(p) und he X'. Falls A =0 ist, sei
Z:= x, sonst sei T:= x'*y-1. In jedem Falle ist dann 7 (T)™ € X
Es sei w,,, := [w;, Z].

Dann ist

(36) kl(wi+1) = ky(w;) + 1.

Da fiir alle Komponenten ¢ gilt k (w,,,) = k.(w;) + 1, bleiben sowohl
beziiglich w; oberwertige Komponenten oberwertig beziiglich w,,; als
auch Gleichung (34) fiir Komponenten ¢ mit j(4,) = 5 giltig. Da X’
abelsch ist, ist fiir unsere feste Komponente « jedoch k,(w;,,) =n 4 1,
also u oberwertig. Es sei wieder

fe 4+ 1) :=max ({v: v=e+1,

v ist nicht oberwertig beziiglich w,,,} U {r 4 1}).

Offenbar ist dann f(z + 1) > f(2).

Fall 5b: ¢:= m,(y)" € X'.

Dann sei w;,,:= [w,, y]. Damit wird

(37) ko(wiya) = ko(w;) + 2

fiir alle Komponenten ¢ mit j(4,) < 4. Fiir die Komponenten ¢ mit
j(4,) = b gilt

(38) ko(wiya) = ko(w) + 1,

und fir die Komponente u ist ku(w;,,) =n + 1.

Wegen (37) bleiben die Komponenten ¢ mit j(4,) < 4 oberwertig.
Sei ¢ eine Komponente mit j(4,) = 5. Dann wichst wegen (37) und
(38) bei jeder Anwendung des Verfahrens nach Bb der k,-Wert um
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genau 1 schneller als der %k-Wert. Um alle Komponenten ¢ mit

j(4,) = 6 und nc(y)"zleX’ oberwertig zu machen, werden hdéchstens
r— 1 Schritte bendtigt. Sind also alle diese Komponenten oberwertig,
so ist nach (34) fiir jedes ¢ mit j(4,) = 5 immer noch

ko(we) = Fa(w) 47— (r— 1) = ky(w,) 4+ 1,

also auch ¢ noch oberwertig.
Bei jedem Schritt wichst nach (36) oder (37) der k,-Wert hoch-
stens um 2, also ist

(39)  Ky(w,) < 6r* 4+ 1095 — Tr + 2r— 2 < 614+ 10r°— 6r2 < m .

Fall 6: w=1r-41, k(w,)<n.

Die Voraussetzung f(i) = v = r + 1 besagt, da3 alle Komponen-
ten v mit j(4,) % 1 oberwertig bezliglich w, sind. In diesem Falle
seien f(¢ +1):= f(¢) =r + 1 und w,y,:= [w;, #]. Dadurch bleiben
alle Komponenten auch beziiglich w,,, oberwertig, und es gelten die
Bedingungen (i)-(iv).

Fall 7: w=1r-+1, k(w;)=n.

Gemaf (39) ist ky(w;) < n, insgesamt also k;(w;) = n. Fir belie-
bige Komponenten %, v mit 1 <4, v<=¢ und geU gilt ganz allge-
mein n,,(g)”;1= n,,(g)"gl. Da alle iibrigen Komponenten beziiglich w,
oberwertig, die Projektionen von w; dort also gleich 1 sind, bedeutet
dies, daBl w; die Form

w; = lt:.""'et:

hat. Wegen k,(w;) <n 4 1 ist ¢~ 0, also w,:= w, ein erzeugendes
e
Element von < 11 ,-t,,>.
i=1

Damit haben wir (14) bewiesen.
Wir behaupten nun etwas allgemeiner:

(40) Seien U= (&, y> und A die zu U beziiglich « und y gehorige
Matrix. Seien B eine der Komponentenmatrizen mit det B = 0
und M(B) :={i: 1=i<r mit B= 4;}.
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Dann ist [] jt.eU.
jeM(B)

BEWEIS. Da det B 0 ist, gibt es eine Folge

1 0
By = (),

so dafl B, die Form B,,; = H;B; mit

el 966G )

und A, u € GF(p)\{0} hat.
Wir konstruieren Folgen

0 1 .

Ist B,= (1 0), 80 seien z, ;1= y; und y, .= x,.
A0 . a

Ist E,= 0 , 80 seien @, y:=a; und y, ;= y".
1 1 .

Ist E,= o 1)’ 8o seien x, ;= x;¥, und ¥, ,:=¥,;.
1 0 .

Ist E,= (] 1), so seien ;1= ; und Y, ,:= x,¥;.

In jedem Falle ist <;,y:> = {®iy1,Yi;1), insbesondere also U= <{&',y").
Sei A’ die zu U beziiglich 2’ und y’ gehérige Matrix. Ist dann
1€ M(B), so ist die Komponentenmatrix

, (1t O . . / 1 0
A‘_(O ]). Ist i ¢ M(B), so ist A,-;é(o 1).

SBei ¢ ein Element der symmetrischen Gruppe y, auf den Sym-
bolen 1,...,r mit der Eigenschaft, daB aus i <j folgt A« < Aj.
Sei 7(c) definiert durch

(T19) = [ o0

=1 =1
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fiir alle g:€ G;. Dann ist 9(c) € Aut G. Sei A die zu U™? beziiglich
2’19 unf y'71® gehérige Matrix, A, seien die zugehdrigen Kompo-
nentenmatrizen. Aus i < j folgt gemiB Konstruktion 4,< 4,. Die
Komponenten %k mit j(4,) = 1 sind genau die, fiir die ein i e I(B)
existiert mit ¢ = k. Da IM(B) =~ O ist, ist insbesondere j(4,) = 1,
und daher sind die Voraussetzungen von (14) fir U erfiillt. Daher

enthilt U7? das Element [] .., also ist
i€M(B)°

IT #¢.€ T,

i€M(B)

was die Aussage von (40) ist.
Seien jetzt By, ..., B, die Matrizen, die als Komponentenmatrizen
von U zu z und y vorkommen. Dann haben z und y die Form

o= (1 )

i=1 ‘ieD(B1)
sowie

Nach (1), wo wir die Amorphie berechnet haben, ist daher

m

m
+e4, b;+d;)—Fay, by)—1cs, d5)
a(x, y) = l—[ H (jta,jtl , 47518) = H H Jf:“’ 052 by+d—1@5, by)~Hies, dp)
i=1 jel(B:) i=1 je(Bi)

Fiir alle j, k, die im gleichen IM(B;) liegen, sind aber
;= O =:0;, bi:bk=:517 0 =10=:C;y, @;=d=:d,,

also ist
m 1)
aw,9) = I1( II )
=1 ‘jeM(B:)

mit f(i) := f@; + ¢;, b; + d;) — f(@;, b;) — f(€:, d;) wegen (40) ein Ele-
ment von U.
Wegen 1.18 folgt daraus U* < ¢. Genau das war zu zeigen.
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3. Analoga in anderen Gruppenklassen.

In diesem Abschnitt soll die Frage, wann Projektivititen mehrfa-
cher direkter Produkte durch Isomorphismen induziert sind, vor allem
in p-Gruppen der Klasse 2 untersucht werden. Das Hauptziel ist
der Beweis von Satz 6.

Ziwar lassen sich unsere Ergebnisse mit Hilfe von [13], Theorem 4,
8.5, sofort auf nilpotente Gruppen erweitern, jedoch sind Sitze der
Form, dafl gegebene Projektivititen eines mehrfachen direkten Pro-
duktes durch Isomorphismen induziert sind, in anderen als nilpotenten
Gruppenklassen kaum zu erwarten. Eine der naheliegendsten Vermu-
tungen ware die folgende Verallgemeinerung unserer Ergebnisse:

() Sei X eine Gruppe der Ordnung p*¢f von quadratfreiem
Exponenten. Haben die Sylowgruppen eine geeignete Struk-
tur, oder hat G eine geeignete Struktur, etwa G'= 1, so exi-
stiert ein r, so daB jede Projektivitit ¢ von G, X...X @, mit
G, ~..~@G und (¢; X...X4q,)? = G? X... X Q7 durch einen Iso-
morphismus induziert ist.

Selbst diese Vermutung ist falsch fiir nicht-nilpotente Gruppen,
80 dicht sie auch an unseren Ergebnissen liegen mag. In der Tat
wird auch bei den in der Einleitung zu der vorliegenden Arbeit zi-
tierten S#dtzen von Suzuki, Zacher und Schmidt lediglich bewiesen,
daBl die Urbild- und die Bildgruppe isomorph sind, nicht aber, daf3
die gegebene Projektivitdt durch einen Isomorphismus induziert ist.
DaB nun (%) falsch ist, zeigt

3.1 BEIspPEL. Sei A= <a,b) eine nichtabelsche Gruppe vom
Exponenten p, so daBl o€ Aut A und ¢ e GF(p)\{0, 1} existieren mit
a® = a?, b9 e (b) D(A). Solche Gruppen A und ein solches o gibt es.
Sei etwa A ~ G(p). Dann liBt sich mit 1.32 ein entsprechendes ¢
konstruieren.

Sei I/ eine elementarabelsche g¢-Gruppe, die einen fixpunktfreien
Automorphismus v der Ordnung p zulaft.

Sei X die zerfallende Erweiterung X = AFE mit C (&) = <{b) D(A)
und e®* = ¢° fir alle ec E. Sei gec X mit ge 4, ec E. Dann sei

(ge)p = "
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Dabei sei p; eine universelle Potenzabbildung, wie in 1.7.a) definiert.
Dann ist <b) @(4) invariant unter 8, das auf 4/b) D(A4) die Identitat
induziert. Das heifit, zu allen ge A gibt es ein f(g) € (b) P(4) mit
g8 = f(9)g. Dann ist (ge)® = f(g)ge und folglich

(4) [B, X]1= <b)D(A) = Cu(E).

Seien %, ..., 7, Isomorphismen von X auf Gruppen Gy, ..., G, und
G = G, X...xG,. Fir alle g€ G@ mit g = g,-...-¢, und g, € G, [iir alle
j sei

1 ~1
9% = (Gureeg)* = gt e glr P

Wir behaupten, da « eine Projektivitat ¢ von G induziert, die durch
keinen Isomorphismus induziert ist.

BEWEIS. Seien

N:=Emx..xEmr, H:= Anx...xX A"
und
Gi=ntom X... X0, oy, .

Dann ist 6e Aut H. Sei
h=hp-...-kreH mit h;ed.

Dann ist

B> = hEm. BT = hoted)™m. . hf:(e-)“nr = (hS™-...+ hgm)(ec)" — pole
Die dritte Gleichheit gilt, da universelle Potenzabbildungen mit Homo-
morphismen vertauschbar sind. Insgesamt ist also «|y die Nachein-
anderausfiithrung eines Automorphismus und einer universellen Po-
tenzabbildung, induziert also eine Autoprojektivitit ¢ von H. Ferner
ist «|y dort die Identitdt. Wegen (A) gilt ferner

[, G]1= Cu(N).

Seien nun P< N und @ < N. Bei ne Cy(Q). Dann ist

[n, @*]1= [, QCu(N)] = [0, Q] = 1.
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Also ist Oy(Q) = Cy(@*) und dann natiirlich Cy(Q) = Cy(@*), also
Ox(Q)* = On(Q) = On(@%) = Cn(QY) .
Sei P? = P. Dannist
(P2)e" = P9 = P? = P = P=,

Die zweite Gleichheit gilt, da @* < Cx(N)@ ist. Umgekehrt folgt aus
(P*)9" = P= natiirlich P® = P. Damit sind die Voraussetzungen von
Lemma 4.1 aus [10] erfiillt, und die Abbildung ¢: B(GF) — B(GF) mit

(P@e)e := P*(Qv) = P(Q*)

ist eine Projektivitat. Dabei seien xe N, P<= N und @ < H mit
Pe=P,
Sei ne N, he H. Dann ist [n, h]* = [n, h] = [n%, h*]. Also ist

(P@")* = P(@")* = P(Q*) = (P@~)®,

und ¢ ist daher durch o induziert.
Sei nun A ein ¢ induzierender Isomorphismus. Seien

M:= (Ea))mX...x(E<a>) und @:= am-...-a",

Da « auf M die Identitét bewirkt, ist aA-1|), ein Potenzautomorphis-
mus von M. Da 7t fixpunktfrei ist, ist Z(M) = 1. Nach [3] ist also
«|» = Al und insbesondere @* = a@*.

Nach Definition ist & ein y also auch ¢ auf H induzierender Iso-
morphismus. Nach 1.34.d) ist Alz = &|lu, da H nichtabelsch ist.
Insbesondere ist @* = a° = a*%, wegen ¢+ 1 ein Widerspruch.

Die hier angegebenen Gruppen G scheinen uns die ersten bekannten
zu sein mit der Higenschaft, daB fiir alle r € N eine Projektivitat
@ ihres r-fachen direkten Produktes @G, X...X@, existiert, fiir die

(G X...X@)2= @9 X...XG?

gilt, die aber nicht durch einen Isomorphismus induziert ist. Mit
Hilfe des angegebenen Lemmas aus[10] und auch mit den in [11]
entwickelten Methoden lassen sich jedoch weitere solcher Beispiele
konstruieren.
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3.1. Baersche Abbildungen 2.

In diesem Teilabschnitt sollen Baersche Abbildungen endlicher
p-Gruppen mit beliebigem Exponenten untersucht werden. Wir wer-
den dabei voraussetzen, daBl ein mindstens dreifaches Produkt iso-
morpher Gruppen vorliegt. Die Uberlegungen dieses Teilabschnittes
dhneln denen des Teilabschnittes 1.1 zwar, kénnen aber nicht simultan
gemacht werden, da die Hauptschwierigkeiten anders liegen. Lag
das Problem dort besonders darin, dafl wir nur ein zweifaches Pro-
dukt vor uns hatten, was hier von vorneherein ausgeschlossen ist,
so ergab sich andererseits ofter die Gelegenheit, Baers Sitze anzu-
wenden, da alle Elemente auBler der 1 maximale Ordnung hatten.

Wie in 1.1 vereinbaren wir eine Generalvoraussetzung:

(GV) Sei @ = X X Y eine endliche p-Gruppe mit X = @, X... X G,_,,
Y=G@, und r=3. Fir alle 4,§ mit 1<, j=r sei G; = G,.
Sei ¢ eine Projektivitdt von @ mit G¢ = G¢X...xG?, und
sei schlieBlich « eine Baersche Abbildung zu ¢, X, Y und
den Elementen € X und y €Y. Dabei sei # in einem der
@, enthalten.

3.2 LemmA. Es gelte (GV). Seien g€ G, und he G, mit m =+ k.
Es seien o(g) < o(h) und A ein Erzeugendes von <hy®. Fir allc i€ Z
mit o(h?) = o(g) ist dann

(-5 Ay z)l(a} = f(-; R, Tli)l(v) .

Die Abbildung f(-; &, k)|, ist ein Isomorphismus.
Zur Eiinnerung des Lesers erwahnen wir, dal die Abbildung f
in 1.1.a) definiert worden ist.

BEWEIS. Seien zunichst o(h?) = o(g) und ¢, w € G so gewéhlt, dall
o(t) = o(w) = o(h) gilt und ¢, w, by = (&> X<{w) x<hy =: A ist. Fer-
ner gelte [, g] = 1. Dies geht, da r = 3 ist und te G, mit k- n* m
gewdhlt werden kann. Es gilt jedcch nicht unbedingt [w, g] = 1.

Nach 0.5 gibt es einen ¢ auf A induzierenden Isomorphismus A
mit h* = h. Ebenfalls nach 0.5 ist (¢')* = f(¢'; h, k). Nach 0.6, ange-

wandt auf K := <{g,t*) und h, h statt x, ¥ beziehungsweise h, hi
statt @, ¥, sind f(-; h, h) und f(-; k¢, %) auf K Isomorphismen, die ¢
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dort induzieren. Dabei sind die jeweiligen Bildgruppen wieder abelsch,
da nach 1.3.d) die Projektivitdt ¢ zentralisatorerhaltend ist. Nach
0.4 ist nun

= f{ti; B, W% = (45 B, B,
also

fit; B, B) = 134 = f(t; by ) .

Da sie Isomorphismen sind, die dieselbe Projektivitit induzieren und
ein Element maximaler Ordnung gleich abbilden, stimmen f(-; h, &)
und f(-; b%, h’) auf K iiberein, insbesondere auf {(g>.

Sei nun o(h?) > o(g). Sei dann j so gew#hlt, daB o(hi’) = o(g) ist.
Dann sind die Voraussetzungen des Lemmas auch fiir A statt ki
und fiir k¢ statt h erfiillt, und nach bereits Bewiesenem gilt

105 By B)gy = F(+5 B3y B#9)| gy = F(5 By B ¢y -

3.3 LEMMA Es gelte (GV).
a.) Seien g, he @ mit [g, k] = 1. Dann ist (gh)* = g*h*.
b.) Fir alle 1€Z, ge G ist (g*)* = (9%).

BEWEIS: qa.) Fall 1: Es seien g, he G, fir ein 4. Ist ¢ <7, so
sei k aus einem von @; und @, verschiedenen Faktor gewdhlt mit
o(k) = max {o(g), o(k)}. Nach 0.6 ist dann o,z = f(*; ¥ Yo, 55>
ein ¢ auf (g, h, k) induzierender Isomorphismus, also (gh)* = g*h*.

Ist ¢ = 7, so fithren wir den gleichen Schlufl mit f(-; z, z%) statt
(-5 9, y*) durch.

Fall 2: Seien ge@; X...x@, und ke @G; X...xXG; mit

{iy iy i} O 1y ey Jup =0  und  ré{iy, ooy G} U {f1y oony Gu) -

Dann sind fiir <{g, h, y> die Voraussetzungen von 0.7 erfiillt, da
{g> N <hy =1 ist. Es folgt

(gh)* = f(gh; y, ¥*) = f(95 ¥, y*) f(h; ¥, y*) = g*h*.
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Seien nun ¢ =g,*... 9, und h = hy-... -k, beliebig aus G mit
g:, h;€ G, fir alle 2. Dann ist

(gh)* = ( H g ljlht)a = (iljl(g"h"))“ =

r—1 o - ,
= (T @) (@) [=1 o= [T tore) =

r—1 —1

:iljlg?'iljlh? = ( Hy) yi‘(']'[ h..)“hg — gohe,

i=

Dabei folgen die dritte und die vorletzte Gleichheit aus der Defini-
tion von «, die vierte und die vorletzte mittels einfacher Induktion
aus Fall 2 und schliellich die fiinfte aus Fall 1.

b.) Folgt durch Induktion aus Teil a.).

3.4 LEMMA. Es gelte (GV). Sei A eine abelsche Gruppe mit
A=A4,%X...xA,, wobei A; = A N @G, sei. Fiir mindestens drei der
Untergruppen A, gelte exp A; = exp A. Sei a € A mit o(a) = exp 4.
Dann ist ¢* = f(g; a, a*) fiir alle ge A mit {g> N {a) = 1.

BEWEIS. Seien v = 2" und w = y* gewdhlt mit n €Z und o(v) =
= o(w) = exp A. Nach 3.3.b) sind (2")* = (%) und (y")* = (y*)~.
Nach 3.2 ist daher

“IA =f(-; x, @ )IA —f( ; ay (2%) )IA —f( ; @my () )|4r=f(';’l), ”“)IA,

und genauso o|4,x = f(*; w, w*)|4nx. Beide Aussagen werden mit (%)
zitiert werden.

Sei z€ G,. Dann sei v €4 mit o(u) = exp A gewdhlt, so daB u
in einer der Untergruppen A, mit ¢ {s, r} liegt. Das ist moglich,
da A drei Untergruppen A; von maximalem Exponenten enthilt.
Sei B:= A, X... X4, 1 XA, X...XA,. Dann seien

By:=u,v,wy, By:= (X NA)Xx<{w), By:=BXx<{v), B:=A.

Dann sind die B; abelsche Gruppen, deren jede drei unabhingige
Elemente maximaler Ordnung aus verschiedenen Komponenten G,
enthilt, und es ist w e B; fiir alle <.
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Nach 0.5 gibt es fiir jedes 7 genau einen ¢ auf B; induzierenden
Isomorphismus 1; mit w* = u#, so daB fir alle me B; mit (m) N
N <{u) = 1 gilt m* = f(m; », u*). Insbesondere ist

(k%) ms = m* fiir alle me B, N B; mit {m) N<u) =1.

Wir betrachten B,: Nach (k) ist u* = f(u; w, w*), also ist (u*w*) =
= {uw)?. Wegen w € B, ist wh = f(w; u, u*), also {u*wh) = {uw)?.
Ferner ist <w*> = {w)? = (ws>. Nach 0.2 ist also w* = wh. Nach
0.4 ist auch

o4 = f(v; w, wh) = f(v; w, w*) = v*.
Die erste Gleichheit folgt aus 0.4, die letzte aus (x).

Wir betrachten B,: Sei ge A N X. Dann ist

gt = f(g; w, wh) = f(g; w, wh) = f(g; w, w*) = g*.

Die erste Gleichheit folgt aus 0.4, die zweite aus (k%) und die letzte
aus (%).

Wir betrachten B;: Sei he A,. Dann ist
W = f(h; v, v4) = f(h; v, v4) = f(h; v, v*) = h*,

wobei die erste Gleichheit aus 0.4, die zweite aus (%%) und die letzte
aus (%) folgen.

Wir betrachten B,: Sei ghe B,= A mit ge AN X und he A4,.
Dann ist

(gh)“ pa— gu h* = gl:hla — ghhla J— (gh)).a .
Also ist o]4 =4, ein ¢ auf A induzierender Isomorphismus. Seien
nun a € A beliebig mit o(a) = exp A und g€ 4 mit {g> N {a) = 1.
Dann ist

9* = gt = f(g; a, a*) = f(g; @, a*) .

Die mittlere Gleichheit ist wieder 0.4, und der Hilfssatz ist bewiesen.
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3.5 LemmA. Es gelte (GV). Seien ge X, heY.
a.) Ist o(g) =< o(h), so ist g* = f(g; h, h*).
b.) Ist o(g) = o(h), so ist h* = f(h; g, g%).

¢) Seil# UG mit U=U,X..xU,, Uy;=UNnG;, U,~U;
fiir alle 1 <4, j < r. Dann ist «afy eine Baersche Abbildung
zu der von @ auf U induzierten Projektivitdt, zu U N X,
U, und geeigneten Elementen u, veU.

BEWEIS. a.) Sei h"e <h) mit o(h") = o(g). Sei zunichst ge G,
fiir ein ¢ <r— 1. Wir wihlen dann k€ G, mit i1 m<r— 1 und
o(k) = o(g). Nach 3.4 mit A4 := (g, h*, k) ist dann

gy = (5 27 (")) (o5
und es gilt

aloy = f(+5 B (B*)")|coy = f(* 5 By B¥)|(qy -

Bei der ersten Gleichheit wird 3.3.b) benutzt, bei der zweiten 3.2.
Sei nun ¢ =g¢,-... 9,, mit g,€ G,. Induktiv folgt aus 0.7 nun

r—1 r—1
f( ITg:;h, h"‘) = [[lf(yi; h, b%), also

i=1
r—1 r—1
f(g; h, k%) =il_'[l 1(g:; by b*) = Hgf =g*.

b.) Seien nun o(k) =< o(g9) und g€ {g> mit o(g*) = o(h). Nach
Teil a.) ist dann f(g~; h, k%) = (g7)%, also <hg™)® = {h*(g")*)>. Da auch
(hye = (h*) gilt, ist somit

ke = f{h; g7, (97)*) = fk; 9%, (9%)") = f(h; 9, %) .

Die zweite Gleichheit ist wieder 3.3.b), die letzte 3.2.

¢.) Seien ue U,, ve U, mit 1=m=r—1 und o(u) = o(v) =
=exp U. Nach 3.5.0) ist dann

aIUﬂX = f(.; ’v’ 'va)IUnx und aIUr = f('; U, uG)IU' *

Das aber heiBt, daB «|y eine Baersche Abbildung von U zu der von ¢
auf U induzierten Projektivitit, zu UN X, U, =U N ¥, % und v ist.
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Lemma 3.5 besagt, ahnlich wie 1.5, insbesondere, dafl die Baersche
Abbildung unabhingig von der Auswahl der Elemente x,y in (GV)
ist, vorausgesetzt, sie haben maximale Ordnung. Denn sind Ze X
und 7 €Y mit o(Z) = o(y) = exp @, so gilt fir alle ge X und he¥:

g5 ¥, v*) = 9* = f(9; ¥, ¥*) und f(h; z, 2*) = h* = f(h; T, T*) .

Auch der néichste Hilfssatz ist ein Analogon zu einem Hilfssatz aus
dem ersten Abschnitt:

3.6 LemmA. Ist (GV) erfiillt, so gilt:
o induziert ¢ .

BEWEIS. 8ei ¢ce @ mit ¢ =gh, g X, heX.
Fall 1: o(k) = o(g). Nach 3.5.a) ist dann ¢g* = f(g; h, h*), also

ey = {ghy® = {g*h*) = {(gh)*) = {e*)> =
= {(¢*)i: i€ Z} = {(¢")*: i€ Z} = {c)*.
Fall 2: o(g) = o(k). Dann erschlieBen wir mit 3.5.b) und h* =

= f(h; g, g*) ganz entsprechend {c)® = {(¢)*.
Sei nun U < @. Dann ist, zunichst verbandstheoretisch,

Ue = |J <wpe = | <wp.

uelU uelU
Daraus folgt Ue® = U* als Menge.
3.7 LEMMA. Es gelte (GV).

a.) Fiir alle 1€ Z mit (¢, p) = 1 ist p,ox eine Baersche Abbil-
dung, wobei wieder p; eine universelle Potenzabbildung sei.

b.) Ist B eine weitere Baersche Abbildung zu ¢ und Unter-

gruppen X und Y, so daB (GV) erfiillt ist, so existiert ein
t€Z mit (¢, p) =1 und g = g,ox.

BEWEIS. Wegen 3.3 und 3.6 gilt fiir alle ge X, he Y:
grer) =<g% =<p7, Cheey = (%) = <)@,

g¥°*yeo™) = {(gy)%°*> = {(gy)*> = g%,
C@@to* heo*y = ((wh)%°*) = {(xh)*) = {wh)® und (gh)®°* = g¥°*he>*.
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Dies sind die Bedingungen dafiir, daBl p;ox eine Baersche Abbildung
ist.

b.) Baersche Abbildungen sind bijektiv. Also existiert foa—?!
und induziert nach 3.6 auf G die triviale Projektivitit. Seien ge X
und he Y. Bs seien y:= foa?, ¢g*=g¢’ und h” = h*. Da (g, b
abelsch, y dort also wegen 3.3.a) ein Potenzautomorphismus ist, sind
j und %k kongruent modulo dem Minimum von o(v) und o(k). Sei
x” = ¢, 8o folgt h¥ = h* fiir alle he Y. Entsprechend werden alle
Elemente von X auf die gleiche Potenz ¢ abgebildet. Damit ist y
eine universelle Potenzabbildung, also y = g, und somit f = p,oc.
Da auch x* ein Erzeugendes von <{z) ist, muB (¢, p) = 1 sein, was b.)
beweist.

3.8 LEMMA. Es gelte (GV). Seien #,, ..., n, Isomorphismen von
G, nach Gy, ..., G, und %, =id G,. Bei N,<aGy, N := N} X...XN7".
Ferner sei N< G. Die von ¢ auf G/N induzierte Projektivitit werde
mit ¢ bezeichnet.

a.) a induziert auf G/N eine Baersche Abbildung zu ¢.

b.) Ist f = p;ox eine weitere Baersche Abbildung von G zu ¢,
so ist die von § auf G/N induzierte Baersche Abbildung ge-
nau dann gleich der von « induzierten, wenn ¢ = 1(exp G/N)
gilt.

BEWEIS. a.) Sei ¢ € G beliebig und zunichst N, < 2(Z(@,)). Dann
ist

(eN)* = {en: ne N}* = {(en)*: ne N} =

= {¢*n*: ne N} = {¢*n*: n*ec N*} = ¢* N*.

Also werden Nebenklassen nach N auf Nebenklassen nach N abge-
bildet. Nach 1.3.d) ist N*<aGe. Sei die von o« induzierte Abbildung
von G/N auf G¢/N¢ mit & bezeichnet.

Sei ¥ € G, so gewihlt, daBl o(T) = exp G, und o(TN,) = exp G4/N,
gilt. Wegen exp N, = p existiert ein solches Z. Falls namlich g € G,
existiert mit o(g) = exp G, und {g> N N, =1, so sei dieses gewihlt.
Falls fir alle ge @, mit o(g) = exp G, gilt {g> N N, 1, dann ist
exp @, > exp @;/N, und alle derartigen g haben auch in G,/N, maxi-
male Ordnung.



214 Michael Schenke
Sei nun ¥ := z".
— Nach 3.5.a) ist dann o|x = f(*; ¥, T*)|x.
— Nach 3.5.b) ist aly = f(+; %, Z%)|¢.
Das heifit, dafl o auch Baersche Abbildung zu Z und y ist. Fiir alle
ge X und he Y gilt daher
(Zhy® = {T*h*> 99> = {9*§*>
g =<@°, <& =<h® und (gh)*=g*h*.

Wegen N* = N¢ und der Tatsache, dal die Einschrinkung von «
auf jede abelsche Untergruppe ein Isomorphismus ist, gilt

(ZNhN Y9 = ({Th) N)? = {ThY* N® = {(Z*h*) N* = {(Th)*) N* =
= (@hy*N* = ((Fh)N)* = (EN -hN>* = (EN)*(hN)=
und somit
((@N)(RN))? = {(ZN)*(hN)=) .
Entsprechend wird
LgN)(FN)Y® = (gN)*(FN)*>
bewiesen. Weiter gilt

{gN)* = (gN>®, {(hN)*> = <(hN)® und (§NhN)* = (§N)*(hN)*.

Das aber heit, daB & eine Baersche Abbildung von G/N zu ¢, TN
und N ist.

Sei nun N beliebig. Dann beweisen wir den Hilfssatz durch Induk-
tion. Der Induktionsanfang ist durch den Fall, daB N < Q(Z(@)) ist,
gelegt. Sei N £ Q(Z(G)). Dann sei 15 Z,:= N, N (Z(G,)), und es
werde Z< N mit Z:= Z"Xx...x 27 gesetzt. Sei ¢ die von ¢ auf G/Z
induzierte Projektivitit und « die von « auf G/Z induzierte Baersche
Abbildung zu ¢. Gemif Induktionsvoraussetzung induziert dann «
eine Baersche Abbildung & zu der von ¢ auf (G/Z)/(N/Z) induzierten
Projektivitit. Diese stimmt aber mit der von ¢ auf G/N induzierten
Projektivitdt iiberein, und & definiert eine Baersche Abbildung von
@/N zu dieser Projektivitit. Da die Induktion von Abbildungen tran-
sitiv ist, induziert o« diese Baersche Abbildung von G/N.
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b.) BEg ist N* = No = N8, Seien g€ G\ N und ¢ die nach 3.7.b)
existierende ganze Zahl mit f = g;oa. Ist g*N* = g8 N5, so enthélt
N8 = N> das Element g-*gf = (g-1)*(¢*)* = (¢ 1)*. Es folgt ¢*'eN.
Die letzte Aussage ist aber genau dann fiir alle g € G\ N wahr, wenn
t = 1(exp G/N) gilt.

3.9 LEMMA. Sei 1#G =G, X...XG, mit r=3. Die @G; seien
paarweise isomorphe p-Gruppen. Sei ¢ eine Projektivitit von G mit
G? = G?X...xG?. Dann hat G genau ((p— 1)/p) exp G Baersche Ab-
bildungen zu ¢.

BEwEIS. Seien z€@; X...X6G,_,=:X und ye @G, =:Y mit o(z) =
=o(y) =exp G. Sei T€ G? mit {(x)¢ = (). Fir alle ge X, heY
sei dann

b := f(h; #, %), g*:=f(g;9,9%), (gh)*:= g*h*.
Es ist () = {(>? = {(x*)>, und es gilt

{Zy*y = {xy>® nach Definition von f(:; z,Z)|y = a|r.

(w*y*y = {wy)* nach Definition von f(:; ¥, ¥*)|x = o|x.

Nach 0.3 ist daher ¥ = % Fir alle heY ist also h* = f(h; x, %)
und daher « eine Baersche Abbildung. Die Anzahlbehauptung folgt
aus 3.7.

Zur Erinnerung wiederholen wir, diesmal fiir beliebige Endomor-
phismen, die folgende

3.10 BEMERKUNG. Es gelte (GV). Seien 7 ein Endomorphismus
einer der Untergruppen @;, z, y € G; und a die Amorphie beziiglich «.
Dann ist a(z, y)* = a(z* y?).

BEWEIS. Die Bemerkung folgt aus 1.13.b und 1.19.a).

3.2. Gruppen der Klasse 2.

Wir beginnen unsere Untersuchungen mit der Bestimmung der
Potenzautomorphismen von p-Gruppen der Klasse 2. Sei in ganz 3.2
immer p = 3 vorausgesetzt.

3.11 LeMMA. Sci G eine p-Gruppe der Klasse ¢ mit ¢ < 2.
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a.) Ist @ abelsch, so ist g, € Aut G, genau dann wenn p nicht
n teilt.

b.) Ist G nichtabelsch, so ist g, € Aut @G, genau dann wenn
n= 1(exp Q') gilt.

In jedem Falle sind diese g, die einzigen Potenzautomorphismen.

BewErs. Da die Klasse von G kleiner oder gleich zwei ist, ist
nach [5], Satz 10.2.a), 8.322, die Gruppe regulér, also nach [3] jeder
Potenzautomorphismus universell. Seien nun 2, y € G. Mit [5], Hilfs-
satz 1.3.b), 8.253, ist dann

(xy)gﬂ = " yn [y’ a,/.]('zl) = @n gon [w, y]"‘(g) .

Das heiBit, g, ist ein Automorphismus, genau dann wenn p nicht n

1
teilt aber exp G’ ein Teiler von (g) = én(n— 1) ist. Da p =3 ist,
ist dies dquivalent zu:

a.) p teilt nicht », und
b.) exp G’ teilt n —1.

In abelschen Gruppen ist b.) banal, in nichtabelschen folgt a.) aus b.)’
was 3.11 beweist.

3.12 LEMMA. Sei R ein kommutativer Ring mit 1, in dem 1 4 1
eine Einheit ist. Seien M ein freier R-Modul, der {r, y} als Basis
besitzt, und A die Menge aller bilinearen alternierenden Abbildungen
von M XM in R. Dann ist A ein freier R-Modul, und es ist {f} eine
Basis von A mit f(Az + py, va 4 ny) = An—np fir alle 4, u,v,n€R.

Eine Abbildung heile alternierend, falls f(m, n) = — f(n, m) fiir
alle m, ne M ist. Da 1+ 1 eine Einheit ist, ist dies dquivalent zur
Forderung f(m, m) = 0 fiir alle me M.

Der Beweis ist trivial.

Wir bendtigen weiter den folgenden Struktursatz:

3.13 LEMMA. Sei X eine Gruppe der Klasse ¢ mit ¢ < 2. Es sei

Z(X) zyklisch. Dann gibt es Untergruppen H,, ..., H, und V von X,
so daB gilt:

X=H,...H,V, H.=H,,»#1, [H,H]=1, H N H,;< Z(X)
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fiir alle i< j, H; = <{a;, b,> mit o(b;) = |H}| und H; = {[a,, b;]) sowie
V=1 oder V= Z(X).

BEwEIs. Wir gehen mit Induktion vor. Falls X zyklisch ist, sind
wir fertig. Sei also ¢ = 2. Da Z(X) zyklisch ist, ist auch X’ zyklisch.
Seien a,, b€ X, so daB X'= {[a,, b;]> ist. Seien H,:= {a,, b,
L, := Cx(H,). Mit [1] folgt, dal X = H,L, ist und dall es ein b, e H,
gibt mit H, = {a,, b,>, X'= {[a,, b,]> und o(b,) = |H,|. Nach Defi-
nition von L, ist Cx(H,NL,)= H,V L, = X, also H,N L, < Z(X).
Weiter ist Z(L,) < Z(X), also zyklisch. Wir kénnen daher auf I,
die Induktionsvoraussetzung anwenden, woraus 3.13 folgt.

3.14 LEMMA. a.) Seien G = G, X...XG@,, G;~ ...~ G, p-Gruppen
der Klasse ¢ mit ¢ < 2, p = 3, d(G;) < 2, Z(G,) zyklisch, r = 3, ¢ eine
Projektivitit von @, so daBl G¢ = G¢X... X G? gilt. Dann ist ¢ durch
einen Isomorphismus induziert.

b.) Ist « eine beliebige Baersche Abbildung von G zu ¢, so ist
die Amorphie eine Potenz der Kommutatorfunktion.

BeEwEIs. Sind die @; zyklisch, so folgt die Behauptung aus 0.1.
Sind sie nicht zyklisch, so ist Z(G,) < @(G;). Die G, haben daher
die Struktur von H, aus 3.13. Sei |G| = p°*. Dann hat @, die Form

G, = <a, b, ¢: [@, b] = ¢, [a, c] =[b, 6] =1 = b*" = ¢*', a* = ¢
mit geeigneten 4, j. Dabei ist 1 = ¢ wegen |G;| = p°. Seien k, n € Z,

a:= a*b*, ¢:= c¢*. Dann werden alle Relationen von @, auch it
a, b, ¢ statt a, b, ¢ erfiillt:

Tir die ersten ist dies klar. SchlieBlich gilt
@' = (@b = @ b bn, o] ®) = ' = o — 3.

Die dritte Gleichheit gilt wegen p =3 und ¢=e. Folglich gibt es
wegen 1.32 einen Endomorphismus 7z von G, mit

(i) at = a*b", b*=10, ¢t = ¢*,

Im Unterschied zu sonstigen derartigen Betrachtungen in dieser Arbeit
ist 7 aber nicht notwendigerweise ein Automorphismus von @,.
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Sei nun « eine Baersche Abbildung von G zu ¢. Wegen 3.8.a)
induziert « eine Baersche Abbildung auf G/@', die wegen 3.3.a) ein
Isomorphismus ist. Das heilt, es ist A(x) =< @'. Fiir die Definition
von A erinnern wir an 1.17. Da ¢ zentralisotorerhaltend ist und
von o induziert wird, ist A(«)* =< Z(G?). Zusammen mit 3.3.a) be-
deutet das, daB die Voraussetzungen von 1.20 und 1.21 erfiillt sind.
Wegen 3.3.a) ist Z(Q) < Regx. Wegen 1.21 ist die Amorphie beziig-
lich « also konstant auf Restklassen nach zentralen Untergruppen.
Wegen 3.10 gilt fiir die mit (i) bezeichneten Endomorphismen

a(a*b*, b) = a(a®, b*) = a(a, b)* = a(a, b)*.
Die letzte Gleichheit folgt daraus, daB A(x) < G’ < {¢) ist. Ent-
sprechend gilt natiirlich a(b, a*b") = a(b, a)*. Wir behaupten nun:

Fiir alle &k, m, neZ ist
a(a*b, b™) = a(a, b)* und  a(db™, a*b*) = a(d, a)™*.

Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber m: Der Induktionsanfang
ist bereits gelegt, und es gilt

a(a*br, bmt1) = a(a*b**t™, b)a(a*d”, b™) = a(a, b)* a(a, b)*™ = a(a, b)kr+D .

Die erste Gleichheit folgt aus 1.20.¢) mit a*b*, b™, b statt z, y, 2, die
zweite aus der Induktionsvoraussetzung, angewandt auf beide Fak-
toren. Die andere Behauptung wird ebenfalls durch Induktion be-
wiesen, wobei die Gleichung a(b™, a*b*) = a(b™, b*a*) benutzt wird, die
wegen der Konstanz der Amorphie auf Restklassen nach zentralen
Untergruppen gilt.

Ferner gilt.

bx*a2[a, b]*a(b, a)** = b**a**a(b?, a*)*[a, b]* = (b%a®[a, b])* =

= (ba)** = (ba)*(ba)* = b*a*b*a*a(b, a)** = b**a%*[a%, b*]a(b, a)**.

Daraus folgt:
(i) a(b, @)= = [a%, b][a, b]-=.

Durch die gleiche Rechnung, wobei ¢ und b vertauscht sind, folgt
auch a(a, b)** = [b*, a*][b, a]-*. Insbesondere ist

a(b, a) = a(a, b),
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da die rechten Seiten der beiden Gleichungen invers zueinander sind
und 2 eine Einheit im Ring Z, ist. Seien nun ¢, j, k¥, m € Z. Dann ist

ai”bj“a,k"‘b'"“a(a,", b’)"‘a,(a,"b", a/‘b’")"‘a(a", ™) = (a‘b’a"b’”)“ —

— (a‘b’a")"‘b’""a(a‘*"b’, b™)* = (ai+kb5 [b, a]"")“bm"‘a(a, b)(i+k)ma —

— a(i+k)abiaa(ai+k, bi)“ [b, a]ika pme a(a’ b)(i+k)m<x —

—_— aia bja aka pme [a“, ba]ik [a’ b]—iko‘a(a’ b)(i+k)(:‘+m)a¢ —

= @b *a** b a(a, b)~ ¥ *q(a, b)E+RIE+m
Fir alle 4, §, k, m € Z ist daher
a(atbl, a*b™) = a(a, b)mi* .

Wieder wegen der Konstanz der Amorphie auf Restklassen nach zen-
tralen Untergruppen heifit das, dal die Amorphie, wie man sofort
nachrechnet, eine bilineare, alternierende Form auf dem zweidimen-

sionalen freien Z,.-Modul G,/Z(@,) definiert. Sei a(a, b) = [a, b]*. Nach
Lemma 3.12 ist dann

a(-, - ')Ia,z [+ "]‘la,
als Abbildung, woraus mit 1.13.a) und 1.19.¢) folgt, daB Teil b.)

unseres Lemmas bewiesen ist.
Aus (ii) folgt nun

[a*, b] = [a, 3]0,
Da ¢! zentralisatorerhaltend ist, ist
1 [(a*7), 5] = [a% D" = [a, D027,

Also ist 1 — 2s = 0(p). Das heilt, daBl 1 — 2s eine Einheit im Ring Z,
ist. Sei dann u so gewdhlt, daB 0 < u < p° ist und daB (1— 2s)-u =
=1(p°) gilt. Dann ist

2(su=—(;))528u2-——u2+ u=u2s—1)tu=—u+t+u=0
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modulo p°. Da 2 wegen p = 3 eine Einheit in Z, ist, ist

2 u—~0 e
su—(z): (p°) .

Fir alle #, y € G, gilt dann

(2y)™ = (a*y* [, 41" )" = "y *a(a, y*)* [z, y]~ P =

—_ wuuyua([w’ y]s'lz—(g))"‘ — wuuyua .

Also ist p,o0ale, und wegen 1.19.¢) dann auch g,oa ein Isomorphismus,
der ¢ wegen 3.6 induziert.
Wir kommen nun zu

SATZ 6. Seien @ = Gy X...XG,, Gy =~ ... ~ G, p-Gruppen der Klas-
se ¢ mit r > 3, e<2 und p =3. Sei ¢ eine Projektivitit von @, so
daB G® = Q9 x...xG% gilt. Dann ist ¢ durch einen Isomorphismus
induziert.

BewEels. Seien 7y, ..., 7, Isomorphismen von @, auf Gy,..., G,
mit #, = id,. Zunichst habe G, zyklisches Zentrum und die Form
G, = H,H, in den Bezeichnungen von 3.13. Seien H := H7*X...xXH}"
und B eine Baersche Abbildung von G zu ¢. Dann ist f|; nach 3.5.¢)
eine Baersche Abbildung von H, und nach 3.7 sind die p;of]z mit
(¢, p) = 1 genau alle Baerschen Abbildungen von H zu der von ¢
auf H induzierten Projektivitit Nach 3.14.a) und 1.2.c) gibt es daher
eine Baersche Abbildung « von @, so daB «|, ein Isomorphismus
ist. Wir zeigen

() Sei « eine Baersche Abbildung von @, deren Einschrinkung
auf H ein Isomorphismus ist. Dann ist « ein Isomorphismus.

Falls o(a,) = o(a,) ist, sei a:=a,. Sonst sei a:=a,. Sei U:=<{a, 9>
mit x:= a,a™a]" und y:= b,b7". Dann ist

a(z, y) = a(a., b,)a(a™, 1)a(al, b;”) = a(a,, by) € Z(G) .
Dabei ist die Amorphie beziiglich « gemeint, und, da «|z ein Iso-

morphismus, das heiBt a(a,, b)) = 1, ist, ist wegen 1.19.¢) auch
a(al", b7) = 1.
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Nach 1.18 ist a(z, y) € U. 'Wir behaupten

(k) UNZG)=1.

Beweis von (k%):

Sei #z:= [x, y]. Nach [56], Hilfssatz 1.11.c), 8.258, ist U'= {2,
und jedes we U hat die nicht notwendig eindeutige Darstellung
u=wxiyizk. Ist y’%1, so ist [o,u] = [,y ]=2"%1, da o(b,) =
= o([a;, b;]) ist. Also ist u ¢ Z(@). Sei nun ue U N 2(Z(G,)). Dann
hat % eine Darstellung u = x'z*. Da {«, 2> abelsch ist, ist

€ Q<)) X (<)) .
Es ist 2 = [a,, b,][a]", b]], also
Q) = 2(Z(6,xG,)) .

Wegen of[a,, b,]) = o([a,, b,]), Was aus dem Struktursatz 3.13 ersicht-
lich ist, gilt Q(<z))+# 2(Z(G,)). Es ist o(a) maximal, also ist
Q(<{x>) £ G, X G,. Diese drei Aussagen bedeuten, daB die Projektion
7 Q@) x 2(<2>) - 2(Z(G, % E,)) surjektiv, als Homomorphismus
zwischen zweidimensionalen Vektorrdumen somit ein Isomorphismus
ist. Aus we 2(Z(G,) folgt nun m(w) =1, also =1, womit (%)
bewiesen ist.
Daraus folgt nun, da

a(az, by) = a(@, y)e UN Z(G,) =1

ist. Nach 3.14.b) ist die Amorphie auf HJ: ... X HJ" eine Potenz der
Kommutatorfunktion. Wegen H, = <a,, b,> und 1 = a(a,, b,) folgt
daraus a(-, --) = 1, und (%) ist bewiesen.

Sei jetzt G, wie in den Voraussetzungen des Satzes aber noch mit
zyklischem Zentrum gew#hlt, also von der Form G, = H,-...-H,V
wie in 3.13. Sei  eine Baersche Abbildung von G. Dann sind die
g:of mit 4eZ\pZ genau alle Baerschen Abbildungen von G. Sei
H:= H}X...xH?¥. Nach 3.5.¢) und 3.7 sind die g;of|x genau alle
Baerschen Abbildungen von H. Sei nun « so gewihlt, daf o|y ein
Isomorphismus ist. Mit (%) folgt durch Betrachtung der Untergruppen
(H,H;)" X...X (H,H;)", daB «|g, fir alle ¢ ein Isomorphismus ist. Da
[H:, H;] =1 und V < Z(@G,) gilt, folgt mit 3.3.a), daB «, also wegen
1.19.¢) ganz « ein Isomorphismus ist.
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Sei nun Z(@,) nicht zyklisch. Seien dann Z = Q(Z(@,)) mit
|Z] = p* und Z,,...,Z,,=Z die Untergruppen der Ordnung p.
Seien. It und M, die Mengen aller Baerschen Abbildungen von G,
die auf G,/Z beziehungsweise auf @,/Z; einen Isomorphismus indu-
zieren. Dann ist M, C I fir alle ¢. Seien e:= exp (G4/Z) und
e;:= exp (/Z,)'. Mit acIM sind nach 3.11 fiir den Fall e 1
genau die g, m.ox mit beliebigem m e Z die Elemente von It. Falls
e =1 ist, ist

M = {omoa: m € L\PZ} .

Ganz allgemein folgt aus [5], Hilfssatz 8.4, 8.38: Sei NG mit
exp N= p. Dann ist 1/p exp G' < exp (G/N) =< exp G'. Wir wenden
dies an auf die Gruppen &,/Z; und @,/Z. Dann erhalten wir

13, exp (G4/Z,)’ < exp (G4/Z)' < oxp (G4/Z,)’ .

Also ist e, e{e, pe}. Ist a€IM,;, dann sind auch die g m.0x€ M,
wobei wieder m beliebig aus Z mit 0 # 1 + me; zu nehmen ist, mo-
dulo p.

Ist e = e;, s0 ist M = M,.
Ist e, = pe und e+ 1, so ist |M| = p|M,|.

Ist ¢ =1 und ¢; = p, so sei x € M,. Dann besteht IM; genau aus
den g,o0 mit n =1(p). Da «e M und G/Z abelsch ist, besteht M
genau aus den g,ox mit n # 0(P). Daher ist in diesem Falle || =
= (p— 1)|M,.

Da wir insgesamt p 4+ 1 Teilmengen ; von M betrachten, deren
jede mindestens die Ordnung (1/p)|9M| hat, gibt es is=j, so daB
M:N M, = 0 ist. Ein « e M, N M, induziert aber auf G, einen Iso-
morphismus und ist deshalb auf G einer. Damit ist Satz 6 bewiesen.

Die Voraussetzungen von Satz 6 lassen sich noch etwas absch-
wichen. Das zeigt

3.15 BEMERKUNG. Seien G = G, X...X (@, eine p-Gruppe und ¢
eine Projektivitit von G. Ist exp @ = exp G, und gilt Gv = (G, X...
< X G _1)? X6, so gilt Gv = G X... X G?.
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BEWEIS. Seien g,€ G, mit o(g,) = exp G, sowie g;€ G, fir alle
1<¢<r—1. Dann ist <{gy,..., 9. abelsch, also

Gry oory Gr0® = {G1y eovs Gr_10® XGr)®

modular. Da diese Gruppe ein Element maximaler Ordnung im Zen-
trum enthilt, ist auch sie nach [6], Lemma 3, abelsch. Somit zen-
tralisieren die G¢ einander.

Die Bemerkung zeigt, daf es reicht, in den Voraussetzungen
von Satz 6 zu fordern, dafl G2 = (G, X...X@G,,)? X G? gilt.

Mit Blick auf den #dhnlich lautenden Satz 1 ergibt sich unter an-
derem die Frage, ob die Forderung, daf alle @; zueinander isomorph
sind, fallengelassen werden kann. Beriicksichtigt man die Ergebnisse
von Baers Arbeit und die Art unserer Konstruktion von Baerschen
Abbildungen, so liegt die Vermutung nahe, daf wenigstens drei der
G; maximalen Exponenten besitzen miissen. DaBl aber nicht einmal
die Forderung, alle @, sollen gleichen Exponenten haben, bei wievielen
direkten Faktoren auch immer, ausreicht, zeigt

3.16 BEISPIEL. Seien

G, =<a,byc: @ =0b"=¢"=1=[a,c]=][bc],[a bl =c>

und @G, ein beliebiges direktes Produkt von Gruppen vom Expo-
nenten p? mit cl G, = 2 und exp @, = p, beispielsweise ein Produkt
nichtabelscher Gruppen der Ordnung p® mit Exponent p2. Da {(c¢?)>
der einzige minimale Normalteiler von G, = {a, b) ist und wegen
exp G, > exp @, kein Monomorphismus von @ in @, existiert, sind
die Voraussetzungen von 1.37 fiir G, und @, erfiillt. Wir definieren
fiir jede maximale Untergruppe M von @, eine Abbildung

w: M — QZ(Gy)) :
Ist M = <{ab) D(G,), so sei
((ab)ig) := e,

fir alle ¢€Z, g D(G,). Ist M+~ {(ab) D(G,), 5o sei m*:—=1 fiir alle
me M. Nach 1.37 induziert die Abbildung A mit

(919" = 9:9™ g,
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fir alle g,€ @, und g, € M <@, eine Autoprojektivitit ¢ von G =
= G, X@,. Wir zeigen, daB ¢ durch keinen Automorphismus indu-
ziert ist.

Sei 7 ein ¢ induzierender Isomorphismus. Dann li8t 7 modulo
G, = {¢) alle Untergruppen von G, invariant, ist also auf @, modulo
{¢)> ein universeller Potenzautomorphismus. Seien

a*=a'¢’ und bT = bick.
Wegen <{a®y = <{a)? = {a) und (b*) = <{b)? = <b) sind j = k = O(p?).
SchlieBlich ist

Cacy = <acy® = (aa, b])® = ((ala, b])*> = (a*[a%, b*]) =
= (aia, b = (aiey .

Wegen o(a) = o(c) gilt ¢ =4%(p?), und da p nicht ¢ teilt, folgt ¢ = 1(p?)
Also ist 7|, die Identitit, aber ¢ ist auf @; nicht die identische Pro-
jektivitdt. Also ist ¢ durch keinen Isomorphismus induziert.
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