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REND. SEM. MAT. UNIV. PADOVA, Vol. 68 (1982)

Un problema bifase, unidimensionale piano,
inverso di quello di Stefan.

GIORGIO SESTINI - DEMORE QUILGHINT (*)

SUMMARY - An inverse Stefan-like problem is studied at the hypothesis
that the critical temperature is a function of the time by the position and
by the rate of the change of the state. This condition implies that the pro-
blem is two-phase problem and so it is indefinite. Another equation is
written to define the problem. The solution of the problem has brought
back to particular integral equation.

1. Introduzione.

Sia O la classe delle funzioni continue e €% c ¢ quella delle funzioni
W(u,t) uniformemente limitate nel loro dominio di definizione D, ivi
derivabili almeno due volte rispetto a x ed una rispetto a ¢, con deri-
vate continue, quindi limitate in ogni chiuso Cc D. Siano date le

(*) Indirizzo degli AA.: Prof. Giorgio SEsTini: Istituto Matematico « U.
Dini », Universita - Viale Morgagni 67/A - 50134 Firenze; Prof. Demore QUIL-
GHINI: Istituto di Matematica Applicata « G. Sansone », Facoltd di Ingegneria,
Universita - Via 8. Marta 3 - 50139 Firenze.

11 lavoro ha origine da una idea di G. Sestini ed & stato tecnicamente ela-
borato da D. Quilghini con suggerimenti e la revisione di G. Sestini.
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funzioni:

e(t) € C[0, 1,], derivabile: é(t) € 0(0,1,), crescente: ¢(0) = 0,

e(ty) = Uo,: Ilime(t)t = K < oo,

(1.1) =0

0(t) = 0(e(t), é(t)) € C(0,,]: lim6O(t) = 0,
i—0

Hp) € C[0, po] -

Posto L= D(02/ou?) — o/ot, D = ko/c, il sistema

(1.2)  Lpo(p,t) =0, €Da={(p,t):0<pu<e(),0<<t<ty},

(D,, _ ke 9“) :
Co

(1.3)  Lpv(u,t) =0, €Dsg={(u,t):et)<<p<<py, 0<t<ty,

(=22
Cp

. ov(u, ) ) ov(u, t) .
14 k 0, lim —Fk lim = Lé(t)
a4 O e- o POl e Op ’

€(0,%), L = cost>0,

(1.5) v(e(t), t) =0(8), €(0,%),
(1.6) ltiI{.lv(u,t)=f(#), € (0, 1)

nell’incognita v(u, t) € C%* separatamente in D, ed in D; e tale che esi-
stono continui per ¢ € [0, ?,]:

(1.7) limo(g,t), lm (s 1)

#—>0 pns O ’

traduce, con riferimento alla coordinata materiale u [9] (%), §§1 e 2,
(cfr. ivi anche per il significato delle costanti positive %, g, ¢ ed L), un
problema bifage, unidimensionale piano, inverso di quello di Stefan
in uno strato materiale 8 di spessore u,, quando il processo viene con-

(*) I numeri in parentesi quadra si riferiscono alla bibliografia posta al
termine del lavoro.
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trollato tramite la temperatura sul piano y = 0 ed il flusso dal piano
= M.

g Volendo controllare il processo mediante altre grandezze termiche

sui piani che limitano S le (1.7) devono essere sostituite con le analoghe

ipotesi su tali grandezze. Peraltro, salvo usare espressioni formalmente

diverse per esprimere o(u,t), il problema analitico & identico (cfr.

teorema 3).

L’ipotesi che la temperatura 0(t) alla quale si forma la fase « sul
fronte u = e(t), avanzando sulla fase preesistente 8, sia variabile nel
tempo esclude a priori che risulti v(u, t) = cost € Dp e percid il pro-
blema & necessariamente bifase, anche per f(u) = cost. Cid implica
(cfr. teorema 3) che il problema (1.2)-(1.7), consistente nel determinare
i limiti (1.7) e quindi v(u, t), & indeterminato, cioé I’assegnato cambia-
mento di stato con la legge u = ¢(?) pud essere realizzato con diverse
distribuzioni della temperatura in S, questo a causa dell’indeterminatez-
za della ripartizione tra le due fasi del calore latente Lé(t). Si rende
quindi necessaria una ulteriore condizione dettata da considerazioni di
carattere fisico o fisico-tecnico. In questo lavoro studieremo il caso in cui

(1.8) lim P g e 0,1,

B> atu

corrispondente, ad esempio, all’ipotesi che il cambiamento di stato si
realizzi, di fatto, in uno strato materiale 28 di spessore 2, in condizioni
simmetriche rispetto al piano y = u,. Al posto della (1.8) pud essere
data una diversa condizione, purché compatibile con le (1.7).

Come si verifica immediatamente (cfr. anche [10]) il problema
(1.2)-(1.8) puo essere ricondotto, una volta determinata la ripartizione
del calore Lé(t) tra le due fasi in guisa da soddisfare la (1.4), a due di-
stinti problemi parabolici (per u < e(t) e per e(t) < u) nota la tempe-
ratura ed il flusso sul piano u = e(t). Tale metodo, pur assicurando
Vesistenza e I'unicita, sotto opportune ipotesi, porta alla ricerca delle
soluzioni di due problemi non ben posti nel senso di Hadamard, a meno
di poter imporre alcune limitazioni a priori sulle soluzioni [7].

Per una esposizione dei problemi inversi di quello di Stefan ed una
abbondante bibliografia cfr. [5].

In questo lavoro ridurremo il problema (1.2)-(1.8) alla ricerca delle
goluzioni di una particolare equazione integrale di Volterra di1a specie,
irriducibile alla 23, ma equivalente ad una identitd rispetto a u facili-
tandone cosi lo studio.
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2. — Forma delle soluzioni del problema (1.2)-(1.7).

TEOREMA 1. Nelle ipotesi (1.1) per e(t) e 0(t) esiste una ed una sola
soluzione €0%! in J» del problema:

Lo A(p,t) =0, €Ju={(u,?): 6(t)<‘u,0<t<t0} ’
lim A(u,t) =0(t), limA(u,t)=0, te(0,1,),

(2‘1) u—e(t) u—>00
lmA(u,t) =0, 0<pu.
-0

DIMOSTRAZIONE. Prendiamo una successione {f;}, 0 <..<t, <
<ty <..<lt,, tale che lim {;= 0 e costruiamo la successione {y‘}
dove e

ye=0(2,) (erfc (é%(;%t))_l , (erfc \/ exp (— %) dw)

In forza delle (1.1) si ha lim y,= 0 e percid, posto
1—> 00

I’i(y,t)zy,-erfc( ), o<y, 0<t,

u
2V Dat

si ha uniformemente lim I'y(u,t) = 0. Manifestamente & I',(u, t) € O%!
1—>00

in 34, soddisfa ivi 1'equazione Ly I';(u,t) = 0 e le condizioni

t
]imI’i:y‘erfc(L), lim =0, 0<t, lim[=0, O<pu.
p—>e(t) 2V D, 00 -0

Costruiamo anche la successione di funzioni {0,(t)} cosi definite

y, erfe (é%)’ t=0, (per K cfr. le (1.1)),

6:(t) = 6(?)

;erfe (———
4 24/ Dt
o)y, t<t<t,.

), 0<i<t,,
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Per le (1.1) e per come sono stati definiti i numeri y; & 0,(t) € C[0, #,]
ed inoltre si ha, uniformemente per te(0, ], lim 0,(t) = 6(¢).

Scelto un valore m > 1 si congideri la funzione

t;
Ii(p, 1), e®)<up, 0<t<,”—,&7
(2.2) Aﬁ',m(,u, t) = .
Aimlpyt), o) <p, —<t1<t,

dove 4, ,(u,t) & Punica soluzione € 0%, inoltre a derivate uniforme-
mente limitate ([3], 322-324), del problema

12
I/D,,Ai,m(,u; )=0, e{(‘u, t): e(t) < w, m <t< to} ’

lim 4, ,.(u,t) = 0,(¢), Umd,,.(u,t)=0, te (:7;’ t,,),

u—>e(t) Hu—>00

lim 4, ,(u,t) = 1’,.(” ! ), e(%)< u.

i
y—
t—>ti/m m

Dalle (2.2) & A, (u,t) € C in Ju ed ¢ inoltre € 0% separatamente
nei domini {(u,?): e(t) < u, 0 < t<t;/m}, {(u,t): e(t) < u, t;/m <t <ty}
e in quest’ultimo & anche a derivate uniformemente limitate. In ambe-
due i domini A,(u,t) soddisfa ’equazione Lj A? (u,1) =0 e lé
condizioni

lim 47, = 0,t), limA],=0, 0<t<t,, limA],=0, 0<upu.

p—e(t) p—>00 t—>0

Di pitt & A, (u,1) € 0% in Ju ed & ivi Ly A?, (u,t) = 0; infatti
per Desistenza e l'unicitd € C3' del problema (efr. loc. ecit. in [3])

t;
Lp,Z(u,t) =0, e{(.“yt):e(t)<l" ﬁ<t<ti}7

imZ —6,s), lLmZ=0, i—n‘—<t<t”

u—>e(t) H—>00
limZ—F( "’) e(t")<
i i\ Uy ml’ m us
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comungque 8i scelga m > 1, avremo:

— £,
Z(Ih 1) =Ai.m(,"'7 ) = Fi(ﬂy t), 6(t)<y, ’ITI,< 1<t;,

e da qui Passerita proprietd per A?, (u,?) in 3. Di piu A°, (4, t) & indi-
pendente da m > 1 di modo che nelle (2.2) si pud porre m = 1. Cosi,
posto

Ai(/"r 1) = 'A?,I(luf 1) — Pi(,u, 1)
la funzione A,(u,t) & soluzione € C3' del problema

Lp Ai(p,t) =0, €da= {(,ua t): 3(t)<.uy0<t<to} ’

lim) A (u,t) = 0,(t) — I'y(e?), 1), lim A, (u,t) =0, 0<t<t®,,

u—e(t H—>00

lim A,(p,t) =0, 0<pu,

—0

di piut A,(u,t) & a derivate uniformemente limitate in J, essendo
A (p,t) =0 per e(t) < u, 0<i<t;. L’unicitd della soluzione del pro-
blema sopra detto segue poi dal principio di massimo dal quale segue
anche che le A;(u,t), 1+ =1,2,..., sono equiuniformemente limitate
in Jx. Ancora per il principio di massimo e per quanto detto per le
successioni {y;} e {0,(t)} si ha

1
Aty ) — A4(n,0)|< [0.(6) — 0,0 + exfo (2 f/‘];t) ye—vil,

lim (0,(2) — I'.(e(?), 7)) = 6(2)

i—>00

uniformemente per e [0,?]. Percid, per il teorema 15 e successivo
corollario di [2], 80-81, (cfr. anche [3], 387-388), la successione A,(x, t)
converge in J, verso una soluzione A(u,t)€ C%' del problema (2.1),
Punicitd di tale soluzione segue poi dal principio di massimo ed il teo-
rema & cosi dimostrato.

In modo analogo si dimostra
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TEOREMA 2. Nelle ipotesi (1.1) per e(t) e 6(t) esiste una ed una sola
soluzione € C%* in Jg del problema:

Lp,B(p,t) =0, €J={4, 1): p<e(t), 0 <t<to},
lim B(u,t) =0, limB(u,t)=0(), te(0,t),
(2.3) fi—>— 0 p—e(t)
lim B(u,t) =0, wu<O0.
i—>0

Poniamo adesso
E(D, x, & t,7) = (1/2VaD(t — 1)) exp (— (& — &)2/4D(t — 7))

e consideriamo per t € (0, %] le seguenti funzioni:

:

T

Py(u,t) = yfiﬂi—_)cK(Da,y, 0,t,7)dr, O<upu,
0

]

Qalu, ) =foc('c)(K(Da,‘u,e(r),t, ) —E(Day py—e(1),4,7)dr,  0<p,

0

i
Pa(py 1) = 204 [9(2) E(Ds, to—pi, 0,8, 1)t , i< o,
(1]

¢
Qs(ps 1) =f/3(1)(K(Dﬂ’ 1y €(T), 8, 7) +K(Dﬁ, Ho— My €(T) — oy By T))dT ’
0 n< o,

He
Iy 1) = [P (E(Ds, 1,1, 0) + K(Day pa— s 1 — ptay &, 0))
- b<fh,

dove ¢(t) e y(t) sono € C[0, t,], «(?) e B(t) sono € C(0, t,] ed esistono finiti

lim |a(t) |,  lim |B(2)]t},
t—0 t—0

mentre F(u) =0 per u <0 e F(u) = f(u) per ue[0, ).
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Le funzioni Py, Q«, Ps, Qs ed I soddisfano ’equazione del ealore,
appartengono a C%' nei loro domini di definizione salvo Q. e Qs per
u = e(t) avendosi

k“e“( tim Qebol i 2 t)) — oualt),
(2.4) uelt)— (o u—e(t)+ u
. 0Qs(pst) L. 0Qs(u, t))
k 1 — " — lim — )= t
pee (u—»lel(:f)l— ou ”_,le(,H ou osp(t) ,

[3], 320-321 ([1], 293). Si ha inoltre

lim Py = (), lim@s=0, te(0,t,),
u—>0 u—0
IimPy,=0, lim@Qs=0, 0<yu,
t—0 —0
. 0Pg . 0Qs . 0Ig
2.5 lim — = (¢ lim — =0 lim — =0
2:5) u—uy O ve, sy O T uem, O ’
te(0,%),
limPg=0, lim@Qz=0, (us+0), limIz=F(u),
-0 t—>0 {—>0
B< o,

[1], 58, 62, 75, 293.
TEOREMA 3. Se per t€(0,1%,) (t), (), o(t) e P(t) soddisfano le
equazioni
(2.6)  Pafe(t), t) + Qale(t), t) = 6(2),
(2.7)  Pole(t), t) + Qale(t), t) + Is(e(t), t) = 0(2) ,

(2.8) cact(t) + esB(t) + Fa os lim ?-‘%&t—) — Kppslim QE;()—”LQ = Lé(t),

ue() + “ u—e(t)— “
posto
Pd( ’t)'l_QO‘( 7t)7 eﬂ)“’
29 Ut = { # #
Pﬁ(,uy 1) + Qﬂ(,uy 1) + Iﬁ(,uy 1), € D,

ogni soluzione del problema (1.2)-(1.7) é della forma

(2.10)  o(p, ) = U(y, 1), E{(,LL, 0:0<pu<po,0<t< to} .
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DIMOSTRAZIONE. Manifestamente U(u,?) € C%' separatamente in
Da ed in Dy, soddisfa la (1.2), 1a (1.3) e, per le (2.5), 1a (1.6) e le (1.7)
nonche, verificate la (2.6) e la (2.7), soddisfa la (1.5). Inoltre, se &
verificata la (2.8), U(u,?) soddisfa anche la (1.4). Infatti per i teo-
remi 1 e 2 &

(I) Palp, t) + Qualp, t) = A(u, t),
€da={(u,1): e(t) < p, 0 <t<ty},
(IT) Ps(p,?) -+ Qﬁ(,uy 1) + Iﬁ(ﬂ? t) = B(p, t),
€dp= {(,u7t):,u<6(t)7 0<t<t0}7

seguendo la (I) dalla (2.6) e 1a (II) dalla (2.7).
Dalla (I), ricordando la prima delle (2.4) e la prima delle (2.9), per
la continuitd di 0Pa/ou, otteniamo:

A
@11)  keos lim 229D ooty 4 kagn lim CAUBY
u—e(ty—  Of uoel s Ot
ed analogamente
(212)  Togs lim 222D op0) 4 kg tim Z2URD),
pel) + Op poe()— Ot

Da queste, per differenza, otteniamo appunto che U(y,t) verifica
la (1.4), percid e per quanto gia provato, U(u,t) & soluzione del pro-
blema (1.2)-(1.7).

Sia ora v(u, t) una soluzione del problema (1.2)-(1.7) e dimostriamo
che pud porsi nella forma (1.10) costruendo le funzioni Ps, Qs, Pg, @s
ed I in guisa da definire la U(u,?) mediante le (2.9). La costruzione
della I; ¢ immediata essendo nota f(u). Per costruire P, e Pg basta
porre, ricordando le (1.7)

pl) =lim o, 1), p(t) =1lim 2l
u—0 (]

B>l
Costruite Py, Pg ed Iz determiniamo «(t) e S(t) tali che

(2.13) { Qa(e(t), t) = v(e(?), t) — Pa(e(t), t) ,
Qa(e(t); &) = o(e(®), 1) — Pa(e(t), ) — Tale(t), 1) .
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Per 1a (1.5) e per i teoremi 1 e 2 il sistema (2.13) & equivalente al
gistema (I)-(IT) ed anche, per 'unicitd € €%* delle soluzioni della equa-
zione del calore, al sistema

(I), Pa(lh 1) + Qa(,uf 1) = '”(.ua 1), € Da,
(IT); Pp(uyt) + Qsluy ) + Ip(py t) = v(py t), € Dp.

Per derivazione rispetto a u otteniamo dai sistemi (I)-(IT) e (I),-(IT),

0Qa(pyt)  0A(u,t) . 0Pa(u, t)

(OC) a‘u - a‘u a,u 1 € J"‘ 9
20 t)  Bluyt)  0Palpyt)  Ts(p?)
(ﬁ) a‘u - a‘u a‘u a‘u ’ € Jﬁ ’
004 4 0 t 0P, [4
(), ia(;‘a ) — vg;, ) _ aflf’ ) , €D,
aQﬁ(ﬂ, 1) . 8”(,“7 1) _ aPﬁ(.“, 1) . aIﬁ(,u, 1)
(/3)1 a[u - a/,t alu a[u ’ € i)ﬁ 9

Da qui, per sottrazione («), — () e (8) — (f),, tenuto conto della
continuitd di 0Px/ou, oPp/ou e di 0lg/ou attraverso u = e(t), segue

a(t) = Dy lim 2D p, gy 2AmD (Da: kaea)’
pe()— O ety +  Of Cux

Blt) = Dy Tim CBD _p i Y (Dﬁzkﬁea),
poe—  Op ety + OM s

cio¢ la soluzione, unica, del sistema (2.13). B cosi possibile costruire
Qs e Qg. Osserviamo che, per la (1.5), le (2.13) equivalgono nell’ordine
alla (2.6) ed alla (2.7) mentre, dalle ultime due relazioni scritte segue
la (2.8) in forza della (1.4). I1 teorema & cosi dimostrato, potendo co-
gtruire la funzione U(y,?) mediante le (2.9).

3. — Riduzione del problema (1.2)-(1.8) ad una particolare equazione
integrale di Volterra di 12 specie. Teorema di unicita. Forma della
soluzione,

Il teorema 3 mette in evidenza che il problema (1.2)-(1.7) & inde-
terminato e come occorra aggiungere una ulteriore condizione alle
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(2.6), (2.7) e (2.8) per determinare ¢(t), w(t), x(t) e B(f). B inoltre evi-
dente che modificando le (1.7), cioé il tipo di condizioni al contorno,
si modificano le forme per P, Pg, Qu, Qs ed Iz, dovendo modificare
la funzione di Green, ma la sostanza analitica del teorema 3 resta
inalterata.

Dalla (1.8), che & l'ulteriore equazione che qui consideriamo, si ha
immediatamente, ricordando la terza linea delle (2.5)

p(t) =0

e percio dalla (IT), diretta conseguenza della (2.7), otteniamo

(3.1) lim 22wt . 0Bt . 0ls(pt)
p—>e(t)— a,u ,;_>e(t)_ a,u u—e()— 9#

e quindi [5], 320-321, indicando con Sp(t) il secondo membro della (3.1):

ﬁ(t)“l“zl)ﬁfﬁ(f ( K(Dp,,u, e(t),t,7) +

+ K(Dgy pro— py €(T) — Koy ¢ T))) dr = 2Dp85(1) .

u=e(t)

Quest’ultima & una equazione integrale di Volterra di 22 specie che
ammette, come ben noto ([4], tomo III, 316-320), una ed una sola
soluzione. Determinata cosi f(¢), dalla (2.8) si esprime «(?) e, in con-
seguenza, la (2.6) diviene una equazione nella sola incognita ¢(t).
Peraltro la (2.6) ¢ una equazione di Volterra di 12 specie irriducibile
alla 2a gpecie; ma per quanto gia osservato la (2.6) é equivalente alla (I),
quindi ¢(t) € O[0, t] & soluzione dell’equazione

t
u @(7) ut _
(3.2) zvmofu —p P (_ aD(t— r))dr =
= A(,u7 t)— Q“(,uy 1) = Ra(,uy ), V‘u>e(t (t € [0 to]) ’

condizione questa che ne facilita lo studio.
Precisando un metodo gia seguito in [11] dimostriamo
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TEOREMA 4. L'identita (3.2) ammette al piw una sola soluzione
@(t) € C10, 1,].

DIMOSTRAZIONE. Siano ¢(?) e @,(t) due soluzioni e ([0, ] della
(3.2). Avremo

t
/] @u(T) — @o(T) _ u? _
2\/7_5—1)_0,.[ t—1) exp —*4D(t—r) dat =0, e(f)<u, 0<i<i,,

percid, essendo e(f)<p,, integrando quest’ultima rispetto a u tra
vV/n+1u, ed co, essendo n intero positivo o nullo, segue

t

@1(T) — a(7) (n+1)pe .
f (t—7)t exp (" 4Da(t—r))dr =9,
0

e percid anche

t

01(7) — @o(7) 0° e (n +1)us .
f = 2 (n)exp(_ 4Da(t—r>)d’ -

@a(T) — ‘Pz(T) Ho ,uﬁ ¥ _
“f Te—nt ( 4Da<t—r>)( exp(_wa(t—r))) d=0.

Da qui, posto »r = m/(m + 1), m intero positivo, sommando per s
da 0 ad oo, segue

t
P1(T) — @a(7) Mo _
f G—oF P (‘ 4Da(t—r))
¢ 0...00 . [ug 8
.;'r ]_'—‘exp(_m) dTZO’

essendo qui lecito invertire la somma per serie con I’integrazione. Segue

t

@1(7) — @a(7) K e —
J‘W ((1—7') exp (m) —I—T) dr =0 ,
0
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infine, passando al limite per m — oo, quindi per » — 1, 8i ha

t
@1(T) — @o(7) o
f__-——(t—r)* dr =0,
0

percid dall’unicitd delle soluzioni dell’equazione integrale di Abel segue
il teorema.

Come si verifica immediatamente le condizioni per I’esistenza della
goluzione della (3.2) possono dedursi da quelle relative all’esistenza
della soluzione di un problema parabolico in uno strato [0, 7], &> o,
data la temperatura Ra(ji,?) e la sua derivata (0Ra(u,t)/ou), 5 sul
piano u = . Tali condizioni sono ben note gia dal 1908 da un lavoro
di E. Holmgren [6], e sono state generalizzate anche da altri autori,
efr. ad esempio [8], e ad esse rimandiamo. Ammessa 1’esistenza della

soluzione ¢(t) della (3.2) si ha:
TEOREMA 5. Se la (3.2) ammeite una soluzione ¢(t) € C[0, t,] si ha

0...00 0...8

(3.3) pt) =lm ¥ r Y (—1)'1(;)130,(\/7735 A t),

r—>1 8 n
dove [i>> .
DiMOSTRAZIONE Dalla (3.2) si ha, scelto g > pu,
$

. 262) u B -
e | e (i) = Bt =
]

t
_ #—p [ Ra@,7)  (u—p
"~ 24aD,J (t—1)t ex( 4Da(t—r))d1
0

qualunque sia u> . Integrando rispetto a u tra i ed co otteniamo

i ]

4 @ _ Ra(f, )
ft—r)* (wa(t—r))d’" t—op
0
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e quindi anche, qualunque sia l’intero n>0,

t i
f o(7) exp(—— (n -[—1)1112)01_r _ Ra(’\/n+1/2, 7) iz .
0

(t—7)¥ 4D, (t—T) (t—7)t

Da questa, ragionando come per dimostrare il teorema di unicita,
segue

]

(P(T) ,‘7'2 -1 .
f (t—-r)*(‘l"” exp [wa(t-—r)] +1) dr =
0.. .
t

0

.0 0.

>r ‘(_ 1) (;) Ra(Vn +14,7)
=f = dv,
(t—m)t

0

quindi, passando al limite per » — 1, per la supposta esistenza di ¢(?),

‘ im S e S (— 1) (;) Re(Vn 14, 7)

(p(T) dr _fr—»l 8 n (t—T)i

t—m)}" ar,
0 0

e quindi il teorema.

OSSERVAZIONE. Facilmente si verifica che la (3.3) pud scriversi
nella forma

(3.3) p(t) = lim 'f”ra(l — A)*Ra(fi, 1),

r—>1 8
dove (1 — A) & Poperatore per il quale

(1 —A)Rs(Vn +14,t) = Ra(Vn +14,1) —Ba(Vn +1) +14, 1),

n=0,1,2,...
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