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REND. SEM. MaT. UNIv. PADOVA, Vol 68 (1982)

Sull’espressione analitica

di alcune grandezze termodinamiche

nei materiali con memoria.

DARIO GRAFFI (*)

0. — In tempi relativamente recenti, la termodinamica & stata
estesa ai materiali con memoria, o ereditari; userd, in seguito, indiffe-
rentemente ’una e l’altra locuzione. La letteratura sull’argomento &
ormai molto vasta. Mi limiterd a citare la fondamentale memoria di
Coleman [1], il libro di Truesdell [2], quello di Day [3], importante
anche per I’ampia bibliografia, le lezioni tenute dal medesimo Autore
nel 1977 al C.ILM.E. (Centro Internazionale Matematico Estivo) [4];
qualche altro lavoro verra citato in seguito.

Ora, sempre riferendomi a materiali con memoria, ritengo sia op-
portuno conoscere, almeno per alcune grandezze termodinamiche come
Penergia libera e ’entalpia libera, qualche loro espressione analitica,
espressioni utili almeno come esempi per chiarire teorie generali.

In alcune memorie pubblicate qualche anno fa, ho mostrato come
Penergia libera in un corpo viscoelastico lineare [5], o nei materiali
elettromagnetici anch’essi lineari [6, n. 7-8-9-10], si possa identificare
con l’energia potenziale interna di Volterra, ottenendo cos1 un’espres-
sione analitica dell’energia libera valida sotto alcune ipotesi, molto
comuni nella teoria dei fenomeni ereditari, per la funzione di memoria.

Ma altre espressioni dell’energia libera nei corpi viscoelastici si tro-
vano nelle citate lezioni di Day [4] e in una memoria di Coleman e
Mizel [7, n. 6 b)], perd ammettendo la funzione di memoria esponen-
ziale o una somma di esponenziali. In seguito indicherd genericamente

(*) Indirizzo dell’A.: D. Graffi - Via A. Murri, 9 - 40137 Bologna.
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con y(?) energia libera all’istante £, e con y,(t), pa(t) quelle sue espres-
sioni indicate rispettivamente da me e da Day e Coleman (*).

In questa Nota, valendomi delle proprietd imposte dalla termo-
dinamica e indicate, in seguito, con I), II), IIT), ho cercato di co-
struire, con un metodo unitario, le possibili espressioni dell’energia
libera.

Ma, mentre con il metodo in discorso si raggiunge facilmente y,(?),
invece w,(?) si ottiene solo per le particolari funzioni di memoria con-
siderate da Day, Coleman e Mizel. Comunque sard facile verificare
il teorema per cui p4(f)<y,(f) e inoltre si pot#d ottenere un valore
maggiorante per il massimo lavoro ricuperabile.

Considererd infine ’entalpia libera e per questa grandezza verifi-
cherd direttamente un teorema di minimo analogo a quello per ’ener-
gia libera.

Osservo infine che, per semplicitd di esposizione e per fissare le
idee, mi limiterd a considerare la deformazione infinitesima di un filo
viscoelastico lineare soggetto a trazione; credo perd che queste consi-
derazioni possano riportarsi a casi pitt generali.

1. - Consideriamo dunque un filo viscoelastico lineare; sia &(t) la
deformazione all’istante ¢, () lo sforzo all’istante . La relazione fra
o(?) e &(t) sia di memoria cioé:

(1.1) o(t) = as(t) — f g(s)e(t — ) ds
0

dove a & una costante positiva, g(s) & la cosiddetta funzione di me-
moria. Dunque, lo sforzo all’istante ¢ dipende dal valore contempo-
raneo della deformazione, £(f), e dai valori assunti negli istanti pre-
cedenti dalla deformazione, e ¢id conforme all’ultimo termine di (1.1).

In altre parole, ¢(t) & una funzione di &(¢) e un funzionale della
funzione &(t—s) (s € (0, 00)) ciod, come si suol dire, un funzionale
della storia della deformazione.

Piu sinteticamente la storia della deformazione verrd indicata

con g?, gicché la (1.1) si potrd scrivere:
(1.1 o(t) = o(e(?), &) .

(*) A rigore, y(t) & I’energia libera per unitd di volume.
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Ora supposto, come faremo sempre in seguito, la temperatura co-
stante, ammetteremo, come per o(t), ’energia libera w(¢) funzione di
&(t) e un funzionale della storia &t di &, cioé scriveremo:

(1.2) ' P(t) = p(e), &) .

Notiamo che in seguito supporremo &(¢) di classe C, e limitata per
ogni t € (— co, 00).

Cid premesso, ricordiamo le giy citate proprieta dell’energia libera
imposte dalla termodinamica e valide per ogni ¢:

I) o(t) =

IT) Se consideriamo ’insieme delle storie ¢(f — s) che all’istante ¢
assumono lo stesso valore g(f) = &, I’energia libera € minima in cor-
rispondenza della storia costante cioé ¢(t — s) = &, per ogni s>0.

III) Per ogni ¢ é:

o(t) é(t) > 9(t)

il che equivale ad ammettere (si integri la relazione ora scritta da ?; a
t;) che il lavoro dello sforzo nell’intervallo (¢, %)) non supera lincre-
mento dell’energia libera nel medesimo intervallo.

Passiamo ora ad esporre alcune ipotesi sulla funzione di memoria
g(8), molto comuni nella teoria dei fenomeni ereditari. Ovviamente
g(s) non pud essere identicamente nulla per ogni s positivo, altrimenti i
materiali che consideriamo non sarebbero ereditari. Supporremo poi,
sempre per s$>0, g(s) di classe C; e, assieme alla sua derivata g'(s),
infinitesima all’infinito almeno di ordine s—+7, 5 > 0, onde assicurare
la convergenza degli integrali di (1.1) e di altri che scriveremo in se-
guito. Infine escluderemo che ¢(s) rimanga costante in un certo inter-
vallo o pitl in generale ammetteremo g¢'(s) = 0 solo in punti isolati;
questa ipotesi non & necessaria, ma semplifica 1’esposizione.

Infine faremo ulteriori ipotesi, sufficienti nel easo di ,(f), e, come
vedremo, sempre necessarie affinché le espressioni dell’energia libera che
costruiremo soddisfino a I), II), III). Precisamente ammetteremo g(s)
positiva e decrescente quindi ¢'(s)<0. Viceversa, se g'(s) <0, g(s) deve
essere decrescente, e poiché g(co) = 0, g(s) deve essere positiva.
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2. ~ Per costruire y(t), in base alle ipotesi sufficienti or ora espo-
ste, scriviamo anzitutto:

(2.1) b= f g9(s) ds .

0

Ovviamente b & positivo.
Ora si soddisfa a I), come subito si verifica, ponendo:

oo

22)  v(t) =4 ((@—b)e*t) + [g(s) dse(t) — 2 [g(s) e(t— o) dss(t) -+
0 0
+ L&)

dove U & un funzionale di £(¢ — s), ma indipendente da &(f).

Per goddisfare a II) si pud scegliere U[e?*] in modo che gli ultimi
tre termini di (2.2) formino una quantitd positiva, che si annulla solo
se &(t— 8) = &, Vs e [0, co).

Ora si pud soddisfare questa condizione in due modi, cioé ponendo:

(2.3) U = U, :fg(s)sz(t —s)ds,

0

( fg(s)e (t—s) ds)”
(2.4) W = Uy = > 5 .

Quindi si ottengono le seguenti due espressioni per I’energia libera:

25)  vi(t) = ([a—BJe2(®) + [9(6)(e(t) — elt — 9))* ds)
0

Ta(s)e(t— s) dsy,
2.6)  pult) = 3 | [a —B1e(t) +b(e<t)~°~—,,~—-—) ,

e 8i prova subito che 'ultimo termine di (2.5), (2.6) & positivo e si
annulla per &(f — 8) = &: Dunque y,(f) e y,(t) soddisfano anche a II).
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3. — Cominciamo con verificare se per y,(t) & valida anche III).
Derivando w,(t) rispetto a ¢, dopo calcoli in sostanza dovuti a Vol-
terra, tenendo presente (2.1) si ha (cfr. anche [6], n. 5)

(=]

1) ) = (@—D)e(t)it) + ot e() —e(1— ) (60)— dlt—s) do =

0
oo

= (ae(t) —1lg(s)e(t—s) ds) &(t) —fg(s)(e(t) —e(t—s))é(t—s)ds =
1] V]
. r d
= o(t) (%) —fg(s)(s(t) —e(t—3)) 7 (e(t) —e(t—s)) ds =
/]

= o(t) &(t) + %fg'(s) (e(®) —e(t—s))2 ds .
1]

Ora poiché ¢'(s)<0 non & identicamente nulla, ’'ultimo termine di
(8.1) &, per ogni (s(f) — &(t — 8)), negativo e III) & soddisfatta.

Viceversa per soddisfare III) deve essere ¢'(s)<0, e di conseguenza
9(8)>0 (cfr. n. 1). Le ipotesi su g(s) sono dunque non solo sufficienti,
ma anche necessarie per soddisfare I), II), III). In conclusione, con
le nostre ipotesi su ¢(s), ¥,(f) pud rappresentare ’energia libera.

4. — Passiamo ora allo studio di y,(). Si ha intanto:

(4.1)  9a4(t) = (a —b)e(t) £(¢) +

Mst~w@ T9(s) é(t — s) ds
+olet) = i) - ————| =

oo ©o

o(t)é(t) ———(bs(t) —19(8) e(t—38) ds)fg 8)é(t—s) ds
V]

0

Lo ) ©o

= o(t) §(t) — %J‘g(s)(e(t) —e(t—8)) dsfg(s) Zi% (e(t) —e(t—s)) ds =

0 0
oo

= o(t) é(t) 4 % 9(8)(s(t) — e(t — 8) ds f g'(s)(s(t) — e(t — ) ds .
0 (1]
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Ora, affinche sia soddisfatta IIT), I'ultimo termine deve essere ne-
gativo o nullo per ogni &(¢) — &(t — ), cioé:

o ©o

(4.2) %fg(s)(a(t) —e(t—s)) dsfg’(s)(e(t) —e(t—s)) ds<0.

0 0

Ora, come vedremo in appendice, condizione necessaria affinché
(4.2) sia soddisfatta (supposto s’intende b4 0) & che sia:

(4.3) g&9E) ,

b

certamente valida nelle nostre ipotesi; anzi, in appendice, vedremo
che da (4.3) si trae g'(s) <0 e di conseguenza g(s) > 0. Perd in ap-
pendice vedremo, con un esempio, che (4.3) non &, in generale, suffi-
cente per la validitd di (4.2), percid non si pud affermare che 1’espres-
sione (2.6) rappresenta, in ogni caso, ’energia libera.

Perd, se g(s) = K exp (— s/t), K e 7 costanti positive, (4.2) & cer-
tamente soddisfatta e l’espressione di v, rappresenta allora I’energia
libera di Day.

Se g(s) & una somma di esponenziali, cioé:

(4.4) g(s) = gg;(S); 9:(8) = K, exp (_ zi) ’

1

con K,; e v; costanti positive, si soddisfa a I), II), III), ponendo:

,, " jg;(s)e(t——s) as\*
@5) vt = (a—Sbs)er®) + 3 b e(t) =

i=1 i=1

dove b; si ottiene da (2.1) sostituendo g,(s) a ¢(s).

Ora (4.5) si ricava da (2.6) ponendo l'indice ¢ nei terminiin b e g e
poi sommando rispetto a ¢, e allora ripetendo le considerazioni fatte
poco fa, si dimostra che (4.5) soddisfa a I), II), III).

Notiamo anzi che, ammesse opportune condizioni di convergenza,
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la (4.5) vale anche se » & infinito e si pud estendere anche al caso

(4.6) g(s) = f ’f? exp (- ;) dr
0

4

ritrovando cosi le formule di Coleman e Mizel.

5. — Passiamo al confronto fra y,(?) e y,(?) qualora quest’ultima
sia esprimibile mediante (2.6).
Ora si ha, applicando anche la formula di Schwarz e (2.1):

(f‘/@\/@e(t—s)ds)z o

(5.1) W = b <fg(s)ez(t —8)ds =W,
0

da cui:

(5.2) Wa<Wy,  palt) <p,(?)

relazione che si pud facilmente estendere al caso di y,(t) espresso
da (4.5).

Notiamo che, in generale, Day [4] dimostra che il valore piu piec-
colo dell’energia libera ha l’espressione generale:

(8.3) Ya(t) = ¥ (a— b)&*(t) + m(e?)

dove m(et) & il massimo lavoro ricuperabile associato a &!.
Allora per (5.2) si ha subito:

(5.4) m(et) <3 [g(6)(e(t) — e(t— 9))* s,
(]

cioé si ha un valore maggiorante per il massimo lavoro ricuperabile.
6. — Definiamo ora l’entalpia libera mediante la formula:

(6.1) §(t) = y(t) — o(®)e(?) .
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Ovviamente, in corrispondenza di y,(t) (ammessa esprimibile me-
diante (2.6)) e di y,(?) si hanno due espressioni §,(f) ed &,(¢) dell’en-
talpia libera cioé:

oo

62) &0 ="7"e0) + o |- mﬂs—t——ﬂ)—ds _
— ae*(t) + e(t) ﬁ;(s)e(t— ) ds = — 2 ex(t) + 21—b( ﬁ:(s)e(t —s) a‘ls)z —
0 0 = —Zern) + 5 U
©3)  8(0)="2"et) + 1 ﬁ(s)(e(t) — s(t—5))* ds — ae*() +
:
+ ot [ato)ett—s) s = — 2 en(t) + %fg(s)e*(t —s)ds =
0 0 — Lo + W,

Quindi, per (5.1)
(6.4) 8a(t) < &,(2) -

Ora, supposto di poter esprimere §;(t) ed &,(¢) in funzione di (), e
della sua storia o*, vale un teorema analogo alla condizione II); ciod
fra tutte le storie dello sforzo con o(f) = ¢, (costante) ’entalpia li-
bera & minima per la storia costante cioé per ¢(t — 8) = a,, Vs > 0.

Il teorema & valido supponendo perd a — b > 0, ipotesi che puod
ritenersi valida perché a — b & il modulo di equilibrio che P’esperienza
ingegna positivo.

Occorre ammettere inoltre, come intuitivo dal punto di vista fisico,
che in corrispondenza dello sforzo costante g, da — oo a ¢, sia costante
anche la deformazione ciod &(t— s) = ¢g,, Vs> 0 (g costante).

Anzi, sostituendo in (1.1) o, € & a o(t), &(t — s), si ha:

(o)
a—b’

(6.5) o=
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Allora l’espressione dell’entalpia libera &, e &, , qualora la storia
dello sforzo o della deformazione & costante, vale:
—b ,

(6.6) 84,(t) = &,(t) = — g %o~

Cid premesso, congiderando una storia generica con o(t — 8) # 0y,
Vs > 0, poniamo:

(6.7) o(t— 8) = g+ oyt — 9),
(6.8) e(t—8) = g4 &(t—$) .

Sarad ovviamente o,(t) = 0.
Allora sostituendo (6.7) e (6.8) in (1.1) si ricava:

(=)

(6.9) a,(t) — f 9(s)ext— 8) ds = 0.

0

Sostituendo in (6.2) e ricordando (2.4), (6.9) e poi (6.6):

(610)  &(t) = —3 (¢34 2e0ma(t) + £1(0) +

+ ;b(f (8) (80 -+ &t —9)) ds) _

0
oo

=t — 5ol + g5 [oree—o) )
:

Ora da (6.9) si ha:
1 (=]
(6.11) &(t) = ;fg(s)sl(t—— 8) ds
0

e sostituendo in (6.10):

oo

(6.12) 8a(t) = &4,(t) — (-——)( f g(s)ey(t — 8) ds) ,
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e poiché a >b sicché 1/a < 1/b, I’ultimo termine & positivo quindi:
(6.13) 8a(t) > &4,(2)

e ricordando (6.4) e (é.6):

(6.14) &,(8) > 84(t) > &,,(8) = &,,(1) .

Le (6.13) e (6.14) provano il teorema enunciato.

Appendice.
Riprendiamo (4.2). Supposto fissato ¢, potremo porre:
(A1) h(s) = &(t) — e(t—s) .

La (4.2) diventa allora:

(A.2) %fg(s)h(s) dsfg’(s)h(s) ds<0.

0 0

Poiché (A.2) deve essere valida per ogni h(s) di classe C,, purché
h(0) = 0, con procedimento analogo a uno ben noto del calcolo delle
variazioni, scegliamo k(s) positiva nell’intervallo (s,— &, 8,4+ 8) (s, Va-
lore generico di s >0, § > 0, s,— 6 > 0), nulla all’esterno dell’inter-
vallo stesso. Si ha allora da (A.2), applicando poi il teorema della
media (0, e " numeri compresi fra — 1 e + 1):

oo oo 8+0 8o+ 6
l f 9(5)h(s) ds f 7(5)h(s) ds = f 9()h(8) ds f §/(5)h(s) ds —
0 0 8p—0 8,—3

— 30050+ 00)5' e+ 0/0) ([t a5

0
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Quindi per (A.2):
1 , ,
5 980+ 00)g'(s,+ 679) <0 .

Passando al limite per § — 0,

g(so)g’(30)<0
b
e ponendo s in luogo di s, si ha subito (4.3).
Dimostriamo ora che da (4.3) seguono le ipotesi fatte sul segno
di g(s) e g'(s) esposte al n. 1; dovremo perd ammettere b = 0.
Infatti (4.3) si pud scrivere:

(d/ds)g*(s)

(A.3) :

<0

e (d/ds)g*(s) deve essere, salvo i punti isolati dove & nulla, di segno
contrario a b, cioé non cambia mai di segno. Ma (d/ds)g%(s) non pud
essere positiva altrimenti g%(s) sarebbe positiva e crescente e quindi
il suo limite per s —>oo non sarebbe nullo, contro le nostre ipotesi.
Dunque b > 0, g*(s) positiva decrescente e nulla solo per s —oco.
Quindi g(s) & sempre dello stesso segno e segno positivo percheé
tale & b. In definitiva g(s) & positiva e decrescente, g'(s)<0, conforme
alle ipotesi del n. 1.
Passiamo ora a dimostrare, con un esempio, che (4.3), ossia le pro-
prieta di g(s) or ora ricordate, non sono sufficienti per assicurare (A.2).
A questo scopo poniamo:

2

1 oy
(A.4) 96) = T = IO =~ 7o

1+ 9)°

soddisfacenti certamente a (4.3). Anzi, tenendo conto che ora b > 0,
in (A.2) si pud sopprimere il fattore 1/b. Allora per dimostrare che
(A.2) pud non essere valida, basterd scegliere una k(s) in modo che i
due integrali di (A.2) siano dello stesso segno.

A questo scopo si ponga (@ numero positivo):

(A.5) bi(s) = +1, s€l0,a]; Mh(s)=-—1, se(a,00).
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Valgono percid le equazioni:

(=) a oo

1 1
Il=!g(s)h1(s) ds =!(1+8)2 ds—f(l T ds =1_1_—|-_a’

oo

I,=19'(s) y(s) ds =jg’(s) ds —|g'(s) ds = 2g(a) — g(0) = ————1.
0 0

a
Ora, se ¢ = } si ha:

4 1 2-4 1
L=1—3=—32<0; L=——1=—5<0.

Cidé premesso, ricordando che h(s) deve essere di classe C; e che
h(0) = 0, costruiamo la funzione cosi definita: (6 > 0, a — 6 > 0)

h(s)=%(1—cos%s), sef0,0); HKs)=1, se[da—0],

1
h(s) = 35 (s —a)*—3d%(s—a)), s€(a—09,a-+ 9d);
h(s)y=—1, s>a-+94.
Questa funzione h(s) & di classe C,, differisce da h,(s) solo negli

intervalli (0, 6), (a — J, a  8) dove per ogni s & minore, in modulo
di 1. Quindi:

(A.6) lim f 9(s)h(s) ds — f 9(s) hy(s) ds ,
-0 ° o

(A.7) lim |g'(s)h(s) ds =fg'(s)h1(s) ds .
>0 o °

Allora, per ¢ sufficientemente piccolo, e con g(s) e g'(s) espresse
da (A.4), i due integrali a primo membro di (A.6) e (A.7) sono (se
a =1}) dello stesso segno, quindi esiste una funzione h(s) nulla per

\

8 =0 e di classe C; in (0, c0) per cui (A.2) non & valida.
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