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Sulla curvatura di Gauss delle superfici dei capillari.

U. MASSARI - L. PEPE (*) 

In questo lavoro dimostreremo una maggiorazione integrale della
somma dei quadrati delle curvature principali delle superfici di equi-
librio nei tubi capillari e delle superfici di curvatura media assegnata.

Questa stima, nel caso bidimensionale, è equivalente ad una valu-
tazione integrale della curvatura di Gauss delle suddette superfici (cfr.
Osserman ([8])). I risultati ottenuti sono anche una generalizzazione
di una maggiorazione di Miranda per le curvature delle ipersuperfici
minimali.

Il § 1 contiene richiami ed osservazioni preliminari, nel § 2 sono
provati alcuni lemmi. Il § 3 è dedicato allo studio del problema dei
capillari e contiene anche la dimostrazione della limitatezza globale
della soluzione, già ottenuta, in modo diverso, da Concus e Finn ( [1] )
e Gerhardt ([3]); nel §4 si studiano le superfici di curvatura media
assegnata nel caso cartesiano e non cartesiano.

Ringraziamo Mario Miranda, con il quale abbiamo discusso i risul-
tati di questo lavoro.

1. Preliminari.

Sia Q un aperto di R"+i, g una funzione di classe 000 (Q) con IDg(x) _
n+1 

.-

- (Dig(x)  2 &#x3E; 0 per ogni x di S. Se S = g(x) = 0}, il
i=i

(*) Indirizzo degli AA.: Istituto Matematico, Università degli Studi,
Via Savonarola 9, 44100 Ferrara.

Lavoro eseguito nell’ambito dello G.N.A.F.A.
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versore normale ad 8 in x ha come componenti:

Poniamo come in ([5]):

Gli operatori di derivazione ~5i dipendono solo dalla superficie S, e

per essi, valgono le seguenti regole di calcolo (cfr. ([5]) proposizioni 1
e 2) ~

Alla matrice simmetrica sono legate le seguenti pro-
prietà geometriche (invarianti per isometrie di Rn+~) della superficie S :

i) gli autovalori: 0, k2(x), ..., kn(x), di sono

le curvature principali di S in x;

ii) la curvatura media di 8 in x è data da:

iii) la somma dei quadrati delle curvature principali di S in x

ha la seguente espressione (cfr. ([5]) lemma I e teorema 1):
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Infine in 8 vale la seguente formula di integrazione per parti (cfr. ([5])
lemma 2~ :

Se « E e tXls ha supporto compatto si ha ( 1) :

2. Alcune maggiorazioni.

In questo paragrafo dimostriamo due lemmi che verranno utiliz-
zati per provare le valutazioni integrali della somma dei quadrati
delle curvature principali.

Sia S~ un aperto limitato di Rn ; = Iy - xl  ~O~ ; A (x, t)
una funzione continua con le sue derivate prime in non decre-

scente rispetto a t per ogni f una soluzione dell’equazione dif-
ferenziale ( f C C3(Q) n 

Se si considera la superficie S = ~(x, t) : t - f (x) = 0 x E S2), allora:

In termini dei vi , usando gli operatori bi, definiti nel § 1, la (2.1) si

può riscrivere nel modo seguente:

Derivando (2.2) rispetto a c5n+l si ha:

(1) H, è la misura di Hausdorff s-dimensionale in Rn, s E R.
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Ponendo e-w, per il fatto che Dn+1 A ~ 0, risulta:

Se indichiamo con c2 la somma dei quadrati delle curvature principali
di ’ (cfr. (1.3)) e con:

si ha il seguente risultato :

LEMMA 1. Se (xO, t0) E 2 X per ogni e E cr tali che : 0  ~O  a 

 d = dist(xo, òQ) si hac :

dove

D~lBtI. Per la (2.4) si ha per ogni (x, t) E 

Sia una successione di funzioni qJh di classe 01(Q X R), tali che:

moltiplicando la (2.7) per 992 h e integrando su ~S’ per (1.2) ed (1.8) risulta:
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e quindi:

Usando la diseguaglianza di Schwartz e la maggiorazione :

risulta:

da questa si ottiene:

e passando al limite per h - 00, in quest’ultima relazione si ricava

la (2.6).

LF,MMA 2. Per ogni xO e per ogni 9  dist(xo, 3Q) si ha:

DIM. Il funzionale:

è strettamente convesso in 02(Q), dato che A(x, t) è non decrescente
rispetto a t. Allora, per i teoremi classici del calcolo delle variazioni,
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la soluzione f dell’equazione di Eulero di 3~(q) :

verifica per ogni (p E Có (S~) la diseguaglianza:

Quindi, y per ogni

Ne segue, per la proposizione 2 di ([7]) che, posto E = {(x, t) : 
per ogni compatto K di BQ(XO) X R, se ~VI è un insieme di Caccioppoli (3)
che coincide con E fuori di K:

Allora, per la (2.5) di ([6]) risulta:

e da questa segue immediatamente la tesi.

(2) BV1oc(D) è lo spazio delle funzioni f E le cui derivate nel senso
delle distribuzioni sono misure in D. Se le derivate di f sono, inoltre finite
su tutto Q, si dice che 

(3) E si dice di Caccioppoli in D, se la sua funzione caratteristica

9’E E BV(Q) ([7]). fID9’EI J è la variazione totale di 
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3. Capillarità.

I lemmi provati nel paragrafo precedente consentono di dare una
valutazione integrale della somma dei quadrati delle curvature prin-
cipali (e quindi se n = 2 della curvatura di Gauss) della superficie
libera dei capillari.

Premettiamo la dimostrazione di una limitazione globale della
soluzione del problema dei capillari, con il calcolo effettivo della co-

stante, che può essere considerata come un complemento ai risultati
di Emmer ([2]) e Pepe ([9]). La tecnica della dimostrazione è quella
seguita da Gerhardt in ([3]).

TEOREMA 1. Se Q é un aperto di Rn con f rontiera localmente tipschit-
ziana di costante L ed f minimizza in BV(Q) il funzionale dei capil-
lari ([2]):

risulta :

dove :

Dim. Se 0 &#x3E;v&#x3E; (1 + L2)- @ la funzione f che rende minimo L,,( f )
è non negativa in .~. Sia k un numero reale maggiore o uguale a 0
e sia:

Se confrontando f e v, si ha:
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e ricordando che in v = k:

Per maggiorare il terzo integrale al primo membro della (3.4), usiamo
la maggiorazione (1.4) di ([2]), ottenendo:

dove e, = 1-lv1Ý1 -~- L2 e y(Q) è una costante che dipende soltanto
da Q e da L.

Quindi si ha:

Da cui si ricava che:

D’altra parte:

Applicando a f - v la diseguaglianza di Sobolev (Morrey ([11]) teo-

rema 3.5.4) e tenendo conto della (3.8) si ricava che:

dove c(n, S~) è la costante della diseguaglianza di Sobolev.
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Inoltre, usando la diseguaglianza di Hòlder per k ~ ko = -~- Eo,
si ottiene:

Allora, per ogni h &#x3E; k &#x3E; ko si ha:

Infine, se si pone: q(t) = mis A(t), q(t) risulta essere una funzione non
negativa e non crescente e, per ogni h &#x3E; si ha:

Allora per il lemma 4.1 (([10]) pag. 93) vale: d) = 0 dove:

E quindi da (3.2) segue che:

Dal teorema 1 si ricava la seguente maggiorazione integrale per la
somma dei quadrati delle curvature principali della superficie libera
dei capillari:

TEOREMA 2: able f minimizza in il fitnzionale dei capillari

vale la maggiorazione :
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DIM. Come nel teorema 1 consideriamo il caso in cui /:&#x3E;0. Per i
risultati di ([9]), / è analitica in SZ e quindi verifica l’equazione :

In questo caso la (2.4) diventa:

Allora, come nel lemma 1, si ottiene che:

D’altra parte, per il lemma 2, si ha:

Da queste due ultime relazioni segue (se t5(Q) è il diametro di Q)

Allora, se n = 2, la (3.14) è vera se:

Se n &#x3E; 2, dato che = a~n/(or - ~O)2 ha un unico minimo in (e, + oo)
nel punto (n/(n -2)) é (cfr. ([5]) pag. 104) la (3.14) è vera se:
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4. Superfici di curvatura media assegnata.

Cominciamo con il provare un risultato analogo a quello contenuto
nel teorema 2, per le superfici cartesiane di curvatura media assegnata.

TEOREMA 3. Se f E 03(Q) n 01(Q) minimizza il 

nella classe delle f unzioni u di che hanno la stessa traccia di f
sulla f rontiera di Q; se S = ~(x, j(x)): x E 5~~, 0  ~O  dist (xO, a,~), vale
la maggiorazione :

dove

Dmz. Per il lemma 1, se (x°, si ha:

D’altra parte, per il lemma 2, risulta:

Quindi, se (XO, si ha:



80

Allora, y se ó(D) è il diametro di ,~ vale:

La tesi del teorema 3 si ricava da quest’ultima diseguaglianza, ragio-
nando come nel teorema 2.

Valutazioni integrali della somma dei quadrati delle curvature prin-
cipali, possono essere provate, grazie ai teoremi di convergenza di ([7]~,
per le frontiere di insiemi di Caccioppoli di curvatura media assegnata,
approssimabili con grafici di soluzioni dell’equazione:

Se S~ è un aperto E un insieme di Caccioppoli di curvatura media
A (x) E Lip(Q), per i risultati di Massari ([6]) ed i teoremi di regolariz-
zazione per le soluzioni delle equazioni uniformemente ellittiche (([4])
pag. 284, teorema 6.4), la frontiera ridotta di E in S~ : SZ è una

ipersuperficie di classe C2,IX ( 0  a  1 ) e quindi per essa risulta ben
definita la somma c2 dei quadrati delle curvature principali.

Indichiamo con yE la misura positiva:

Vale il seguente teorema di semicontinuità:

TEOREMA 4. Sia una successione di insiemi di Caccioppoli di
curvatura media Ah(x) c Lip(,Q), E un insieme di Caccioppoli di curva-
tura media 

Se:

e per ogni compatto K di Q, esiste una costante tale che : 
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Allora, per ogni aperto £20 di 12 si ha, se p &#x3E; n :

DIM. Dato che S2o è aperto:

Se $ é supp g oppure E Qo n ò* E. Nel primo caso esi-
ste un aperto ,.~2(~) contenuto in Qo ed un indice h(~) tale che per ogni
h &#x3E; h(~) : aE,~ r1 S~(~) _ ~. Nel secondo caso 2E, r1 ,S~(~) è grafico di

una funzione f h e la successione {f,}, converge uniformemente con le
sue derivate prime e seconde ad una funzione f il cui grafico in 12(~)
è 2E ([5]).

Mediante una partizione dell’unità ci si può ridurre al caso che supp g
sia contenuto in SZ(~), quindi:

D’altra parte esiste ho tale che per ogni h &#x3E; ho, g E (aEh -
- a* E) ) per la proposizione 1 di ([7]). Allora:

da cui segue la ( 4.11 ) .
COROLLARIO 1. Se Q è un aperto limitato di ~(x, fh(X)),

x ed f, è soluzione di:

Se Ah E A E C1(.Q) uniformemente con le derivate prime; se
.E,~ _ {(x, t), converge in a E = {(x, t) : 
t c f (x)~. Allora per ogni xo E.Q, to E R, Q  d(xo, risulta:
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