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Ancora sulle diseguaglianze di Wirtinger
concernenti la derivata seconda.

ANNA MARIA BRESQUAR (*)

SUMMARY - Some problems on ordinary differential equations involve Wir-
tinger inequalities of second order for functions with three zeros. Extrema.
and monotony properties of the eigenvalue A(-t) of the inequality

are discussed and a short table of ,(z) is given. This paper is a contin-
uation of our previous work [10].

Introduzione.

Come in [10] indicherò nel seguito con il simbolo A[0, ~] lo spazio
lineare delle funzioni dotate di derivata prima assolutamente continua
in [0, n] e derivata seconda in Z2[0, 7g].

Nel già citato lavoro [10] ho studiato la diseguaglianza

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto di Matematica Applicata dell’Università -
Via Belzoni 7 - 35100 Padova.

Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca matematica del C.N.R.
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dove e soddisfa alle condizioni

oppure ad una delle condizioni limiti

In questo lavoro studio il problema analogo al precedente per la
diseguaglianza

dove e soddisfa la ( 1’ ) oppure una delle ( 1" ) o delle ( 1 "’ ) .
I risultati relativi sono esposti nei teoremi I e II. Il paragrafo 4 è dedi-
cato al calcolo numerico di A in funzione di T.

Il paragrafo 5, ripresa anche la diseguaglianza

contiene un confronto fra i valori di Â relativi alle tre diseguaglianze
considerate.

Per considerazioni relative allo spazio ambiente scelto A[0, ~] si
veda l’introduzione di [10].

Risultano cos  dimostrate le proposizioni enunciate da Richard in [7]
e quindi la relativa limitazione sugli zeri consecutivi delle soluzioni di
una equazione lineare omogenea del terzo ordine.

1. Teorema I.

1.1 Enunciato.

1.11 PREMESSA. Sia A = 2(-r) la soluzione del problema
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con le condizioni

Tenuto conto che la sostituzione u = ~ - t muta il problema in sè,
si ha ~, ( z ) _ ~, ( ~c - z ) ; possiamo quindi limitarci ad enunciare i risul-
tati per 0  Tn/2. Per la stessa ragione è sufficiente completare lo
studio del problema (1) con la condizione limite

senza riconsiderare il problema con l’altra condizione

Il problema (1) con le sole condizioni y(o) = = 0 porge A = 1
e le estremali y = c sin t. Infatti, posto

la diseguaglianza (1) si riduce subito a

ciò che comporta appunto la soluzione À = 1 con le estremali

y = c sin t.
Poichè queste ultime non soddisfano nè le (1’) nè le ( 1" ) posso affer-

mare che se il problema (1) con le condizioni (1’) o ( 1") ammette estre-
mali si avrà 0  ~, ( z)  1.

1.12 Suddividiamo l’enunciato in tre proposizioni.

PROPOSIZIONE Se 0  1  zc/2 la soluzione ~,(z) del problema (1)
con le condizioni (1’) coincide con la massima radice ~,(z) dell’equazione
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e le corrispondenti estremali sono date da

La funzione Â(í) è continua in ]0, 

PROPOSIZIONE b). Se z = n12 la soluzione del problema (1) con le
condizioni (1’) è data da ~,(~c/2) == L e le corrispondenti estremali sono
date da

Poichè

e Â(T) è simmetrica rispetto a n12, essa è continua per r - n/2 (quindi
in ]0, n[).

Inoltre risulta

PROPOSIZIONE C). dalla (2) si ottiene l’equazione limite

La massima radice lo di questa equazione è la soluzione del problema (1)
con le condizioni

Le corrispondenti funzioni estremali sono date da

Si vede inoltre che
w ,. -1 , ~
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quindi è prolungabile per continuità in T==0. Più precisamente
si trova

1.2 Dimostrazione della proposizione a).

1.21 LIRMMA. Esistenza di (’r).
Fissato un valore io della variabile r, con 0  io  ~/2, si ottiene

Di modo che ~,) &#x3E; 0 per Â *0, A *ljn2. Da ciò e dal comporta-
mento di f ( zo , Â) nell’intorno dei punti A = 1 /n2 segue che per ogni 7:
fissato e compreso strettamente fra zero e n/2 esiste uno ed un solo
valore tale che

Tale valore ~(To) è la massima radice della (2) perchè per A &#x3E; 1 si ha

f(Io , À)  0 . 
_

Per note proprietà delle funzioni implicite, la funzione A = ~( T)
cos  ottenuta è continua in ]0, ~c/2[.

1.22 DIMOSTRAZIONE. Poichè Y"EL2[0, n], si può porre in media
quadratica

Dalla assoluta continuità di y’(t) e dalle condizioni y(0) = = 0

segue

ed entrambe queste serie convergono uniformemente in [0, La (1)
diviene allora
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mentre la condizione = 0 fornisce il vincolo

Pertanto, ricordando che 0T~/2y si ottiene

Eliminato cos  il vincolo, la diseguaglianza (6) diviene

Osservo che, supposto (in accordo con i risultati del Lemma 1.21) sia
~~1~ si ha

da cui segue

Poichè nella (11) il segno uguale ha luogo soltanto per

condizione necessaria e sufficiente perchè sia valida la (10) è che riesca
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Anzi, perchè anche nella (10) si verifichi il caso di eguaglianza, deve
essere

cioè

Lo studio fatto nel Lemma 1.21 di questa equazione ci assicura che
soltanto la sua massima radice 1(’r) è compresa fra 1 ed 1; è anche
immediato verificare che per 1(~-)  A  1 si ha

La prima parte della dimostrazione è terminata: À(i) == ~,(z).
Restano da scrivere esplicitamente le estremali. Dalle considera-

zioni svolte segue che il segno uguale ha luogo nella (10) per

Sostituendo questi valori di b nell’equazione del vincolo (7) si ottiene

e le estremali sono proprio date da (3).

1.3 Dimostrazione della proposizione b).

1.31 Dai già citati risultati relativi alla (1) con le sole condizioni
y(0) = y(n) = 0, segue che se y E A[o, n/2] ed y(0) = y(7r/2) = 0 si ha

e le estremali sono date da y = e sin 2t per 0 ~ t c ~/2.
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Analogamente se n] ed y(n/2) = y(n) = 0, si ha

e le estremali sono date da y = k sin 2t per 
Nell’enunciato della proposizione b) y E A[0, n] e soddisfa le con-

dizioni y(0 ) = y (~/2 ) = = 0 ; pertanto si ha

Ne segue = 1 e le estremali sono date da y = 7~ sin 2t per
0  t  i. L’identificazione delle costanti c, k è resa necessaria dall’ipo-
tesi di continuità di y’(t).

1.32 Dimostriamo ora che

Dalla proposizione a) è noto che per 0  T  y~/2 si ha identicamente

Moltiplicando questa identità per 1 - 4~, ( z) e passando al limite per
T2013~/22013Oy ottengo

Osservando che
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ottengo

Da ciò segue facilmente

Dalla (13) e dalla (16) si ottiene

Ora che è noto il valore del limite di A (-t) per T2013~/22013Oy e quindi
per simmetria per z ~ ~/2, possiamo facilmente ottenere una for-

mula asintotica di ~, ( ~) per z --~ ~/2 .
È infatti lecito passare al limite per z ~ ~/2 nella serie

migliorando il risultato dato dalla (16) ed ottenendo

e quindi

da cui

1.33 OSSERVAZIONE. Vista la continuità di ~,(z) per -r = ~/2, ci

si può chiedere se anche le relative estremali y = 1~ sin 2t si raccor-
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dino con continuità a quelle f órnite da (3) relative a 0  1  n/2.
La risposta è affermativa, purchè nella (3) si esprima la costante arbi-
traria e in funzione di i e precisamente si ponga

Le estremali sono allora date da

Passando al limite si ottiene

ed era ciò che si voleva. Questo artificio dispensa da una normaliz-
zazione della famiglia delle estremali, quale si potrebbe ottenere im-
ponendo la condizione

1.4 Dimosiraczione della proposizione c) .

1.41 LEMMA. Studio della equazione (4).
Procedendo in modo analogo a quello del Lemma 1.21, si vede

che l’equazione

possiede una ed una sola radice lo compresa fra ) ed 1; essa è anche la
massima radice dell’equazione (4).

Per calcolarla pongo a = Â-~ ed ottengo

Pertanto la massima radice lo dell’equazione (4) si ottiene in corri-



345

spondenza alla minima radice positiva dell’equazione

Si trova

1.42 Verifico ora che

se e soddisfa alle condizioni ~(0)==~(0)==~(~)==0. Se il

problema ammette estremali si ha lo  1 (cfr. 1.11), la dimostrazione
è strettamente analoga a quella della proposizione a).

Pongo, in media quadratica

da cui, tenendo conto delle condizioni = = 0, ottengo le serie,
uniformemente convergenti in [o, ~],

Infine la condizione y’ (0 ) = 0 fornisce il vincolo

Usando la (19) la diseguaglianza da dimostrare (1) diviene
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Supposto (in accordo con il Lemma 1.41) ~~ly posso scrivere

da cui segue

Poichè nella (21) il segno uguale ha luogo per

c costante arbitraria ,

condizione necessaria e sufficiente perchè sia valida la (20) è che riesca

Anzi, perchè anche nella (20) si verifichi il segno di eguaglianza deve
essere

cioè

Sapendo dal Lemma 1.41 che soltanto la massima radice lo di questa
equazione è compresa fra  ed 1 la dimostrazione termina come in 1.22.
Restano da ricavare le estremali; dalle considerazioni svolte segue che
il segno uguale ha luogo nella (20) quando
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mentre bi si ottiene dall’ equazione del vincolo (19). Si vede cos  che

le estremali sono proprio date da (3’ ) .

1.43 Vogliamo ora dimostrare che

Noi sappiamo che per 0  7:  ~/2 la soluzione A(r) del problema (1)
con le condizioni ( 1’ ) è definita implicitamente dall’ equazione

Per studiare il comportamento di ~,(z) per 1 - 0+ sostituiamo l’equa-
zione 1(-r, Â) = 0 con l’altra

dove

è il polinomio di 0,ebygev.
Questa equazione per T==0 fornisce l’equazione limite (4), perciò

Applicando il teorema del Dini alla (22) in un intorno del punto (0, lo)
con ragionamenti analoghi a quelli svolti in [10] si conclude che

Perciò la funzione ~,(z) si può prolungare per continuità nel punto
z = 0 e da questo momento in poi, quando useremo ~, ( z), la penseremo
sempre cosi prolungata, di modo che ~,(z) risulta continua in [0, yr/2]
(e quindi per simmetria in [o, ~] ) .

Per la dimostrazione della formula asintotica di ~,(z) in un intorno
destro dello zero rimandiamo al paragrafo 3.
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2. Teorema II.

2.1 Enunciato.

La funzione À(i) è decrescente in [0, n12] e quindi, per simmetria,
crescente in [~c/2, ~c].

2.2 Schema della dimostrazione.

Posto, come già nel Lemma 1.41, x== Ä-~, e quindi a(T) = [~,(~)]-~,
dimostrerò che a(i) è crescente in [0, ~/2]. A tale scopo mostrerò che
a’(z) &#x3E; 0 in ]0, ~/2 [. Posto

tenendo conto della (5), si ottiene

Dobbiamo quindi verificare che

La dimostrazione è un po’ lunga perchè ~X) cambia segno nel
rettangolo R

Essa si può suddividere in tre parti.

Parte I: somma della serie

e quindi espressione in termini finiti di oc).

II: determinazione del segno di I’z(~, a) in alcune zone del
rettangolo R. Se ne deduce in particolare che il luogo di equazione
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a) = 0 (per 0  1  ~/2) è contenuto nella regione (*)

Si osserva a questo punto che 2(-r» &#x3E; 0 almeno in C ~  ~/2
e che quindi la dimostrazione del teorema II si può ricondurre al fatto
che le curve di equazioni ~X = ~X(T), ~X) = 0 con 0  T  ~/2 non
abbiano punti comuni in g e quindi in R.

Parte III: il luogo .hx è un arco di Jordan prolungabile fino alla
frontiera del rettangolo .R con estremi (O, ao) e (nl4, 2). Poichè la curva T
di equazione ~X = ~X(T) raggiunge anch’essa la frontiera di R con estremi
(O, ao) e (~/2? 2)? si dimostra che le curve h e 1~1 non hanno punti
comuni all’infuori di 

2.3 Dimostrazione della parte I.

Considero per 1  ~X  2 le serie

convergenti uniformente in T per 
Sommando ottengo

2.4 Dimostrazione della parte II.

2.41 LEMMA. La funzione v = (sinu)~u per n u  2n.
Si ha v(n) = v(2n) = 0, mentre v(u)  0 per n  2~. In [n, 2n]

l’equazione v’ (u) = 0 ammette una sola soluzione che coincide con la

(*) La regione H (simile a quella rappresentata nella fig. 2 di [10]) è
delimitata da due segmenti e da due archi di iperbole; a(n - 21) è un pro-
dotto e non un simbolo funzionale.
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minima radice positiva dell’equazione cotg u = 1/u cioè, come è noto
dal Lemma 1.41, con Il valore (sin fornisce il mi-
nimo assoluto della funzione in esame nell’intervallo considerato.

2.42 Esamino ora FT(7:, a) in R. Dalla (26) ottengo

Osservo che sin  0, mentre sin a(~ - 2z) cambia segno in R.
Consideriamo alcuni sottoinsiemi di .R nei quali si può facilmente

dedurre il segno di a) .
Sottoinsieme A: 0x(7r20132T)~. Si ha ovviamente 
Sottoinsieme B : ~ C  Si ha ancora FT(~-, a) &#x3E; O.

Infatti la funzione v = (sin u)/u decresce in da cui segue

e quindi a ) &#x3E; 0.

Sottoinsieme C :  Si ha invece a)  0.

Infatti la funzione v = (sin u)/u cresce in 
Resta da esaminare il segno di a) quando

cioè nella regione H. Come si comprende dal grafico della funzione
v = ( sin u) /u esistono in H valori per cui la funzione a) si annulla
cioè valori tali che

Inoltre in .g FT(7:, a) cambia segno. Da queste considerazioni e dal
comportamento di FT(7:, a) negli insiemi A, B, C segue che il luogo l~’1
è contenuto in H.

Consideriamo ora 2(-r» in ]0, n12[ ed osserviamo che essa è
positiva in ]~/4, ~/2[, in quanto per 7: variabile in quest’ultimo inter-
vallo (7:, x(r)) appartiene ad A.

Dal momento che a(z)) è continua in ]0, l’esistenza di un

punto in cui essa è negativa implicherebbe l’esistenza di un punto in
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cui essa è nulla; in tal caso la curva 1’ di equazione a = cX(1’) avrebbe
un punto in comune con T~ (ovviamente nella regione H ) .

Per dimostrare che F-r( ’t’, 2(,r» &#x3E; 0 in ]0, ~/2[ basterà quindi veri-
ficare che r e r1 non hanno punti comuni nella regione H.

2.5 Dimostrazione della parte III

2.51 Eseguo la trasformazione birazionale i3

la cui inversa è

Questa trasformazione muta il rettangolo nel trapezio

La regione H a cui appartiene il luogo hx si trasforma nel rettangolo

L’equazione di diviene

Il grafico della funzione (sin u)/u in mostra che la y(x) definita
implicitamente dalla (29) è funzione continua decrescente di x in

2n[.
Inoltre

e quindi è nel piano ( x, y ) un arco di Jordan prolungato negli
estremi ( 2 ~c, ~ )

Pertanto nel piano (T, a) il luogo è un arco di Jordan prolungato
negli estremi (O, ao), (nj4,2) i quali soltanto appartengono alla fron-
tiera di H (e di R).
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Ricordiamo che l’arco 1~’ di equazione a = ~X(~-) è definito implici-
tamente dall’equazione

con F(i, a) data dalla (26), ed è stato prolungato negli estremi (0, ao)
e (n/2,2); pertanto 13(T) verifica l’equazione

e le coordinate dei suoi estremi sono ( 2~, 0 ) .

2.52 Dimostriamo ora che le curve ‘~(1~), ’b(r1) non hanno punti
comuni all’infuori dell’estremo aon), cioè che il sistema

non ha soluzioni in 

Applicando il teorema di Cauchy al primo membro della seconda
equazione ottengo

Pertanto il sistema equivale a

È ora evidente che questo sistema non ammette soluzioni in 13(H),
visto l’andamento della funzione (sin u)/u in 2n].

Si conclude che anche le curve h e Ti del piano (i, a) non hanno
punti comuni fuori dell’ estremo ( o, ao ) e la dimostrazione del teorema II
è conclusa.
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3. Formula asintotica per ~,(z) in un intorno dell’origine.

3.1 Enunciato

Per semplicità di calcolo conviene operare sulla corrispondente fun-
zione a = oc(~-) = [Ä(~-)]-~; troveremo

La formula (31) per a(i) equivale alla conoscenza della retta tangente
alla curva T nell’ es tremo ( o, ao ) .

3.2 Dimostrazione

L’equazione F(1, a) = 0, con F(i, a) data da (26), determina h nel-
l’aperto R. La parte di frontiera di R definita da -t = 0, 1 C a C 2
verifica pure l’equazione F(z, a) = 0. Il punto (O, ao) è comune a .1~
ed a questa parte di frontiera. È ora lecito semplificare il calcolo sosti-
tuendo F(í, a) con

Poichè a) = 0, a) = 0, sviluppando ~x) in serie di Mac

Laurin, per ora della sola í, si ottiene

Eliminata la componente doppia T==0y l’equazione dell’arco .1 nel-
l’intervallo O  7:  11;/2 è affidata alla rappresentazione analitica

infatti ao ) = 0 .
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Sviluppando ora il primo membro della (34) anche secondo le po-
tenze di a - ao , si trova per la tangente all’ arco 1’ nel punto (O, ao)
l’equazione

Completando i calcoli si ottiene la (31).

4. Valutazioni numeriche di 

4.1 Maggiorante di À(1).

4.11 ENUNCIATO. Si ha

il segno uguale vale soltanto per r = n/2.

4.12 D’accordo con l’introduzione diciamo W[a, b] lo spazio lineare
delle funzioni y E A[a, b], nulle per t = a, t = b.

Diciamo inoltre W,[O, ] la classe delle funzioni che, oltre ad appar-
tenere a ’W’[o, oz], verificano una delle condizioni

Abbiamo dimostrato che

essendo la funzione ~,(z) determinata per nell’enunciato del
teorema I (paragrafi 1.11, 1.12).

Consideriamo ora per 0 C ~  n la classe ~c~ di funzioni defi-
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nite in [0, n] e tali che le loro restrizioni negli intervalli [O, z] e [ T, ~c]
appartengano rispettivamente a W[o, z] e n].

Nel caso sia T = 0 oppure identifichiamo ~] con

W[0, ~c]. In ogni caso n] è una estensione propria di W,[O, n].
Ne segue che, se il nostro problema è risolubile nello spazio ~],

si ha

con Â(l)(~-»Â(~-).
Vedremo che Â(l)(~-) &#x3E; ~, ( z), salvo che per ~- == ~c/2 ; più precisamente

dimostreremo che

4.13 DIMOSTRAZIONE. Sappiamo che, so y E W[0, o rispettiva-
mente si ha (cfr. 1.31)

Quindi so y E ~] si conclude immediatamente che vale la (36)
con data da (37).

Se ~c/2  z c ~ le estremali sono date da
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Se 0  1  Jt/2 le estremali sono date da

Per z~ _ ~c/2 esistono le estremali 
Resta da verificare ora per la diseguaglianza in senso

stretto tra e ~,~1’(~).
Osserviamo che

Sia ora 0  z  ~. Se z 0 n12 le estremali (38), (39) non sono deriva-
bili per t = 7: e non appartengono quindi a Wz[o, 1’&#x26;]; poichè anche il

problema (1) ammette estremali, ciò comporta senz’altro

Finalmente se T=yr/2y esistono nello spazio le estremali

y = c sin 2t, coincidenti con le estremali dello spazio Si ha
infatti

Per qualche considerazione sugli spazi funzionali sopra introdotti si
veda 4.14 di [10].

4 . 2 Minorante di À(1).

4.21 ENUNCIATO. Si ha

Il segno uguale vale soltanto per 7: = 

4.22 DIMOSTRAZIONE. Vista la simmetria rispetto a -v = n12 dei
due membri della (40 ), basta verificare la diseguaglianza per 

Poichè per 0T/2y verifica l’equazione (2) ed inoltre
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Risolvendo si trova appunto

Si verifica immediatamente che la diseguaglianza rimane vera per r = 0,
mentre si trasforma in una eguaglianza per r= n/2. La dimostrazione
è terminata.

4.3 Tabulazione di À(i) per 0 c z c ~c/2.

La tavola è stata calcolata per

Tolti i valori estremi di a(-r), A(-t), calcolati in precedenza (1.41, 1.31),
ci si è serviti dell’ equazione

con a) data dalla (26).
Le limitazioni ottenuta in 4.1, 4.2 per ~,(i) si traducono per a(i) nelle

e permettono una facile applicazione del metodo dicotomico alla riso-
luzione dell’ equazione a) = 0 per

Se ne sono poi ricavati i valori di Ä(1:).



358

5. Confronto fra alcune diseguaglianze di Wirtinger.

5.1 Enunciato.

5.11 PREMESSA. Accanto alle diseguaglianze

stabilite per le funzioni (*) dello spazio Wr[0y la prima in [10], la
seconda in questo lavoro, consideriamo nello stesso spazio anche la

(*) Per la definizione di Wz [0, n] si veda il paragrafo 4.12.
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diseguaglianza

Se 0 C T  n, indichiamo con Vz[o, ~] lo spazio delle funzioni asso-
lutamente continue in [0, ~] con derivata prima in L2[o, ~] e nulle per
t = 0, t = z e t = ~. Se 7: == O oppure 7: = ~z, indichiamo con Vr[0, ~]
lo spazio delle funzioni assolutamente continue in [0, n] con derivata
prima in .L2[o, n] e nulle per t = 0 e t = n. In ogni caso Trz[o, ~c] è
una estensione propria di Wr[0, n].

La diseguaglianza del tipo (43) è stata studiata in [9] nello spazio
Vr[0, ~] e si è trovato

con

Se 0T~/2 le estremali di (43’) sono date da

Se le estremali di (43’) sono date da

Tutte le estremali corrispondenti a ’~ = yr/2 si ottengono combinando
linearmente le (44) e (4~) ; fra esse sono da segnalare le y = c sin 2t
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che appartengono a Wn/2[0, ~] e pertanto già fin d’ora si può dire che

yr/2 le estremali sopra scritte non appartengono mai a Wr[0, ~].

5.12 Nonostante quanto detto, vale il seguente teorema.

ENUNCIATO. Si ha:

restando l’estremo superiore del problema variazionale (43) (il
massimo soltanto per -t - n/2).

Per la dimostrazione si rinvia al paragrafo 5.2.

5.13 COROLLARIO. Si ha:

con dato dalle (46) e (43" ), mentre

5.2 Dimostrazione.

5.21 Abbiamo già visto che la formula da dimostrare (46) è vera
per 1 = Vista la simmetria del problema rispetto a possiamo
limitarci alla sua dimostrazione per 0T?r/2.

La prima parte della dimostrazione è dedicata al caso 0  r  

la seconda al caso -t= 0.

5.22 Sia dunque 0Tyr/2, poniamo c = 1 nella (44) e diciamo
y(t) la corrispondente estremale.

Scelto un arbitrario valore t5, con 0  t5  í, definiamo la variazione
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La funzione z(t) = y(t) -i- e(t) appartiene allo spazio Wr[o, n], e per essa
si trova

Poichè

si conclude che

e la prima parte della dimostrazione è terminata.

5.23 Dimostriamo ora che

cioè che

Accanto alla estremale y = sin t, ottenuta dalla (44) ponendo e - 1,
T=0y consideriamo, per 0ó~/2y la funzione x variata »

La funzione u(t) appartiene a n] e si ha
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mentre

quindi

e la seconda parte della dimostrazione è terminata.
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