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Un’osservazione su una sottoalgebra di O(X).

OSCAR STEFANI e ALESSANDRA ZANARDO (*)

Sia C(X) (risp. 0*(X)) I'anello delle funzioni continue (risp. continue
e limitate) di uno spazio topologico X completamente regolare e T',
in R. In [N.R.] si definisce C*(X) come il sottoinsieme di C*(X) for-
mato dalle funzioni f tali che M(f) & reale per ogni ideale massimale M
di 0(X).

Si verifica facilmente che C#(X) & una sottoalgebra di C*(X) retico-
larmente ordinata e con unitd. B noto che ad una sottoalgebra A4 di
C*(X) é associata una compattificazione di X se e solo se A contiene
le funzioni costanti e determina la topologia di X. Percid a COf(X)
& associata una compattificazione di X se e solo se O*(X) separa punti
e chiusi.

Per terminologia e notazioni si fa riferimento a [G. J.].

In questa nota daremo un esempio di uno spazio in cui, contraria-
mente a quanto implicitamente affermato in [N. R.], a Of non & asso-
ciata una compattificazione. Detto F il prodotto di §, copie di R con
la topologia usuale, dimostriamo infatti la seguente

PRrOPOSIZIONE. Ogni funzione di C#(E) & costante.
LEMMA 1. Se § & C-immerso in X ed fe C¥(X), allora f/S € C#(S).

Dim. Poiche S & C-immerso, ’'omomorfismo di restrizione ¢: f — f/8
& una suriezione di C(X) su C(S). Pertanto, se M & un ideale massimale
di ¢(8), M =¢“[M] & un ideale massimale di O(X). Se fe C¥X),
esiste un r € R tale che f — r € M e quindi (f — r)/8 € M, cioé M(f/8) = r.

(*) Indirizzo degli A.A.: Istituto di Matematica Applicata - Via Belzoni 7 -
35100 Padova.
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LEMMA 2. Per n>2, Cf(R") & costituito dalle funzioni di C(R")
costanti al di fuori di un compatto.
La dimostrazione si trova in [N. R.].

DIMOSTRAZIONE DELLA PROPOSIZIONE. Sia fe C*(E), E,= {x=
= (®,);ey€B: ;= 0, i>n}, f,=f/E,. Poiché E, ¢ C-immerso in FE,
il Lemma 1 implica che f,e C#(E,). Essendo FE, chiaramente omeo-
morfo a R", per ogni n>2 esistono a,> 0 e r,€ R tali che, posto
K,={z€B,: |z.|<a., 1<i<n}, f[E,\NK,]= r,(*); si pud anzi supporre
a, minimo fra quelli che hanno tale proprietd. Poiché f. ./E,= f.
per ogni n, segue che K,c K, , e inoltre r, =1, per ogni n>2;
quindi r,= r,= r per ogni »>2. Dimostriamo che f & costantemente
uguale a 7.

Sia € B (2= (#,).y); Ve>0, esiste un intorno A di x tale che
|f(x) —f(y)|<e Vye A. Faremo ora vedere che esiste un y e A tale
che f(y)=r, da cui seguira che |f(2) —r| < & Ve > 0 e quindi f(x)=1r.

Possiamo assumere A= () z;[4,], dove gli 4, sono intorni aperti

1<ism
in R di #;, 1<i<m. Prendiamo ¥ = (¥,)iy, €O y;,= &; per 1<i<m,
[Ymi1| > Gmyp1, ¥:=0 per ¢>m -+ 1. Allora ye B, K., ycd e

fly)= fm+1(?/) =r. C.V.D.

(*) Vedi Lemma 2.
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