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REND. SEM. MaT. UNIVv. PADOVA, Vol. 53 (1975)

Un problema ai limiti
per un’equazione astratta del secondo ordine.

ALBERTO VENNI (*)

Introduction.

In this paper the following boundary value problem is studied:

. (%—B)(%—I—A)uzf 0<i<T,
*

u(0) = U, , w(T)= ur X, ureX,

where T is a positive real number, X is a complex Banach space and
— A, — B are infinitesimal generators of analytic semigroups of bounded
linear operators from X to X.

Under suitable conditions, existence and uniqueness for the solu-
tion of the problem (%) are proved. Such conditions consist in permu-
tability of the operators A and B, in invertibility of the operator
A + B, and (as for the existence) in a Hélder condition on the func-
tion f and in being 7' larger than a certain positive real number, depend-
ing only on 4 and B.

After a suitable definition, under the same hypotheses, existence
and uniqueness of the Green’s function for the problem (%) are proved.

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico « S. Pincherle », Piazza di Porta
San Donato, 5 - 40127 Bologna.

Durante la preparazione del presente lavoro, I’A. ha fruito di una borsa
di studio del C.N.R.



292 Alberto Venni

The results of existence and uniqueness for the solution can be
extended to the following, more general, case:

f[l(d%—za,.)lj(%JrAk)u:f 0<t<T,
(%) #(0) :uo,...,fl:%l'(()):u,,_l,
wW(T) = vy, ..., %(T) = Vp—y -
If the space X is one-dimensional, the operators A4,,...,A4,,

By, ..., B, are identified with complex numbers and the equation which
appears in (%) can be reduced, with the usual method, to the equation

(k) %:HU—}—F,

where F' = (0, ...,0,f) and H is a square (m -- n)-matrix. Then the
solutions of the equation (k%) are given by

t
U(t) = exp (tH) C + f exp ((t—s) H) F(s)ds
0

where C is a constant (m 4 n)-vector and where the first row of the
vector function U is the very scalar function %, solution of the equa-
tion which appears in (#%). For instance, in the case m=n=1,
we have

exp (tB) —exp (— t4)

u(t)= C, exp (—t4) + C, A+ B

+

iexp (¢t—s)B) —exp (— (t—s)4)
+[ex G fls)ds .

The m -+ n constants are determined by imposing the boundary con-
ditions.
The matter, therefore, is to find such conditions that allow to
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« transport » this solution to the infinite-dimensional case; in this respect,
in comparison with the case m — n =1, the case when m and n are
arbitrary involves only formal complications.

1. Tpotesi e richiami di risultati noti.

Sono fissati uno spazio di Banach complesso X 5= {0}, un sotto-
spazio vettoriale D di X, denso in X, e gli operatori lineari chiusi
A:D—-X, B:D—X. Come & d’uso si denotano con go(— A) e con
o(— B) gl’insiemi risolventi degli operatori — A4 e — B; se A o(— 4)
(rispettivamente o(— B)) si pone R(A; —A)= (AI + A)~! (rispettiva-
mente R(1; —B)= (A + B)~'). Per ogni & €0, #[ poniamo S,= {1;
1€C, 1#0, Jarg | <9} (dove & inteso che — m<arg A < m). Con S,
denotiamo la chiusura di S;.

1.1 Iporest. Esistono &€ In/2, n[ e Oy R* tali che Ss, C o(— A) N
N o(— B) ¢ per ogni A€ Ss, risulta max{|R(1; — A)|, |[R(A; —B)|}<
< Cof1 + [A])

B noto che se vale l'ipotesi 1.1 — A e — B sono generatori infini-
tesimali di due semigruppi ¢ — exp (—t4), t— exp (—¢B), definiti in
un settore aperto Ss, (con ¥, —m/2 <& < 7/2), a valori in £(X, X) (al-
gebra di Banach degli operatori lineari continui da X in X) e tali che:

1.1.1 se Ee{A, B}, t—>exp(—tE) ¢ analitica su Ss (nella norma di
£(X, X)),

1.1.2 se Ee{A, B}, ponendo exp(—OE)=1 si ottiene che Vze X,
t—exp (—tE)x ¢ continua su Sy_n,5

1.1.3 se Ee{A, B}, vre X etc 8y, allora exp (—tE)ze D(E"), Vn>1;

1.1.4 se Ec{A, B}, allora VteSs ¢ per ogni n>1

o exp (—tE) = (— B)" exp (— 1)

1.1.5  esiste una curva I" continua e contenuta in Ss,, tale che se E € {A, B}
¢ 1€ 8s,, allora

exp (—tE) = 2_}12 exp (M) R(A; — E)dA;
r
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1.1.6 esiste O €R*, e per ogni n intero non negativo esiste M, reale posi-
tivo tale che se B {A, B} et € S5, \{0}, allora | B" exp (— tH)| <
M,|t|-" exp (— d(Ret));

1.1.7 se E€{A, B} ¢ we D, allora la funzione t— exp (—tE)x (con
t reale mon megativo) é derivabile anche per t= 0, con derivata
uguale a — Ex;

1.1.8 se E€{A, B}, TeR*, v:[0, T]— X ¢é continua e tale che per
t>0 v(t)eD e v ha derivata uguale a — Ev(t), allora Vi e[0, T]
v(t) = exp (—tHE)v(0).

(Per tutti questi risultati si veda [5], [6] e inoltre [2], [3], [4]).

1.2 OSSERVAZIONE. Se vale 'ipotesi 1.1 non puo essere 4 + B = 0.
Infatti, se vale 1.1 e A + B= 0, allora g(— A)= C e per ogni 4 com-
plesso |R(A; —A)| < Cy(1 + |4])-. Poiche, come & noto, 1 - R(4; — A)
¢ analitica su go(— A4), allora (cfr. [1], pag. 232 e 237) si ha che per
ogni A complesso R(A; —A)= R(0; —A)= A-1. Dunque, essendo
[A-1| < Cy(1 + |A])* VAeC, deve essere A~1= 0, e cid & possibile solo
se X = {0}. Ma questo é stato esplicitamente escluso.

1.3 OSSERVAZIONE. Supponiamo che valga 1.1. Allora esistono 4!
e B-! e appartengono a £(X, X). Anche AB-! ¢ BA-! appartengono a
£(X, X). Pertanto, da A 4+ B= (AB-'+ I)B= (I + BA1) A, segue
che se min {|AB-!|, |BA-'|}< 1, allora (4 4 B)-! esiste e appartiene
a £(X, X).

1.4 IPoTESL (A + B)~! esiste e appartiene a £(X, X).

1.5 IPOTESI. AB= BA (cioé s¢ x € D, allora Axze D se e solo se
BxeD e in tal caso ABx = BAx).

Studieremo ’equazione

() 2) -

con riferimento al problema di valori ai limiti

d d
SR L TN PR S

u0)=u,, wWI)=ur wecX, wureX.
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Chiamerd soluzione dell’equazione 1.6 sull’intervallo [0, 7] ogni fun-
zione u:[0, Tl — X, tale che:

1.8 wu ¢ continua su [0, T] e derivabile su 10, IT;
1.9 Vite]o, I[, u(t)eD;

1.10 la funzione t— (du/dt)(t) + Au(t), definita per 0 <t < T, ha co-
dominio contenuto in D, é derivabile e ammette prolungamento
continuo a [0, TT;

1.11 Pequazione 1.6 ¢ soddisfatta per 0 <t<T.

Si chiamera soluzione del problema 1.7 ogni funzione u che sia solu-
zione su [0, T'] dell’equazione 1.6 e che sia tale che #(0) = uy, u(t) = u,.

2. Alcuni risultati preliminari.

2.1 LEMMA. Valga Vipotesi 1.5 e A appartenga a o(— B). Allora:
2.1.1 VzeD, A-R(A; —B)x= R(A; — B) Ax.

Se in pin vale anche Vipotesi 1.1, allora:
2.1.2 se w€D e t€Ss,_npq, allora A exp (—iB)x= exp (—tB) Ax;

2.1.3 se Aep(—A) e t€ Sy, _npq, allora
R(A; — A) exp (—1tB) = exp (—tB)R(A; —A4);
2.1.4 set et appartengono a Ss_ .., allora
exp (—tA) exp (—t B) = exp(—t' B) exp (—tA) .

Infine tuttt 1 risultati rimangono veri scambiando A con B.

DIMOSTRAZIONE. Se vale ipotesi 1.5 e A€ p(— B), « € D, allora
x= AR(A; —B)x + B-R(A; — B)x, e poiché AR(A; —B)xzeD, allora
anche B-R(A; — B)x € D; pertanto da 1.5 segue che A-R(A; —B)xeD
e AB-R(A;—B)xz = BA-R(A; — B)x. Dunque

Aw—= A(MI + B)R(A; —B)w = (AI + B)AR(A; — B)w.
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Se al primo e all’ultimo membro di questa uguaglianza si applica
Poperatore R(i; — B), si ottiene 2.1.1.

Supponiamo che valga anche 1.1 e fissiamo e D, t € S5 2. Se
t=0, ¢ ovvio che A exp(—itB)x = exp (—¢B) Ax. Se t#0, tenendo
presente 2.1.1 e il fatto che A é chiuso, si ottiene

exp (—tB)Ax = 2%” fexp (M) R(A; — B)Azx dA =
r

= 21% A(exp (At) R(A; — B)x) dA= A exp (—tB)w .
Ir

Se Aco(—A) e te Sy _n5, tenendo presente 2.1.2, Voee X si ha
exp (—tB)x= (Al + A) exp (—tB) R(A; — A)x. Applicando a entrambi
i membri 'operatore R(A; — A) si ottiene 2.1.3.

Se t e t' appartengono a Sy _ . e t = 0, allora 'uguaglianza di 2.1.4
& banale. Se t5£0, tenuto conto di 2.1.3, Vxe X si ha

exp (—td) exp (—t'B)x =

= 2—% exp (At) R(1; — A) exp (— ¢/ B)x dA = exp (— t'B) exp (— td)x .
r

L’ultima affermazione & ovvia.

2.2 LEMMA. Supponiamo che valgano 1.1 e 1.5 e fissiamo teR*.
t

Se zeX e J'exp (—sA) exp (—sB)xds =0, allora x= 0.
0

DIMOSTRAZIONE. Anzitutto da 1.1.2 segue facilmente che s—

—exp (—sd) exp (—sB)x & continua per s>0. Sia a>0, arbitrario.
Tenuto conto di 2.1.4 si ha

a+i
f exp (—sAd) exp (—sB)xds =

a
t

= exp (—aAd) exp (— aB)f exp (—sA)exp(—sB)xds=0.
0



Un problema ai limiti per un’equazione astratta del secondo ordine 297

Sia 0 < b<t. Allora:

a+b a+t a+t
fexp (—sA)exp(—sB)xds= (f—f ) exp (—sd) exp (—sB)xds =
a a a+tb
a+i
= —fexp (—sA)exp(—sB)xds =
a+b
a+b+t a+b+t a+b+t
=——( f — f )exp (—sd)exp (— sB)mds:fexp (—sA)exp (—sB)xds.
a+b at+t a+t

Da qui, per induzione su », si ottiene che Vn>0

b nt+b
fexp (—sA) exp(—sB)xds = fexp (—sA) exp(—sB)xds .
0 nt

ni+b

Ma (per 1.1.6) ]]fexp (—sA) exp (—sB)zds| <bM3|z| exp (— 20nt) che
n't b

tende a 0 per n — co. Dunque Vb €0, t] [exp (—s4) exp (—sB)zds = 0,
percid 0

b

0 =1lim % exp (—sd)exp(—sB)rds=-exp(—04)exp(—0B)z = .
b0+
0

2.3 LEMMA. Siano S e T spazi topologici compatti ¢ SXT abbia
la topologia prodotto. Siano Y, Z spazi di Banach esia F: SX T — (Y, Z)
tale che Vye Y (s,t) — F(s,t)y sia continua su SX T. Fissiamo s, S
e un compatto K c Y. Allora per s—s, la convergenza di F(s,t)y a
F(sy,8)y & uniforme rispetto a (t,y)e TX K, cioé

lim( sup [ F(s, t)y— F(so, )y])=0.

s—>8p (LYIETX K
DiMOSTRAZIONE. Poiché S X T ¢ compatto, dal teorema di Banach-
Steinhaus segue che

sup [F(s, )| < O<—+ oo.
(s,t)eSx T
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Fissato ne R, V(t,y)e TX Y esistono un intorno U(t,y) di s, e
un intorno V(¢,y) di ¢, tali che

(s, Y eUt, )XV, y) = |F(s',t)y—F(so, )y <37 .

v 4
Sard T = UV(tk,y) per certi t,,...,t, € T; sia allora U,= ()] U(t, ¥)-
k=1

Se (s, t) € U >< T, esistera ke {1, ..., p} tale che (s, t) € U(te, y) X V(tx, ¥).
Dunque |F(s,t)y— F(so, )y | <|F(s, )y — F(s0, te) Y[ + [F (80, )y —
— F (s, )y <n. Sia eeRt; allora esistono y,,...,y,€ K tali che se
y € K allora esiste je{1,...,q} tale che ||y—y,~]|<e/30’. Per quanto
sopra visto e possibile trovare un intorno U, di s, tale che

(8,0) € Us X T = | F(s, 0)y;— F (0, )y, <% Vie{l, ..., q .

Dunque se se€ U,, quali che siano te T e y e K, scelto opportuna-
mente j in {1, ..., ¢}, si ha:

1B (s, )y — F(s0, )y | < (1B (8, ]| + [ F (30, )]} |y — 5] +
+ [ F(s,0) s — F(s0, 1) sl <e .
2.4 LeEMMA Sia T e Rtesia A= {(t,s); (t,s)€[0, T]X[0, T'], t #s}.
Sia L: A~ (X, X) e valgano le seguenti proprietd:
2.41 VxeX (t,8)—> L, s)x & continua su A;

2.4.2 Vte[0, T], esistono L*(t,t) e L (L, 1) in L(X, X) tali che

Vee X Lt tye= lim L(r,o)e e L (o= lim L(7,0)x

(7,0)—>(t,1) (7,0)—>(i,t)
0<o<z<T o<r<o<T

(per ragioni di comoditd, invece di L(t, s) scrivero anche Lt(t, s)
se 0<s<i<T, e L (t,8) se 0<t<s<T);

2.4.3 se (t,8)e 4, allora 3d, L(t, s) € L(X, X) tale che

— L
VeeX d,L(t, 8)x = lim Lith s)e (¢, s)a
h—>0 h
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244 VzeX la funzione (t,8)—d,L(t, s)x é continua sull’insieme
{@, s); (¢, 8) €10, T[x[0, T7], t #s};

2.4.5 esistono una funzione continua y:10, T[ —R* e wuna costante
reale fe[0,2[, tali che se te]0, T[, s€[0,T] e t+#s, allora
ld L2, 8) | <y(8)|t—s|-*;

2.46 se xeX e (t,1,t)e]0, T[X[0, TIX[0, T], allora la funzione
s —d,L(t,, s)x é integrabile sull’intervallo di estremi t, e t, e
t

(toy t1, ts) — [’dlL(to, s)xds é continua su 10, T[ X[0, T]1x[0, T].
f

Cio supposto, sia a> 0, sia f—1<a<l e sia f:[0, T]— X per
cui esista C' € Rt tale che (¢, ) € [0, T1X[0, T] = ||f(t) —f(s)]| < C'|t — 5|~
Allora Vte]o, T[ la funzione s—d, L(t, s)f(s) & imtegrabile su [0, TT;

inoltre, posto v(t fL(t s)f(s)ds (per 0<t<T), si ha che v é deri-
vabile e
T

o 0= D7, 0 — I, 01/ + [4,L(t, ) (s) do

0

DIMOSTRAZIONE. Le ipotesi 2.4.1 e 2.4.2 e la continuita di f assicu-
rano che Vte[0, T] s — L*(t, 8) f(s) & continua su [0, t] e s — L7 (t, s) f(s)
¢ continua su [¢, T']; percid v ¢ ben definita. A maggior ragione, per
0<p<T/2, & ben definita su [p, T —¢] la funzione

t._

t— v,( t)-—th 8)f(s) ds—l—fL(t 8)f(s)d

t+e

B chiaro che Vie]o, T[ hm ve t) = v(t). Si ha poi che, a causa di 2.4.6,

s —>d,L(t, 8)f(8) & mtegrablle su[0, T] e per 2.4.5 |d, L(2, s)(f(s) — f(?)) | <
<C'p(t)|t—s|*#: essendo «a—pf>—1 cid prova che (per t fissato in
10, T[) s —d,L(t, 8)f(s) & integrabile su [0, T].

Sia 0 <9< T/2 e calcoliamo (d/dt)v,. Sia 0 < |h| < }p; allora

i—e
ve(t + h) — vo(?) =f L(t+ h, 8) — L(3, s) f(s) ds +

h h
0
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TL b L 1l+h—g
— L(t
o [REAER =00 1) 45 13 (26, 51100 +
t+e t—e
1 t+e 1t+h—e
+3 f L(t, 5)f(s) ds + 3 f (L(t -+ b, ) — L(t, 8)) f(s) ds +
t+o+h t—o
t+o o
+ % f(L(t + h, s) — L(2, 8)) f(s) ds —_—kz Ji(h) .
t+o+h -t
Da 2.4.1 segue
lim Jy(h) = L*(t, t — @) f(t — o) , lim Jy(h) = — L~ (¢, ¢+ @) f(t+ 0) -
h—0 h—0

Dalla uniforme continuitd di (¢, s) — L*(¢, s)f(s) sul compatto {(¢, s);
0<s<t<T} e di (t,s)—> L (¢, 8)f(s) sul compatto {(t,s); 0<t<s<T}
segue

lim J5(h) = lim Jg(h) =0 .

h—>0 h—0

Ai primi due integrali si pud applicare il teorema di Lebesgue della
convergenza dominata; infatti, tenendo conto del fatto che per p<
<t<T—p e per |h|< /2 Vintervallo di estremi ¢, ¢ 4 h & contenuto
in [p/2, T —p/2], si ha

t+h
“ Litt+h8) — L, 8) ” — “ % f d, L(E, 5)1(s) d& “ <
i

h
( ; 1 \-8 .
= e/zéiaﬁg,zy( )) (§ 9) (012;‘2! I17( )H) .
Dunque
t—eo T

lim (J,(h) + Jo(h)) = | d,L(t, 5) f(s) ds + | &, L(2, 8) f(s) ds .

. 0 t+o
Pertanto,

d
Vie[o, T — o], ave(t)=13+(t,t—e)f(t-e)—

t—e T
—L (¢, t+ o) ft+ e)+(f+f) L(t, s) f(s) ds .

0 ti+e
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La sopra menzionata uniforme continuitd di (¢, s) — L*(¢, s)f(s) e di
(ty 8) > L (¢, s) f(s) assicurano che

lim (L* (¢, t— 0) f(t — @) — L~ (¢, t+ ) f(t + ) = (L* (¢, t) — L~ (£, 1)) (2) ,

e—>0+

uniformemente rispetto a ¢ €[0, T]. Sia poi W un compatto contenuto
in 10, T[ e sia g, un elemento di 10, 7'/2[ tale che sia W cC Joo, T — o[-

Sete W e se 0<t; <t<t,<T, allora, posto C = max y(s), risulta
SEW

| [a: L, 9)2ds| < Ott—t)*a] ,
0

|[aLt, )2 ds| < 0T —t)t,—t)F ] ,

129

ty T
cosicché o — fdlL(t, s)wds e x— fdlL(t, s)x ds appartengono a £(X, X)
0 124

Poiché per 2.4.6 esistono

i

lim |d, L, s)xds =fd1L(t, 8)xds

ti—>t~

T
lim |d,L(, s)xds =fd1L(t, s)xds,
to—>tt
ne segue (per il teorema di Banach-Steinhaus) che x — JdlL(t s)xds
e r— fdl (t, s)xds appartengono a £(X, X), e infine V(¢,1,,t,) e WX
X [0, T]><[0 T] la funzione z — fdlL(t s)xds appartiene a £(X, X).
Si pud allora applicare il lemma 2.3 sostituendo i compatti 8, 7, K

t+o

con [0, g,], W, f(W) e ponendo F(g,t)x= fdl (t, s)xds; otteniamo
i—e

20
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cosi
t+o

lim fdlL(t, 8)f(t)ds=0,
e—>0+
e<<g, t—e

uniformemente rispetto a ¢ W. D’altra parte

t+eo t+e

“ fdlL(t, 8)(f(s) — /() ds <00'( f |t—sl*-ﬂds)=0”e“—"“::o?0,
t—eo t

uniformemente rispetto a t € W. Dunque, uniformemente rispetto at e W

T
tim & o) = (£ (6, — (¢, 0) () + [ 4,5, )05 d .
ot
000 0

Cid prova il lemma.

3. Definizione ed esistenza di una funzione di Green.

Chiameremo funzione di Green per il problema 1.7 ogni funzione
G:[0, T1x[0, T]— £(X, X), che goda delle seguenti proprieta:

3.1 Vsel[0,T] G(0,8)= G(T,s)=0;
3.2 VzeX (t,8)—>GQ(t, 8)x & continua su [0, T]X[0, T'];
3.3 V(,s)ed (v. lemma 2.4), esiste d,G(t, s) in L(X, X) tale che

G(t+ h, 8)o— G, 8)o
h ’

Vee X d,G(t, s)x = lim
h—>0

3.4 Vte[0, T[ esiste di G(t,t) e L(X, X) tale che

VeeX df G(t,t) » = lim G+ ht)z— G, t)a;’
h—>0* h
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3.5

3.6

3.7
3.8

3.9

3.10

e Vte]0, T'] esiste dy G(1,t) e L(X, X) tale che

G+ h, Yy —G(t, t)o
h ?

VeeX di G(t, t)x =1lim
h—0~

inoltre Vi€ 10, T[ df G(t,t) —d; G(t, t) = I;

se per 0 <s <t< T poniamo df G(t, 8) = d,G(1, s), per 0<t<s<T
poniamo dy G(t, 8) = d,G(t, s), e se poniamo

W&, T)=di T, T)+1, dyG(0,0)=diG(0,0)—I,

allora, Ve e X, (¢, s) —>dj G, s)x ¢ continua per 0<s<i<T e
(t, 8) > diG(t, s)x é continua per 0<t<s<T;

VeeX e V(i s)e[0, T]x[0,T], G s)xecD ¢ VeeX (I,8)—
— AGQ(t, 8)x & continua su [0, T]1X[0, T];

VeeX e V(t,8)ed d,GQ(t, s)z + AG(t, s)x € D;

Vze X la funzione (1, s) — B(d,G (¢, s)x + AG(t, s)x) é continua
sull’insieme {(t, 8); (¢, 8) €10, T[ X [0, T'], t #s}; inoltre Vo e X e
V(2 t,1,) €10, T[ X [0, T]X [0, T] esiste

iy
f B(d,G(t, ) + AG(t, s)x) ds

21

ts
(t b1y 1) — f B(d,G(t, )@ + AGt, 5) @) ds
2%

é continua su 10, T{ X[0, T]1x[0, T];

esistono una funzione continua y: 10, T[ — R* ¢ una costante reale
B€[0, 2[ tali che se (t,s8)€]0, T[X[0,T] e t#s allora

|B(d:G(t, 8) + AG(t, 9))| <y®)|t—s|* ;

Vse[0, T] e Vze X la funzione t - d,G(t, 8)x + AG(L, 8)x & deri-
vabile su [0, s[ U s, T ela sua derivata é B(d,G(t, s)x + AGQ(L, s)x).
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Vale allora il seguente teorema.

3.11 TEOREMA. Valgano le ipotesi 1.1, 1.4, 1.5 ¢ sia T > (1/0)-
‘log My>0 (v. 1.1.6). Se H=1—exp(— TA)exp(— TB), allora H ¢
un omeomorfismo lineare di X su X. Se poniamo

3.11.1 Gy(t, s) = [exp (— (T —s)A) exp (— (T —1t)B)—
—exp (—TA)exp (— (T + s—1)B) + exp (—t4) exp (— sB) —
—exp(—(t—s)4)](4 +B)*H se 0<s<i<T

3.11.2  Gy(t, s) = [exp(— (T —s) A) exp (— (T —1t)B) —
—exp (— (T +t—s)A) exp (— TB) + exp (—tA) exp (—sB) —
—exp (—(s—1)B)](4 + B)'H* se 0<t<s<T,

allora G, ¢ una funzione di Green per il problema 1.7.

DIMOSTRAZIONE. Per 1.1.6
[exp (— T'A) exp (— TB)| < (M, exp (—0T))* <1,

e quindi H ¢ un omeomorfismo lineare di X su X.
Per t= s sia 3.11.1 che 3.11.2 danno
Gy(ty t) = [exp (— (T —1t) A) exp (— (T —1t) B) —
—exp (— TA) exp (— IT'B) + exp (—tA) exp (—tB)—I](A + B)"*H™*;

percid G, & ben definita.

(Proprieta 3.1) Che sia Gy(0, s) = G(T, s) = 0 si verifica immedia-
tamente usando, rispettivamente, 3.11.2 e 3.11.1.

(Proprieta 3.2) La continuitd di (¢, s) — G,(¢, s)x si ottiene sepa-
ratamente per 0 <s<t<T e per 0 <t<s< T, usando le definizioni di G,
e 1.1.2.

(Proprieta 3.3, 3.4, 3.5)
a) Se 0<s<ti<T, allora T+ s—t>T—1t>0, t>t—s>0;

percid, tenendo conto del lemma 2.1, da 1.1.4 e dalla definizione 3.11.1
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segue
d,Go(t, s) &= [exp (— (T —s) A) exp (— (T —1t)B) —

—exp (—TA)exp(— (T +s—1)B)]-B(A + B)*H'z +

+ [exp (— (t—s) A) —exp (—t4) exp (—sB)]-A(A + B)'H-'z .

b) Se 0<s<t= 1T, allora Gy(t,8)=0 e (per s—T < h<<0):

Go(t + hy s)x— Go(t, s)o
2 =

= %’ [exp (— (T'—s)A) exp (— (— h)B) —exp (— TA) exp (— (s — k) B)+
+ exp (— (T + h)A) exp (—sB) —
—exp(—(I'+h—s)A)|(A+ B)'H g =

_ [— exp (— (T4 h—s)A4) + exp (— (T —35)4)

2 +exp (— (T —s)4)-

exp (— (T + h)A) —exp (— T4)

.exp(—('—h’)B)—I__!_ . eXp(—sB)+

h

exp (— sB) —exp (— (s — h)B)

+ exp (— T'4) T

|+ Brm-a,

e questo, poiche (A 4+ B)-'H-'xe D, per h— 0- tende a
[exp (— (T —s)A)—exp(— TA)exp(—sB)]H 'x.

Dunque la formula che da d,Gy(t, s) per 0<s<i< T vale in realti
per 0<s<t<T e (¢, 8) = d,Go(t, s)x & continua per 0<s < t<T.

¢) Se 0<s=t<T e 0<h<T—1, si ha:
Go(t+ b, o —Go(t, )

- -
= [eXp ( (T —ya) TR T —t=WB) —exp (= (T—9B)

h

T — h)B) — exp (— T'B)

—exp (— TA) exp (— ( 3

+
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L exp (= h);f) —exp(—td) o p_ SR :A) —I].
(A4 B)"'H ¢ ——=57 [exp (— (T —t)A) exp (— (' —t)B) —

—exp (— TA)exp (— TB)| B(A+ B)"*H 'z +
+ [I—exp (—t4) exp (— tB)]-

‘A(A 4 B)y*H iz = lim d,Gy(z,0)x.
(7,0)>(t,1)

o<o<t<T
Cid prova la continuitd di (¢, 8)— di Go(t, s)x per 0<s<t<T.
d) Se 0<t<s<T allora T—t>s—t>0, T—s+1t>t>0

percio

d,Gy(t, s) @ = [exp (— (T——'s)A) exp (— (I'—1t)B)—
—exp (—(s—t)B)]B(4 + B)"'H 'z +
+ [exp (— (T —s +t) A) exp (— TB) —exp (—tA) exp (—sB)]-
A(4 + B'H-g.
e) Se 0 =t<s<T, allora (per 0 <h<s):

Gt 190 =Gl 92 _ 1 fexp (— (1—5)4) exp (— (T—1)B) —

—exp (— (I'+ h—s)A) exp (— TB) + exp (— hA) exp (— sB) —
—exp(—(s—h)B)](A+ B)"'H 'z =

—(I'—h)B) — —TB
=[exp(_(T__8)A)exp( ( )h) exp (— T'B)

L= exp(—(T+ h— 8):) +exp (— (T —s)4) exp (— TB) +

-+

+ exp (— sB) +

exp(—hd)—1 exp (— sB) —exp (— (s — h)B)] )
h h

“(A+B)*H g ——p-[exp(— (T — s) A) exp(— I'B) — exp(— sB)| H'x;

pertanto la formula che da d;Go(t, s) per 0 <t<<s<T vale in realta
per 0<t<s<T e (t, 8) > d,Gy(¢, 8)x & continua per 0<t < s<T.
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) Se 0<t=s8<T e —t<<h<0, allora

Gyt + h, ) — Go(t, D) —

h
_ [exp (= (T—1)4) exp (— (T—t—h)B’)b—exp (— (T—t@_
_exp (= (T+ h)z;) —exp (— TA)exp (— TB)+
4 exP (—+ h)z}i) —exp (—td) 1By — P (= (—hh) B)—1] .

“(A+B)*H ¢ ;> [exp (— T'4) exp (— I'B) — exp (— t4) exp (— tB)]-
-A(A + By "H-a + [exp (— (T — 1) 4) exp (— (T —t)B) — I]-

‘B(4+ B)*H-lxz= lim d,Gy(t,0)x.
(7,0)>(t,1)
o<T<o<T

Cid prova la continuitd di (¢, s) > dy Gy(t, 8)x per 0<t<s<T.
g) Che sia di Gy(t,t) —dy Gy(t,t) = I si verifica senza difficolta.

(Proprieta 3.6) Il fatto che G,(t, s)xz e D segue da 1.1.3 e dal fatto
che, comunque, (4 -+ B)"*H-*z e D. Per questo stesso motivo, a causa
del lemma 2.1, nelle espressioni che forniscono AG,(t, s)x si pud « tra-
sportare » 1'operatore A fino al posto immediatamente a sinistra di
(4 4+ B)"tH-'z, ottenendo (a causa di 1.1.2) la continuitd di (¢, s) —
— AG,(t, 8)x.

(Proprieta 3.7) Tenendo presente 1.1.3, si ha che per 0<s < < T,
essendo 0 < T —s<T,

d,Go(t, 8) @ + AG(t, s) w = [exp (— (T —s) A) exp (— (T —t) B) —
—exp (— TA) exp(— (T +s—t)B)|H'zeD

e per 0<t<s<T, essendo 0 <s—i<T —t,

d,Go(t, 8) @ + AG(t, 8) &=
= [exp (— (T —1t)B) exp (— (T —s) A) —exp (—(s—t)B)]H*zeD.
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(Proprieta 3.8) Tenendo presente il lemma 2.1, per 0<s <t < T
B(d,G(t, 8)x + AGy(t, s) ) = [exp (— (T —s) A) B exp (— (T —1t)B) —
—Bexp(— (T +s—t)B)exp(— TA)|Hx;
e per 0<t<s<T:
B(d,Go(t, s) @ + AG(t, 8) @) =
= [exp (— (T —s)A)Bexp(— (T —t)B)—Bexp(—(s—t)B)|H'=.
Cid prova la continuitd sull’insieme {(2, s); (¢, s) € 10, T[ x [0, T1, t # s}.
L’integrabilityh segue facilmente da 1.1.1, 1.1.2 e 1.1.4 e si ha:

se 0<t<T e O0<ty, t,<t
ty
f B(d, G, (t, )2+ AGy(t, $)a) ds =
t

2
:fexp (—(T'—s)A)ds-B exp (— (T —1)B) H1z +

t
+ [exp (— (T +t,—1t) B) exp (— TA)—
—exp (— (T +t,—1t)B) exp (— TA)|H'»

mentre se 0 <t<T e t<ty, t,<T

ts
fB(leo(t, s)x + AGy(t, s)w)ds =

121
ty

:fexp (—(T'—s)A)ds-Bexp (—(T—t)B)H 'z +
ty
+ [exp (— (t,—1t) B) —exp (— (t,—1t) B) | H ' .

B immediato constatare che se W,= {({,t,%); 0<t<T, 0<t,,
<t} Wo={t t,t); 0<t<T, 0<ti<i<L,<T}, Wi=/{(t t,t);
4

(t, b, ) € W}, Wo={(t, t,,8); 0<t<T, t<t,, t,<T}, allora |J W,=
k=1
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=10, T[ x[0, T1x[0,T], W, (k=1,2,3,4) & chiuso relativamente a
10, T[ x [0, T} %[0, T] e su W, (k=1,2,3,4) la funzione (i,1,,1?,) —
t

— ﬂi‘(dIGo(t, 8)x + AGy(t, s)x)ds & continua.
1

(Proprieta 3.9) Se 0<s<<t<< T, allora (v. 1.1.6)

IB(@,Gult )+ 4G, 9] 5] < 30,24 12| [ =5+ 122 ]

t .
T—1¢’

<2 M, M, | H|

se 0 <t<<s<T, allora

| B(d, Golt, 5)+ AG(t, 8)] [t —s| < My M, | H~| [_;':tt T i—:‘ﬁ] =

<2M,M,|H*|"
Dunque vale 3.9 con f=1 e con yp(t) = 2M,M,|H| per 0<t<T/2,
y(8) = 2M, M,|H-|t/(T —1t) per T/2<t<T.
(Proprieta 3.10) Per 0<s<<t<T si puod scrivere
d,Go(t, )& + AGy(t, s) o= exp (— (T —t)B) exp (— (I —s)A)H'w —
—exp(—(T 4+ s—1t)B)exp(—TA)H'x
(lemma 2.1). Poiché 0 < T'— s< T siha che exp (— (I —s) A)H-ze D
exp (—TA)H*xeD; percid t— d,Gy(t, s)x + AGy(t, s)x si pud deri-
vare, con derivata uguale a B(d,Go(t, )z + AGy(t, s)x), su tutto Js, T]

(cfr. 1.1.7).
Se 0<t<<s<T, allora

d,Gy(t, 8)x + AGy(t, s)x =
= [exp (— (I —t)B) exp (— (T —s) A) —exp (— (s—t) B)]H 'z,

e poiche 0 <s—it<T —t, da 1.1.4 segue il risultato.

4. Esistenza di una soluzione.

4.1 TreoREMA. Sia T eRt e sia G:[0, T]X[0, T]—£(X, X) una
funzione di Green per il problema 1.7. Con riferimento al numero reale
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della proprieta 3.9, sia f—1 < a<l, a> 0. Sia {:[0, T]— X tale che
esista C e R+ tale che V(t,s) E[O T1x[0, T] risulti |[f(t)—f(s)]| <

<OJt—s|* Se Vte[0, T], u(t)= fG(t 8)f(s)ds, allora u ¢ soluzione del
problema 1.7 con wy= up= 0.

DIMOSTRAZIONE. Dalle proprietd 3.2, 3.5, 3.6 e dal teorema di
Banach-Steinhaus segue che esiste C'c Rt tale che

4.1.1 max{ sup  |G(, 9)], sup |[d1 G, s)|l,
(t,8)€l0,T1 x [0,T1 0<s<<T
sup [diG(, )|, sup 4G, 9)[}<C".
0<I<s<T (t,8)€10,T1 % [0,T1

Dalla proprieta 3.2 e dalla continuitd di f segue la continuitd di s—
— GQ(t, 8)f(s), e quindi % & ben definita. Per la proprieta 3.2 lim G(%, s)-
>t

-f(8) = G(ty, 8)f(s) e la convergenza & dominata (su [0, T]) a causa di
4.1.1 e della limitatezza di f.
Dunque # e continua su [0, T']. Per 3.1 %(0) = u(T)= 0. Inoltre,

u(t+ h)—ult) ¢ G(t+ h, 8) — G2, 8)

vielo, T1, o = 7 f(s)ds ;
0

per h—0 lintegrando tende puntualmente (se s+#1%) a d,G(t, s)f(s)
e poiché

h

o<t

e e fd (6, )1(5)dE | < 0’ max [f)],
la convergenza & dominata e
i T
%
® o=[ace 910
(1]

Se t—>1t,, per s#ty, d,G(t, 8)f(s) —>d,G(ty, s)f(s) (v. 3.5) e ancora per
4.1.1 la convergenza & dominata. Dunque du/dt & continua su [0, T'].
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T
Da 3.6 segue che Vie[0, T] esiste [AG(,s)f(s)ds e che
0

T
t —>fAG(t, 8)f(s)ds

0

& continua su [0, T']: poiché A & chiuso cid prova che, Vte[0, T,
u(t)eD e t— Au(t) & continua su [0, T'].

Ora, per (t,s)e[0, T|1X[0, T], t+#s, poniamo L(¢, 8) = d,G(t, s) +
+ AG(t, s), e facciamo vedere che sono soddisfatte le ipotesi del
lemma 2.4.

La condizione 2.4.1 segue subito da 3.5 e da 3.6. Dalla proprieta 3.5
segue anche la condizione 2.4.2 con L*(tt)= df G(t,t) + AG(L, 1),
L=(t, t) = d{ G(¢, t) + AG(t, t). La condizione 2.4.3 & diretta conseguenza
della proprieta 3.10. Le proprietd 3.10 e 3.8 assicurano il verificarsi
di 2.4.4 e di 2.4.6. Infine, tenuto conto della 3.10, la proprieta 3.9
assicura la condizione 2.4.5. Percid valgono le conclusioni del lemma 2.4.
In particolare, Vte 0, T[, & integrabile su [0, T] la funzione s—
— (0/ot)(d,G(t, s) + AG(t, s)) f(s), che, per s#t, coincide con

s — B(d,G(t, ) + AG(t, 8)) f(s)

(v. 3.10). Da qui e dal fatto che B é chiuso segue che per 0 <t < T
(du/dt)(t) + Au(t)e D e applicando 3.10 e il lemma 2.4 si ha:
T

B (G 0+ 4ut0) = [B@,6, 9+ 460, 9) fl 65—
1]

a (du . B

— 5 G0+ 4u0) - @ e v -0 0) 0.

Ma in questo caso per 3.4, L'(f,t)— L (t,t) = df G(t,t) —d; G(t, 1) = 1.

4.2 TEOREMA. Valgano le ipotesi 1.1,1.4 ¢ 1.5 ¢ sia T > (1/6)log M,.
Sia H=I1—exp(— TA)exp(— IB) e siano u, € X, uy € H(D). Allora
la funzione
t — wu(t) = [exp (—tA) —exp (— (T —1?) B) exp (— TA)| H*u, +

+ [exp (— (T —1%) B) —exp (—tA) exp (— TB)|Huy,

definita su [0, T], é soluzione su [0, T] del problema 1.7, con f= 0.
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DIMOSTRAZIONE. La continuitd su [0, T, le uguaglianze (0) = u,
e u(T)= up, la derivabilita su J0, 7] e il fatto per che ¢ €0, T u(?)
appartenga a D seguono immediatamente da 1.1.1, 1.1.2 e 1.1.3.

Poiché¢ H-'upe D, per 1.1.4 e per il lemma 2.1, se 0 < ¢ < T, si ha:

% () + Au(t) = exp (— (T — ¢)B)(A + B) exp (— TA)Hu,+
+ exp (— (T — ) B)(4 + B)H-uz.

Dopo di che, da 1.1.2 segue l'esistenza del prolungamento continuo
a [0, T], e un’applicazione della proprieta 1.1.4 conclude la dimostra-
zione.

4.3 CoOROLLARIO. Valgano le ipotesi 1.1, 1.4, 1.5 ¢ siano C, a, T
numert reali positivi tali che <1 ¢ T > (1/0) log M,. Sia f:[0, T]—+ X
tale che V(t, s) €[0, T1X[0, T] si abbia |f(t) —f(s)| <Ot — s|*

Sia infine H= 1 —exp(— TA)exp(—TB). Se upe X ¢ up € H(D),
allora il problema 1.7 ha soluzione.

DIMOSTRAZIONE. Segue subito dai teoremi 3.11, 4.1, 4.2 tenendo
conto del fatto che per la funzione di Green esibita col teorema 3.11
era f#=1.

5. Uniecita.

5.1 TEOREMA. Valgano le ipotesi 1.1, 1.5 e sia u: [0, T — X (dove
T eR*) una soluzione del problema 1.7 con uy,= up;=0, f=0. Allora
% =0.

D1MOSTRAZIONE. Per 1.10 esiste v: [0, ] — X, continua e tale che

Vt e 10, T[ v(t) = (du/dt)(t) + Au(t). Poiché u(0) = 0, deve essere, in
13

base a 1.1.8, u(t) = fexp (—(@—s)A)v(s)ds Vte[0, T]. D’altra parte,

(1]
per 0 <t<T si ha (dv/dt)(t)= Bo(t) e la continuitd di v su [0, T,
unitamente a 1.1.8, assicura che v(s)= exp (— (T —s)B)o(T). Per-

tanto w(tf) = fexp (—(t—s)A) exp (— (T —s)B)v(T)ds e in partico-
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lare
T

0= u(T)= fexp (— (T —s) A) exp (— (T —s) B) o(T) ds =
0

T
= fexp (—sd)exp (—sB)v(T) ds .
0

Ma allora (lemma 2.2) »(T)= 0 e cid prova il teorema.

5.2 TEOREMA. Valgano le ipotesi 1.1, 1.5 e sia T e R+, Siano
G,: [0, T]x[0, T1—£(X, X), G,: [0, TIX[0, T]—L(X, X) funzioni di
Green per il problema 1.7. Allora G,= @,.

DIMOSTRAZIONE. Sia G = G, —G,. A causa della proprieta 3.2 ba-
stera provare che per 0<i<T, 0<s<T & G({ s)=0. Fissiamo
reX e se]o0, TT.

Sia %:[0, T] - X, u(t)= G(t, s)x. Proverd che u & soluzione del
problema 1.7 con w,= uy= 0, f= 0; questo, per il teorema 5.1, pro-
veray il presente teorema. La continuita di # segue da 3.2 e u(0)=
=u(T)=0 a causa di 3.1. Vte[0,T] u(t)eD e t— Au(t) ¢ conti-
nua su [0, 7] (3.6). Per ts£s u & derivabile e du/dt & continua su
[0,s[ U]s, T] (3.3 e 3.5). Inoltre nel punto s la funzione u ammette
derivata da destra e da sinistra (3.4) e queste coincidono con i limiti
di (du/dt)(t) rispettivamente per ¢ — st e per t—s~ (3.5). Ma si ha
anche che

L) = (a1 G5, ) — A Guls, 9)) 2= (G, 8) + I —

—diGy(s,8) —I)w=— u(s) .

Percio du/dt esiste ed & continua su tutto [0, 7.

Sia k:[0, T]— X, h(t) = (du/dt)(t) + Au(t); allora (3.7 e 3.10) per
t#s h(t)eD e (dh/dt)(t) = Bh(t). A causa di 1.1.8, per s < t< T, h(t) =
=exp(— (T —t)B)(T) e la continuith di h fa s che h(s)=
= exp (— (T — ) B) h(T). Dunque h(s) € D (1.1.3) e (d*/dt) k(s) = Bh(s).
Analogamente, per 0<t<s & h(t)= exp(—(s—t)B)h(s), e poicheé
h(s)e D, da 1.1.7 segue che (d~/dt)h(s) = Bh(s). Cid prova il teorema.
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