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REND. SEM. Mar. Univ. Pabova, Vol. 53 (1975)

Su un’equazione astratta di tipo Tricomi.

ANGELO FAVINI (*)

SUuMMARY - In this note I consider the abstract equation
u"(2) = zAu(z), zeR.

First, I study the existence of a «strict » solution for the Cauchy problem
of hyperbolic type

u"(2) = 2B2u(z) , 2>0,
(1)

w(0) =u,,  w(0)=1u,,

B being a suitable linear closed operator in the Banach space X. I prove
that if w, and u, belong to D(B?) and D(B?), respectively, a strict solu-
tion exists. The abstract result allow me to obtain, for example, Tricomi’s
formula for the solution of the problem

0%u(z, x) 2u(z, x)
=2z

2 prrantl 2>0, xR,

) ou(0, z) _

(0, ) = wy(x) , P uy(x) , reR.

Then, I write explicitly a «strict » solution for the elliptic problem

u"(2) = 2Au(z), >0,
(3)

(0) = u,,

where A4 is a suitable linear closed operator in the complex Banach space X.

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico «S. Pincherle », Piazza di Porta
San Donato 5, Bologna.
Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. del C.N.R.
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The results apply, in particular, to the problem

02u(z, %u(z,
( w)=—z ulz :1;), 2>0, xeR,
(4) 022 ox?
(0, &) = uy(x) , rzeR.

Moreover, making use of the Theorem 1 (hyperbolic type), I find a
«solution » for Tricomi equation in the whole plane assuming the given
value u,(x) on the parabolic line z = 0.

1. Sia X uno spazio di Banach reale o complesso e sia B un opera-
tore lineare in X a dominio D(B) denso in X, generatore infinitesimale
di un gruppo fortemente continuo di operatori.

DEFINIZIONE 1. Siano u,, u, elementi di X. Diciamo che u(z), 2>0,
¢ soluzione stretta del problema (1) se u(z) é continua su [0, + oo[, ha
derivate prima e seconda continue su 10, + oo[, u(z) € D(B?), e vale la (1).

TEOREMA 1. Se w,e D(B?), u,€ D(B?), allora il problema (1) ha la
soluzione stretta

(5)  u(r)= Cof(l —12)-t exp [§ Bt t]u,dt +

-1
1

+ Oi2) (1 —12)~t exp [§ Bett]u dt, (),

-1

— 1___2-{ -1 — f g\t
dove C, (_flu #)-tay), ¢, (_[(1 )-tdt) .

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo prima di tutto che, in virti delle
ipotesi su u, e u, e delle proprietd del gruppo generato da B (cfr. [1],
pp. 11-12), u(2) € D(B?), 2> 0.

Indichiamo con y(z) e w(z) rispettivamente i due addendi nel secondo
membro di (5).

(*) La formula & motivata dalla espressione della funzione di Airy. Per
un’idea analoga, relativa all’equazione di Eulero-Poisson-Darboux, cfr. [2].
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Consideriamo %(2). Poiche w,e D(B?), riesce, eseguendo opportune
integrazioni per parti,

1
y'(2) = COf(l —2)~82{B exp [g Bzt t] Uy dt =

-1
1

= 20(,](1 — 2322 B2exp [i Bzt t] wo dt ;

-1

1
y'(2) = gz—" f(l — 1)tz B2t exp E Bt t] o dt +
-1

1

+ Cof(l —2)~$ 212 B2 exp [g Bt t] o At =
-1
1

= Cof(l — 1)} 2B% exp [g Bet t] o d8 +
-1
1

-+ Cof(l —2)~#(#*— 1 4 1)2B2exp [§ Bzt t] Uo At =

-1

1
= C’of(l —12)~¢2B%exp [g Bz*t] o dt = 2B2y(2) , 2>0.
-1

D’altra parte, poiché |exp[§Bztt]s —x| ——>0, xeD(B) e

lexp[§B2*t]|x.x< M explw|tlt]<M:, te[—1,1], z€[0,¢],

deduciamo che [y(2) — t,[ ——5> 0.

Inoltre, da exp[tB]Bxz = B exp[tB]x, Vo D(B), segue

1
ly'(2) ] <2 |1 —12)}

2—>0+

exp [g Bzt t] H | CoBuy|| dt ——>0 .
3 XX
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Cid prova che y(2) soddisfa il problema

y"(;) =2B(), 2>0,

lim y(2) = %, , limy'(z)=0.
20+ 2—0+

\

Ora, la funzione (t,2)—>(1—12)%exp[2Bs*t]u, & continua su
J—1, 1[ X[0, + oo[ ed & anche dotata di derivata parziale prima con-
tinua rispetto a z su J—1, 1[X[0, + oof (cfr. [4], pp. 481-483); allora

1
y'(2) = O'of(l —12)—%2t exp [ Bt t] Bu,dt, 2>0

-1
In particolare, y'(0) = 0. Vale poi
1
[y’ (2) —¥'(0)] = 2z00f(1 —12)t exp[$Bett] B2u,dt, 2> 0,
-1

e quindi esiste y”(0) = 0. Risulta anche
1
s 2
B2y(z) = O’of(l —{2)-sexp [5 Bz*t] B2uy dt 57> B2u, ,
-1

e percid I'equazione & soddisfatta anche in z= 0.
Passiamo ad esaminare la w(z). Con integrazioni per parti, si ha

1
w'(2) = le(l —t2)~dexp [g Bt t] w, dt +
-1

1
2
+ z zOlf(l —12)¢ B2z2exp [g Bzt t] wu, dt ,
-1

1
w"(2) = g 01f(1 —12)8 B2z2 exp [g Bzt t] u, dt +

-1
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1
3 d 2
bt {28 B2t Z Bzt =
+501f(1 12)8 B2z tdt(exp3Bz t]ul)dt
-1
1
= le(l — 12322 B2 exp E Bzt t] wu, dt -+
-1

1
-+ le(l —2)"#(t2+ 1 —1)22B2exp E Bz*t] u, dt =
-1

1
= 01f(1 —1%)422B?exp [g Bzt t] u, dt = 2B2w(z) , 2>0.

-1

Nello stesso modo col quale si & studiata la y(z), si prova poi che
w(2) 557> 0, w’(z)—%:ojr-wu1 e che w(z) & ben definita, insieme alle sue
derivate prima e seconda, anche nello zero e soddisfa l’equazione
anche per z= 0.

Dunque, la (5) & effettivamente soluzione stretta del problema (1).

APPLICAZIONE 1. Denotiamo con UCB(R) linsieme di tutte le
funzioni limitate e uniformemente continue su R, a valori reali o com-
plessi. UCB(R) é uno spazio di Banach se munito della norma ||f|,=
= sup |f()].

LP(R), 1<p< + oo, denota invece lo spazio di Banach di tutte le
(classi di) funzioni misurabili su R e di p-esima potenza sommabili,
con la norma usuale. Con AC,(R) intendiamo lo spazio di tutte le

funzioni localmente assolutamente continue su R.
Sia X = UCB(R) oppure X = LF(R). Definiamo

D(B)={fe X;je AC\(R), [ € X}, Bf={'.

Si sa (cfr. [1], p. 45) che B= d/dx genera il gruppo delle tra-
slazioni

(€?H@) =fx+1), [eX, tek;



262 Angelo Favini
inoltre, se reN e
feDB)={feX;f,f, ..., [""VeAC(R)N X, 7€ X},

risulta Brf= ", (cfr. [1], p. 43).
Cid premesso, consideriamo il problema (2). Esso non é altro che
la « parte iperbolica » dell’equazione di Tricomi (cfr. [7], p. 347 sgg.).
Dai risultati sopra richiamati e dal Teorema 1 segue che se u, € D(B?)
e u, € D(B®%), la funzione u(2, ) data da

1 1
u(z, 1) = Oy [(1 =13 ug(w + 32t ) dt + Oyo f (1 —12)-tuy (2 + 3ebe) dt
-1 -1

¢ soluzione di tale problema.
Effettuando il cambiamento di variabile z + 328t = &, otteniamo

:z',+§9s4l
W @)= Oy + 32— + 3 [ [(@ + 32 — (6 — (0 —30)] P wa(&126 +
x—&zi
x+§z’
+ 0f[@+ 32— ) — @ —3h)] Fuu) gk .
x—ﬁz*

Riotteniamo in tal modo la formula (6) di [6], p. 349.

2. Sia 0<w <7 e sia M > 0. Ricordiamo che per un operatore
lineare chiuso A nello spazio di Banach complesso X di tipo (w, M),
& possibile definire la potenza A% 0 < a <1, (cfr. [5], p. 269). A% ¢ di
tipo (aw, M) e se aw < w/2, — A* & generatore infinitesimale del semi-
gruppo exp[— tA*], olomorfo su |arg v|<7@/2 —aw e uniformemente
limitato per |arg 7| <@/2 —aw—e¢, £> 0.

In particolare, se o =%, exp[— vA4*] riesce definito su |arg 7) <
<76 + (*—w)/3 ed ¢ uniformemente limitato su |arg 7| < 7/6 +
+ (T—w)/3—¢, €>0.

Poicheé l'insieme risolvente di — A?¥ & aperto, esiste una curva rego-
lare I', contenuta in Re A < 0, coincidente con i raggi arg A= 4 6,
per |A| grande, 6 essendo un conveniente reale con 3n<0 < 3w, tale
che exp[tA}] & definito su I' e naturalmente, a «sinistra» di I" e in
un intorno a « destra» di I. A I" viene dato Porientamento antiorario.
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TEOREMA 2. Valgano su A le ipotesi fatte sopra e sia u, € D(A).
Allora la funzione

w(z) = oc-lfexp [etA? — /3 ugdt, o= fexp [—18/3]dt 40,
r r

¢ soluzione « stretta » del problema (3) nel senso che é definita e continua
su [0, + oof, @ valori in X, dotata di derivate forti prima e seconda con-
tinue su 10, + oof, u(z)e D(4), 2> 0, e soddisfa (3).

DimosTRAZIONE. In forza della scelta di I', per ogni t € I, || suffi-
cientemente grande, riesce |arg t*|<z/2 e quindi Re ® > 0; poicheé, poi,
la norma di exp [tA}] & uniformemente limitata su I, I'integrale risulta
convergente, addirittura anche per 2= 0.

In effetti, dalla sommabilitd di exp[—1/3] e dalla

lexp [2tA* —¢*/3]|x,x< Olexp[—#*/3]|, VteI, Vz>0,

si ha che lim u(2) = u(0) = u,.
20+

Poiché u,€ D(4) e A*APx—= A**Px per ogni weD(4), 0<a,p,
o« + p<1,

u'(2) = ac-lft2 At exp[atA — /3] ugdt = o! f 12 exp [stAY —13/3] AYu,dt .
Ir Ir

Di qui, integrando per parti, in base alla limitatezza del semi-
gruppo, otteniamo

w'(2) = oc-lj exp [stAt —13/3]2A¥ (A uy) dt = zAu(z), 2> 0.
Ir

La prova dell’affermazione & cosi terminata.

OSSERVAZIONE. Mostriamo che, nelle ipotesi del Teorema 2, u(z)
¢ derivabile due volte anche nell’origine e soddisfa ivi la equazione.
Notiamo che da

w'(2) = ! f tA? exp [2tAY —13/3uo dt = o~ f t exp [#tAY —13/3 A¥]u, dt
r r
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segue

3
U (R) g ot ( ft exp [—— %] dt) Abyy = BAtu, .
Ir

Si ha allora

21 [u(e) — u(0)] — ot (ft exp [— tg] dt) Aby, =
r

— /3
— o1 f (&[zt—/—]‘ [exp [ztAi]uo — wy— teAbu,]dt
r

e quindi, se 2€]0, 1[, ad esempio,

21 [u(2) — w(0)] — oc—lft exp [— g—a] Abu,dt H <
r

<ot %tj@ lexp [t A¥]ug— uo— tzAdu, || |dt| .

r

Ora,. (cfr. [6], pp. 235-236, p. 721), vale

lexp [# + A¥]uy— u, — tzd¥u,| < sup K
ger0,1 || 08

:Esup lexp [E24¥]8AYuy—tAYu,| -2 < Ot | AYu,| -2 .
€10,1[

exp [EtAYug—tAbu, || -2 =

Di qui segue la derivabilita di u(z) in 2= 0 sulla base del Teo-
rema della convergenza dominata. Inoltre, w'(0) = fA}u,.
Poi, dalle 4"(z) = z(oc—l J' exp [ztA*—t3/3]Auodt) e
Ir

” [expletat —1%/3) Au, dt” SAVUNE

deduciamo che lim «’(2) = 0.
20+

Facendo appello al ragionamento usato sopra, deduciamo che u(?)
ha derivata seconda continua su [0, + oo[, con #"(0)=0.
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D’altro canto

W)
— e Ao

Ci6 implica che Au(z)T_;ﬁ?Jﬁlu0 e pertanto, z4u(2) — 0.
L’affermazione & provata.

TEOREMA 3. Sia A un operatore di tipo (w, M) con w < /2 (cioé,
— A ¢ generatore infinitesimale di un semigruppo olomorfo limitato).
Se uoe D(A) e y = exp[isx], allora la u(z), 2>0, data da

u(z) = yf exp [ytdtz —13/3] @, dt — y2f exp [y2tA e —13/3]x,dt
o 0

dove o= (p(1 —yp)a)tuy, & soluzione stretta del problema (3).

DiMoSTRAZIONE. Notiamo che se w < 7/2 allora 7/3 < 7/2 — w/3
e quindi exp [tAY] & definito anche su argt— -+ %m, Ret<0.

La formula precedente ha quindi senso e si potrebbe mostrare, per
la olomorfia della funzione considerata, che tale espressione coincide
con quella data nel Teorema 2; d’altra parte, un calcolo diretto prova
la nostra affermazione.

TEOREMA 4. Se A ¢ un operatore di tipo (w, M) ed é invertibile,
allora la soluzione del problema (3) soddisfa anche

lim u(2)=0.
Z—>+ oo

DivosTRAZIONE. Dalle ipotesi segue che si pud assumere che riesca
A+ A) Y xx<M (14 [A])Y |argA|<m—w—¢, 6>0, e che una
valutazione analoga é vera anche per A} Cid implica

lexp [— 74%]|x»x <Cexp [—d Re ], Ret>0,

TT T —
jarge| <% + 2%,
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0> 0, conveniente (cfr. [5], p. 105). Poiché inoltre

lexp [2tA* —3/3] | x_,x < M exp[— 6z Ret]|exp [—1%/3]| <
< M, exp[— 6,z]lexp[—13/3]|, tel,

t3
exp [— g]

APPLICAZIONE 2. Sia A Poperatore — d?/dx? definito in uno degli
spazi UCB(R), L*(R), 1<p << -+ oo; cio®, in riferimento ai Teoremi
precedenti, X = UCOB(R) oppure X = L¥(R).

Se D4 & opportunamente definito, (cfr. [4]), 4 & di tipo (0, 1).

Allora in base al Teorema 2, esiste una funzione u — u(z, x), defi-
nita su [0, 4+ oo X R, soddisfacente (4) nella topologia di X.

Notiamo che

riesce

()| < M, exp [— 6, 2] f o=t |t ——=>0 .
r

ou(0, -)
oz

= BAtu, .

D’altra parte, se u, € X, uy€ ACio(R) N X, uge X, A¥uy= u, e X,
Uy, u € AC(R) N X, w® € X, sappiamo (cfr. la Applicazione 1), che
il problema

o%*u(z, x) o0%u(z, x) B
Bz; 890; =0, #2<0, veR,
ou(0,
w0, 0= w@, NP paiu@), ek,

ha una soluzione « stretta ». Sotto queste condizioni su w,, la u(z, )
cosi prolungata a ]— oo, 0] X B, & una soluzione dell’equazione di Tri-
comi che assume il dato valore uy(x) sulla linea parabolica z= 0.
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