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Sur un’inéquation parabolique

dans un ouvert non cylindrique.

MARCO BIROLI (*)

1. Introduction et énoncés.

Considérons I’espace Euclidien RiXR, # = (24, ..., ®,) et soit Q
un ouvert de R xR, avec mes (.Q)> 0.

Nous indiquons par I 1a frontiére de !2 et nous supposons que r
soit une varieté de dimension » 1ndeﬁnement différentiable par mor-
ceaux, O étant d’une seule coté de I'. Nous indiquons par Q(s) ’ensem-
ble & N {t =s}cR?, s> 0, et par 2(0) Pensemble Int (I' N {t = 0}) et
nous supposons que les ensembles (s) soient des ouverts bornés non
vides de R” pour s>0 et posons I'(s) = 0£(s).

Nous dirons, suivant J. L. Lions [4], que 'ouvert O vérifie I’hy-
pothése (R) lorsque les propriétés suivantes ont lieu:

(a) On suppose que O est contenu dans le demi-espace ¢ > 0.
() I1 y a une suite localement finie O, d’ensembles ouverts ou
fermés de R} xR, telle que
(1) les O; recouvrent un voisinage de f—.Q(O)
(2) Chaque O; est contenu dans une bande «;<<t<f; (ou
o, <t<fl;) avee a;>0

(3) Soit Q(a, f:) Densemble de RIXR, {(&7)|—1 <& <1;
%;<7<f:}; i1 y a un homeomorphisme

hi(w’ t) = (51('7"7 t)y R fn(w7 t), T(x, t))

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto di Matematica dell’Universitd di Parma ed
Istituto di Matematica del Politecnico di Milano.
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avec
(@, 1) =1

de O, sur Q(x;, B:) et tel que 2N O, est appliqué biu-
nivoquement sur la partie « £>0» et que I' — £2(0) est
appliqué buinivoquement sur @Q(e;, £,) N {&, = 0}.

Soit 0<T<+ o0, Q=R2N{(x,1)0<t<T}, Z=(I—20)N
N {(x, )0 <t < T}
Indiquons

0
V= {ole, Diote, 0 € £40), 210, HE @),
1=1,...,m, 0(x,t)=0 sur Z} ,
% = 0Q)

Indiquons par (-,-) le produit scalaire usuel sur X, identifions U
avec un sous espace dense de J€ et soit (-, ) la dualité entre U et
son dual U*.

Indiquons par w,.(x,t), ¢ =1, 2, deux fonctions de f.z(O, T; H“"(.Q(t)))
avec (0p.[ot)(x,t)eL¥Q), i =1,2, pi(x, 1) <O<y:(w,) P.p. Sur 2 et
P1(@, 1) < py(x, t) p.p. sur Q. Posons

Ky = {veX|v(w, t)>y.i(z, t) p.p. sur @},

Foy = {ve Xjo(x, t) <ya(@, ) p.p. sur @},

K=K, NXK,.
Soit enfin f: R—R un graphe maximal monotone de RxXR avec
0€p(0) et @(t): R—>]— o0, + oo] la fonction convexe propre s.c.i.,

telle que dp =g, ¢(0) =0.
Considérons, pour ¢ =1, 2, 3, le probléme

(%——Au—{—g——f,v——u)>0,

(1.1,) g(x,t)e ﬂ(u(x, t)) P.p. sur @,
VoeX,;,
ueXiNVU,  u@,0)=u) p.p. sur £(0)
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et sa formulation faible

—5i —Auw—f, v— u> -}-f(p(v(m, 1)) d dt
@

1
(1.2)) - f‘p(u(x9 t)) dr dt > — §i|1)(, 0) — uol]é,([)(o» ,

Yoe X, NV avec %EJ@ , o(v(w, 1) e LYQ),

ueJ,;NU.

Nous obtenons les résultats suivants:

TH. 1. — Supposons quc o} satisfait a la condition (R), fe X,
uy € Hy(£2(0)), 91(@, 0) <uo(@) (us(®) <tpa(®, 0), p1(, 0) <tto(@) < 9a(r, 0))
p.p. dans 2(0), @(uy(x)) € LH(R(0)) et gi(w, 1) € L3(Q) avec gi(x,t) €
ef(yi(x, 1)) p.p. dans Q, i =1,2; le probléme (1,1,)[(1,1,),(1,1,)] @
alors une unique solution u(x,t) avec cufct e X, Au e XK.

Ta. 2. — Soit Q, yi(a,t), i=1,2, comme au Th. 1, feU*
uo() €L2(2(0)) avec y(x, 0) <up(®) (uo(®) <pa(®@, 0), P1(w, 0) <up(2) <
<y, 0)) p.p. dans 2(0) avec uy(x) € D(g) p.p. dans £2(0); le probléme
1, 2,)[(3, 2,)1, 2;)] a alors une solution unique.

REMARQUE 1. — Le sens de la relation u(x, 0) = u,(x) dans (1,1,)
est donné par le Th. 3 §2.

REMARQUE 2. - L’équation correspondante au probléeme (1.1,)
a été traitée par H. Fujita [3], par une méthode trés différente de
la noétre; cet Auteur obtient pour 1’équation en question un resultat
analogue au Th. 1. Le probléme (1.1;) a été traité dans le cas o 0
est un ouvert cylindrique par H. Brézis [2], J. C. Peralba [6] et ’A. [1].

Dans le §2 on donne des lemmes et des résultats preliminaires,
dans le §3 on démontre le Th. 1 et dans le §4 on démontre le Th. 2.

2. Résultats et lemmes preliminaires.

Dans tout ce paragraphe nous supposerons que O satisfait 3 la
condition (R).
Indiquons par B(Q) ’espace des v € U avec 0v/dt € U*, muni de
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la norme.

ED
ot

2 4
QT*}'

Rappellons certaines résultats que nous utiliserons dans la suite:

wmm=hw%+

TH. 3. — Fizons 0<s<T; il cxiste un’application linéaire continue
et une seule

U —u(*,8)

de B(Q) dans £*(£(s)), telle que u(-,s) coincide p.p. avec la restriction
de u a (s), lorsque w est continue sur @ (J. L. Lions [4] pg. 159)

TH. 4. — Soient u,veB(Q); on a.
ou ov
ok v) + <~a;, u) = (o(+, 1), u(, T))exacan — (0(+, 0), u(+, 0))exaco) -

(J. L. Lions pg. 161 [4])

LeEMME 1. — Considérons u e B(Q) avec wu(w,0) e Jy(XK,); on a,
Vi>0,
i”f (”'_1/’1)~>/ a_"/)l (u—wl)“"
ot’ A ot ¥ A J@’
( _ Ou (u—wz)+> || O] || (e — a)* )
ot’ A ot ilge A sl

Observons que de [4] prop. 4.1. pg. 158 il suffit de démontrer le résultat
dans le cas OJufcte . Si ou/ote I, on a ue HY(Q); done, de[7]
pg. 17, on a

2 —w)- 5 .
R e e ]
Etant (u—y,) €V et (8/0t)(u—1y:) €, on a, du Th. 4,

0 — )"
I R e e B

2

+ 7 1(lz, 0) =y, 0) e = 7 | (la, T) — py(a, ) [fe>0
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dont

e (555) <55 S
LEMME 2. — Soit ueV; on a, VAi>0,

(2.4) o M L

(2.5) <Au, %} | Ay, ]l;;e“——+ 'Je

On a, [7] pg. 17,

< A(u—'tpl),(u ;pl > <A(u——1pl)“ _;pl)_><0
dont

(w—w)”

(~ a4, TN 2 (g, BTSN g e

Icfe'

On a ainsi démontrée (2.4); analoguement on peut aussi démontrer (2.5).
Indiquons maintenant par f§, la régularisée de Yoshida de f, et
par ¢ la fonction convexe s.c.i., telle que (d/dr)pi(T) = Ba(T).
Nous observons qu’on a ¢a(0) = £1(0) = 0.

LEMME 3. — Soit ue VU avec dufote X; on a

(%7 ﬁl(u)) zf%(u(ac, T)dx -—-J‘(pl(u(w, ())) e .
a(r) 200)

Nous observons que de [4] prop. 4.1. pg. 1568 il suffit démontrer le

résultat pour e D(Q) avec v =0 dans un voisinage de 2.
Supposons que Supp (%) ait une distance > 6> 0 de 2.
Indiquons maintenant par X5 1’ensemble des points de @ qui ont

distance 24’ de X' (6’ > 0) et par y, la fonction caracteristique de X .
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Soit ¢ une fonction de D(R**+!) non negative avec
o(y)=0 si ly|>1,

f@(y)dy =1.

0o (y) = (0")~"*Ve (g)

05 (y) = x5(y) * 05(y)

Posons
et

Observons qu’on a, pour ¢’ < d/4,
ou 0
(2.6) (a—t,,fh(u)) zfa—tqu(u(w, 1)) do dt =
@

fZ?t(p‘(u(w 1)) 0o, 1) dmdt———f — 0o (, t)pa(u(z, 1)) do dt -

Q

+f<p,1(u(m, 1)) 0s (¢, T) dz —J.(p;.(u(:v, 0)) fs(, 0) dz .

@XT) 2(0)
Nous observons maintenant que sur Supp (u) on a, pour d' grande,
(0/0t) 0y (x,t) =0 0Os(x,t) =1; dont de (2.6)
- ou
(2.7) a0 Biw)) | pal(u(w, T)) de — | pa(u(x, 0)) do .

A1) 2(0)

LEMME 4. — Soit ueX; on a

(2.8) (s, =) < '«muse” —~—’~“J€
N s v O e

On a

(2.10) (ﬂm) — Balw), @) <0
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dont le résultat; on peut démontrer analoguement (2.9).
On a aussi facilement

LEMME 5. — Soit ue U; on a
{— Au, Ba(u)>>0 .
LEMME 6. — Soit w e B(Q); 'équation
(2.11) u=u,—eAu,, £>0

a une solution u,€ VU avee ou,fote VU et on a:

1
(%E, - Aue) = % lue(Ty ) lmycacay — 5 [uel0, ) [myacon -
I1 est evident que (2.11) a une solution %,€ U, donc on a — Au, e U.

Nous observons que de [4] prop. 4.1. pag. 158 il suffit de démontrer
le résultat dans le cas ot uweD(Q) et Supp(u) a une distance
>20>0 de 2.

Indiquons par X, 1’ensemble des points de @ qui ont une distance
<6 de 2.

On peut définit de fagon analogue & U un espace U,

Vs = {v(w, t)|o(x, t) e L2(X,), % (2, t) e L2(X,),

i=1,..,n; v t) =0 sur Xs p.p.}

ou 5= 0Xs— {0XeN (2(0)L 2(T))}.
Considérons ’équations.

(2.12) u=u,—eAu,, u,eUs

Le probléme (2.12) a une solution u,.

Indiquons encore par u, la prolongée de u, a @ par 0; on a alors
u, €U et que u, est solution de (2.11).

Considérons maintenant une union C de cylindres C,, i=1,..., m,
du type

Ci: [t@', ti+2] Xw;.
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Supposons que
XscCcCQ.

et que Xo+ Bs,cC et O+ ByycQ ol By, est la bulle de R*! de
centre 0 et rayon 6/4.
On a

#=1u,—cAu, p.p.dans C;

i=1,...,m; donc on a Ou,[ot€ L3(t;, t, 15 Ho(w,))

Nous observons aussi que cu,./0t est nulle dans un voisinage de
00 — (v, U w,,), dont on a que la prolongée de ou./ot & @ par 0 est
encore la dérivée dans le temps de u,; on a alors du,/dte V.

Du Th. 4 on a alors

ou 1 1
T; (@, (= Auel@, V) dz dt = 5 Juel@, T)|imcam — 5 [ue-5 0]z -

Q

Le résultat est ainsi démontré.

REMARQUE 1. — Le lemme 6 peut aussi étre démontré par unec
méthode de réduction & un ouvert cylindrique par homéomorphisme,
cfr. [3].

Passons enfin aux dérniers résultats que nous avons & rappeller.

LEMME 7. — Soit £: U — U* un opérateur linéaire maximal mo-
notone, #A: U — U* un opérateur monotone borné, hemicontinu, coercif
et feU*; le probléeme

Lu+ Au="f

a alors une unique solution (R. CARROL, Abstract methods in partial

differential equations, Haper’s series in Modern Mathematics, 1969).
LEMME 8. — Considérons DVopérateur £: U — U*

_ Ou

ot

ou
ot

Cu
D(L) = {u]ue RV e U*, u(0, ) = 0} .

L’opérateur £ est maximal monotone ([5] pg. 344).
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3. Démonstration du Th. 1.

Nous démontrons le résultat dans le cas ¢ =1, la démonstration
dans les autres cas étant analogue. Considérons le probléme

ou (w—wp)~ “
(3.12 i Au 4 au — = f dans U*,
wu(xz, 0) = uy(x) p.p. sur £(0), ue B(Q) .

Des lemmes 7, 8 on a que (3.1;) a une solution wa:
De (3.12) on a

= )

e e e

(wr— )~
A

ot

o = \lx(ufnm 1Batw) e+ [ dps se+ H?—é’%

Je)\\

<0, ———(W_Z%)— H

dont

(3.2) H (—“‘“T‘”‘):llxg c,.

De (3.12) on a aussi

I BaualBe = (, Bra) + <Aun, Bry — (2, B +

(s U0 < sl + €) + [alato)) do

2(0)

<[Brualge- (Iflee+ C) + Ce

dont on a
(3.3) [Brua]se< Cs

3
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Posons maintenant

Uy = Uy — & AUy y U2 €V

Nous observons que de (3.11) on a, pour v € B(Q)

t<aul v——u,1> - <Au,1, v—m} =

<Ciflo—ualse-

‘( pruat =Y g o)
Posons maintenant v = u,;; on a

0
Sy e — ) — e dual e

at <&+ 0] Aucs]ze

dont

el dualie < (222, o s) + L=V ONEO 4 o6 e e <

a €. - & O 2!
<< o s aAuu> + luo—u l; v ao 4+ & O, || Auea|se

dont

2 1 2 0 — We O 2:
G4)  |dualiep w0 ooy -+ oA 6 e

De (3.4), étant u,e Hy(£2(0)), on a

(3.5) | Az se< Cs
dont on a
(3.6) "Au;1||35< 05 .

De (3.2), (3.3), (3.6) on a alors aussi

Buz

(3.7) | <Ce-
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De (3.6) et (3.7) on peut supposer, sans perdre de généralité,

., Our Ou

* 0
(3.8) 1;_12’ prlen dans J¢,
(3.9) lm* Aus= Au dans J€.

-0

De (3.3) on peut aussi supposer, sans perdre de généralité,

(3.10) Hm* fa(us) = ¢ dans X.
A->0

Indiquons par J, la resolvante de #; de (3.3),0on a
(3.11) 2%z — ua] e < 405
de (3.8) (3.9) on a aussi

(3.12) limu,=u dans X .

A0

De (3.10), (3.11), (3.12), étant frusef(Jius), on a
(3.13) g(x, )€ p(u(z,t)) p.p dans Q.
Soit maintenant veX,; de (3.1;) on a

oux

(—aT— Ausr 4+ faur—f, ?J——m) >0.
De (3.8), (3.9), (3.10) on a

(3.14) (%%—Au—l—g-—f,v——u))O.

La partie du résultat qui concerne l’existence est ainsi démontrée.
Passons maintenant & la partie, que concerne 'unicité. Soient u,
et u, deux solutions du probleme (1.1,), ¢ =1,2,3.
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On a
o,
a_t—Au1+gl—f, Ug— U, | >0,
ou
(a_tz—Auz—i_ 92—f, ug""ul)/\o.
dont
2 0
“ul ug”‘l)‘si— (gt (ul “2)7“1—"1«1«2) <0

dont u, = u,.
Le résultat est ainsi démontré.
4. Démonstration du Th. 2.
Nous démontrons le Th. 2 dans le cas + =1, étant la démonstra-

tion dans les autres cas analogue.
Soit % une solution du probleme (1.2,) et {u,,()} une suite telle que

Hm wg,(2) = wuo() dans £2(2(0)),

Uon(%) >y1(, 0) p.p dans £(0)
Uon() € H3(L2(0)) ,  @(ten(®)) € £1(2(0)) .

Considérons le probléme,

(%?—:— Au—fuy v— u) +fq>(v(ac, t)) do dt —fqp(u(m, t) dedt>0,
e Q

(4.1,) ) YoeX,, @(v(z, t)) €LYQ) ,
ue¥, NV, p(u(z, 1)) € £1(Q) ,
u(x, 0) = u()n(w) 9

ou {f.} est une suite, telle que

freX, limf,=f dans U* .
N—>00
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Pour le Th. 1 le probléme (4.1,) a une solution unique u,; pour dé-
montrer Dunicité de la solution w du probléme (1.2,) il suffira de
démontrer que

lim %, = u dans X

n—> 00

(pour la suite {u,}, sans extraction de soussuites).
De (1.1,) (1.2;) on a

<a;4t,. — Ay — fuy 4 — un> —l—fqp(u(w, 1)) do dt ——fqo(u,,(w, 1)) dedt>0,
Q Q

OUn
{ gt — Au—T, u”—u> —I—fq)(un(w, 1)) do dt —
Q

— | p(u(=, 1)) dw dt > — %]lun( -, 0) — ao(+) | f2200))

Q
dont
ot — ] By < [Fn— Fllage [ — w2 4 & [%h0n — %o [frcaon
dont
lim %, = dans U .

Le résultat est ainsi démontré; passons maintenant & la partie concer-
nante 1’existence.
Considérons une suite {ug.()} dans Hy(£2(0)) avec

lim gn (@) = Uo(®) dans £2(£2(0)) ,

n—0

Uon(®)=>1(2, 0)  p.p. dans (0,
@(Uon(2)) € £1(2(0))
et soit {f,} une suite dans JC telle que

limf,=f dans U*,
n—>0
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Considérons le probléme

(%1:—- Au — fa, v—u) —}—fq;(v(w, t)) do dt — | p(u(z, t)) de dt >0,
Q Q
VoeX,,  o(@ 1) e @),

ueX, NV, @(u(x, 1)) € £LYQ) ,
(@, 0) = ton(®) .

On a, du Th. 1, que (4.2,) a une solution u,.
De (4.2,) on a aussi

”un"— U, "?U< "fn_ fm ” U "un - um"‘U + % ”uon — Uy “ﬁ'(Q(O,

dont on a

(4.3)

lim %, = u dans U .

n— 0o

De (4.2,) on a aussi, si ov/cte I et Adve X,

1 3
Jotunte, ) dzae o, 0) = wlfa +

Q

+f(<p(v(w, t)) da dt + (_Ba_zt) — Adv,v— u,,)
Q

dont, en posant v(x,t) = y,(x,t), on a

(4.4) f p(n(z, ) dodt< C,
Q

De (4.4) on a

(4.5)

f(p(u(m, t)) dz dt <lim inf f(p(u,,(m, t))dedt<C, .
Q n=—»00 2

Considérons alors veX, NV avec g¢(v(w,t))el!(Q), ov/ote X; de
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(4.2,) (4.3) (4.4) on a

1%1—;——Au—f, v—u> + | p(v(x, 1)) do dt —

Q

— | p(u(w, t))de dt > — % lwo— (-, 0) [Exaroy -
a

Nous observons enfin que de (4.3) on a 4 € X,. On a ainsi démontré
aussi la partie concernante 1’existence du résultat.

REMARQUE 1. — II est facil aussi démontrer par régularisation une
formule de dependance continue pour le probléme (1.2,).

Soit (gsy f1) [(%oz, f2)] un couple de données pour (1.2;) et u,(u,)
le solutions correspondantes de (1.2,).

Nous supposons que (g, f1)[(#, f2)] satisfaient aux hypotheéses
du Th. 2; on a

ey — |8y < [ f1 — fallowe [y — s oy + § w01 — %oe H%’(n(o)) .
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