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REND. SEM. MaT. UN1iv. PaDOVvA, Vol. 53 (1975)

Sulla henselizzazione degli anelli aritmetici.

ROSARIO STRANO (*)

Introduzione.

In questo lavoro studiamo 1’henselizzazione *(A4, a) di un anello (1)
aritmetico A rispetto a un suo ideale a (per la nozione di henselizza-
zione vedasi [9] oppure [6]). Gli anelli aritmetici sono stati introdotti
da Fuchs [4] e sono quegli anelli il cui reticolo degli ideali & distributivo.

Nei n. 1 e 2 studiamo ’henselizzazione di un anello locale aritmetico:
il risultato cui perveniamo & che I'’henselizzazione *4 di un anello
locale aritmetico A & ancora un anello locale aritmetico (2) ed inoltre
ogni ideale principale di *A4 é generato da un elemento di 4, estendendo
cosi un risultato stabilito da Nagata per gli anelli di valutazione ([14]
teoremi 8 e 15).

Nel n. 3 studiamo I’henselizzazione di alcuni particolari anelli locali
aritmetici, precisamente gli anelli locali aritmetici massimali e quasi-
massimali. Troviamo che un anello locale aritmetico massimale
& henseliano e che I’henselizzazione di un anello locale aritmetico quasi-
massimale & ancora quasi-massimale. Le due proprietd perd non si
conservano nella discesa: esistono infatti anelli di valutazione non quasi-
massimali la cui henselizzazione & massimale.

Nel n. 4 consideriamo I’henselizzazione di anelli aritmetici (non
necessariamente locali); dimostriamo che I’henselizzazione di un anello

(*) Indirizzo dell’A.: Seminario Matematico, Corso Italia 55, Catania.
Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca del C.N.R.
(1) Tutti gli anelli considerati in questo lavoro sono commutativi e con 1.

(2) Sembra, ma non & stato pubblicato, che questo risultato possa otte-
nersi per altra via (vedi [11], remarque pag. 127).
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aritmetico, rispetto ad un ideale qualunque, & ancora un anello arit-
metico; consideriamo infine alcuni particolari tipi di anelli aritmetici.
Per tutte le nozioni che non definiamo rimandiamo a [1].

1. In questo numero dimostriamo alcune proposizioni riguardanti
le N-estensioni semplici di un anello locale aritmetico; il risultato
principale & la proposizione 7 nella quale proviamo che se 4 & un anello
locale aritmetico di ideale massimale m e C é una N-estensione sem-
plice di (4, m) allora ogni ideale principale di C ¢ generato da un ele-
mento di A.

Per le nozioni di N-polinomio e di N-estensione di una coppia (4, a),
con a ideale di 4, si veda [6] def. 1.2 e def. 2.2.

Richiamiamo anzitutto la definizione di anello locale aritmetico
(vedi [10], prop. 1.1).

DEFINIZIONE 1. Un anello locale A si dice aritmetico se soddisfa
una delle sequenti condizioni equivalents:

a) ogni ideale finitamente gemerato di A é principale;
b) Vinsteme degli ideali di A é linearmente ordinato per inclusione
¢) Vinsieme degli ideali principali di A é linearmente ordinato

per inclusione.

Ricordiamo inoltre la seguente caratterizzazione degli anelli locali
aritmetici (vedi [17], teoremi 1 e 2).

TEOREMA 1. Un anello locale A ¢é aritmetico se e solo se esso soddisfa
alla seguente condizione:
ogni A-modulo di presentazione finita é somma diretta di moduli
monogens.

La proposizione che segue & immediata.

PROPOSIZIONE 1. Sia A un anello locale aritmetico ed N il suo nilra-
dicale; allora N & primo e AN é un anello di valutazione.

Dimostriamo adesso due proposizioni utili per il seguito.

PROPOSIZIONE 2. Sia A un dominio integralmente chiuso ¢ K il
suo corpo delle frazioni. Sia fe A[X] un polinomio monico irriducibile
in A[X]. Allora fA[X] é un ideale primo di A[X] e K[X]/fK[X] é 4l
corpo delle frazioni di A[X]/fA[X].
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DiMOSTRAZIONE. Poiché 4 ¢ un dominio integralmente chiuso segue
che f & irriducibile in K[ X] (vedi[3], cap. V, § 1, n. 3, prop. 11) e quindi
K[X]/fE[X] & un corpo. Poniamo §= 4 —{0}; si ha

(A[X)/fA[X])s= K[ X]/fE[X] ;

sia g(2) = @+ ... + @,_ 2" ! un elemento di A[X]/fA[X]= A[«x] dove x
¢ limmagine di X nell’omomorfismo canonico A[X]— A[X]/fA[X]
ed n & il grado di f. Se se 8§ da sg(x) =0 segue g(x) = 0 perché A[x]
¢ un A-modulo libero di base 1, z, ..., 2" 1 ed 4 ¢ un dominio. Segue
allora che 'omomorfismo canonico

Alx] — (A[w]),

¢ iniettivo da cui la tesi.

PrROPOSIZIONE 3. Sia A un anello locale aritmetico, m il massimale
ed N il il radicale di A; se fe A[X] é un polinomio monico tale che
la sua immagine fe (A/R)[X] ¢é irriducibile allora posto

Alz]= A[X]/fA[X]

st ha che N[x] é primo ed é il nilradicale di A[x].

DiMOSTRAZIONE. Infatti si ha

Alz)/%[] = A[X]/(FALX]+ RLX]) = ((4/R)[X])/((FA/R)[X])

e per la proposizione 2 A[x];N[x] ¢ un dominio; inoltre siccome ogni
elemento di 9N[x] ¢ nilpotente segue che N[x] & il nilradicale di A[x].

Dimostriamo adesso alcune proposizioni riguardanti le N-esten-
sioni di un anello locale.

PROPOSIZIONE 4. Sia A un dominio locale, m il suo massimale ¢ C
una N-estensione semplice di (A, m). Allora esiste un N-polinomio irri-
irriducibile ge A[X] tale che, detta D U'N-estensione semplice di (4, m)
ottenuta mediante g, esiste un isomorfismo C =+ D che fa commutare il
diagramma

o
4 W
D

essendo A > C ¢ A — D gli omomorfismi canonici.
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DIMOSTRAZIONE. Sia f ’N-polinomio che determina C e suppo-
niamo che sia f = gh con g, h € A[X] monici; posto g =a, + &, X + ...
e h=">b,+ b, X + ... si ha che a,b,em ed a,b, + a,b, & invertibile da
cui segue che g, em ed a,, b, invertibili oppure b, em ed a,, b, inver-
tibili. Segue allora che uno dei due polinomi, per esempio g, & un N-
polinomio mentre h é tale che il termine noto b, & invertibile. Sia D
I’ N-estensione semplice determinata da g¢: si ha un omomorfismo
C — D indotto dall’omomorfismo

A[X])/JA[X] — A[X]/gA[X];

si vede subito che 'immagine di & in D é invertibile da cui segue che
I’omomorfismo C — D é un isomorfismo, da cui la tesi.

PROPOSIZIONE 5. Sia A un anello locale aritmetico, m il massimale

ed N il wnilradicale di A; sia C una N-estensione semplice di (A, m).

Allora esiste un N-polinomio g€ A[X] tale che Uimmagine § di g in

(A/M[X] ¢ irriducibile ed inolire, detta D U’N-estensione semplice di

(4, m) ottenuta mediante g, esiste un isomorfismo C =% D che fa com-

mutare il diagramma

»C

QL

~D

essendo A—C e A — D gli omomorfismi canonici.

DIMOSTRAZIONE. Per la proposizione 4 esiste un N-polinomio
g€ A[X] tale che § & irriducibile e tale che, se f € A[X] & I’ N-polinomio
che determina C, allora le N-estensioni semplici di (A4/9:%, m/N) deter-

minate da f e da § sono isomorfe. Proviamo adesso che tali N-estensioni
sono isomorfe rispettivamente a C/RC e D/ND: infatti poniamo

Al] = A[XVAIX] o S=1+(m,a)A[a];

si ha C= (4[x])s; si vede facilmente che ¢ SN N[z]= 0 e quindi si
ha C/NC = (A[z]/N[z]); dove S & Pimmagine di § in A[z]/N[x]; ma &

Alw)/ R[] = ((A/F)[X])/(FA/R)[X]) = (4/R)[7]
dove Z & 'immagine di X nell’omorfismo

(A/R)[X]— ((4/M)[X])/((FA/R[X])
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ed & subito visto che in (A/M)[Z] & S=1 -+ (m,Z)(4/N)[Z] che &
quanto si voleva.
Consideriamo adesso il diagramma

%, D
C/NC ~ D/ND

e consideriamo fe (4/N)[X]; esso in m(C/NC) =m(D/ND) ha la ra-
dice ¥ e quindi si puo scrivere f= (X —Z)-h in (D/RD)[X]; provia-
mo che ¥ si puo sollevare ad una radice di f in mD; notiamo anzitutto
che & MD = nil D (vedi [6], cor. 8.4) e quindi (D, ND) & una coppia
henseliana; basta allora provare che X —% e & sono coprimi in
(D/MD)[X]; cid segue dal fatto che le rispettive immagini in (D/mD)[X]
sono coprime (vedi [9], prop. 1).

Dal fatto che f ha una radice in mD segue, con lo stesso ragionae
mento fatto in [6], lemma 3.4 che esiste un omomorfismo C — D ch-
fa commutare il diagramma

»C
A
N D

e questo omomorfismo & unico (vedi [6], lemma 3.1).
In maniera analoga si vede che esiste un omomorfismo D — C da
cui segue, come ragionamento standard, la tesi.

PROPOSIZIONE 6. Sia A un anello locale aritmetico, m il massimale
ed N il nilradicale di A; sia C una N-estensione semplice di (A, m);
sia b un elemento di NC = nil C; allora esistono a €N e ¢ ¢ NC tali che
b= ac.

DiMosTRAZIONE. Possiamo supporre per la proposizione 5 che
I'N-polinomio f che determina C sia tale che fe (A4/N)[X] sia irri-
ducibile.

Posto A[x]= A[X]/fA[X] si ha per la proposizione 3 che N[z] &
primo in A[x]. Osserviamo inoltre che, detto » il grado di f, ogni ele-
mento di A[x] si scrive in uno e un sol modo nella forma

=a o+ ...+ a,_x"?
0
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ed & y € N[x] se e solo se ogni a; € N: infatti se qualche a; non sta in N,
allora I'immagine di y in

Al)/R[a] = ((4/P)[X])/((FA/R)[X]) = (4/R)[7]

¢ non nulla.
Sia beNC; si pud scrivere

I T a2 T A
- d

b

con a, €N e d invertibile in C; possiamo supporre che sia d = 1. Poiché
A & aritmetico fra gli ideali principali a,4 ce n’é uno massimo; indi-
chiamolo con a4; si ha

Ao+ oo+ Q8= a(ay + ... + @, _j2")
con a€N e dove qualche a; ¢ uguale ad 1; proviamo che

ay + ... + a,_an?
1

¢NC;
infatti se cosi fosse sarebbe
8(ag+ ... + ay_y2" 1) € R[]

per qualche s€l + (m, ) A[z]; ma essendo N[x] primo ed s ¢ N[x]
seguirebbe

ag + ... + a5 _jzn—te N[a]

ma cid non &, perché qualche a; ¢ uguale ad 1.
Le proposizioni sin qui dimostrate ci servono per provare la seguente
proposizione che & il principale risultato del presente numero.

ProposizIONE 7. Sia A un anello locale aritmetico, m il massimale
di A e C una N-estensione semplice di (A, m). Se b é un elemento di C
esistono un elemento a € A ed un elemento ¢ invertibile in C tali che b = ac.

DIMOSTRAZIONE. Dapprima proviamo un lemma.

LeMMA. Le ipotesi siano come nella proposizione 7 e sia 9 il nil-
radicale di A. Allora se re 4, r¢ N ed seNC allora esiste teNC
tale che s= rt.



Sulla henselizzazione degli anelli aritmetici 155

Infatti per la proposizione 6 possiamo porre s=17¢'-s’ con ' e N
ed s'¢NC; essendo A aritmetico possiamo porre #'=r-u con ue N,
da cui segue s=r-us’ con us' € NC.

Torniamo adesso alla dimostrazione della proposizione. Sia dap-
prima b ¢ NC; come abbiamo visto nella prova della proposizione 5 si
ha che C/NC & una N-estensione semplice di A/ che, per la proposi-
zione 1 é un anello di valutazione; per [14] teorema 15 esiste a € A4,
a¢N ed ¢ invertibile in C tali che, per le loro immagini in CO/NC,
sia b=a-i. B allora b=ai+m con meNC e per il lemma esiste
te NC tale che m = at da cui segue b=a(i +t) ed essendo ?eNC
segue ¢ -+ ¢ invertibile. Sia adesso b € RC. Allora per la proposizione 6
¢b=a-d con acN e b' ¢ NC; per il caso precedente & b'=a’' i
con a' € A e ¢ invertibile in € da cui segue b =a-a' .

2. In questo numero studiamo I’henselizzazione degli anelli locali
aritmetici, estendendo ad essi dei risultati noti per gli anelli di valu-
tazione (vedi [14], teoremi 8 e 15 oppure [16], teorema 1).

ProprosizIONE 8. Sia @: A — B un omomorfismo di anelli tale che B
sia una A-algebra fedelmente piatta. Allora se B é un anello locale arit-
metico anche A é un anello locale aritmetico.

DIMOSTRAZIONE. Intanto & noto che A & locale (vedi [2], cap. I,
§ 3, n. 5, prop. 8). Siano a e b due elementi di 4 ; poiché B & aritmetico
gli ideali aB e bB sono confrontabili: supponiamo che sia aB c bB;
per la fedele piattezza segue allora ad c bA.

TEOREMA 2. Sia A un anello, a un ideale di A e B="(4, a). Allora

a) se B ¢ un anello locale aritmetico ed a c Rad A anche A é un
anello locale aritmetico;

b) se A é un anello locale aritmetico anche B é un anello locale
aritmetico;

¢) se A e B sono anelli locali aritmetici ogni ideale principale
di B ¢ generato da un elemento di A.

DIMOSTRAZIONE. a) Segue dalla proposizione 8. Supponiamo adesso
che A sia un anello locale aritmetico e sia b € B; esiste allora una N-
estensione C di (4, a) tale che be C; applicando la proposizione 7
segue che esiste un elemento @ € A tale che aC = bC da cui aB = bB;
ogni ideale principale di B & quindi generato da un elemento di 4
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da cui segue che, essendo l’insieme degli ideali principali di A linear-
mente ordinato per inclusione, ’insieme degli ideali principali di B
¢ pure linearmente ordinato per inclusione. Restano quindi provate b) e ¢)

COROLLARIO. Sia A un anello locale aritmetico e B ="(A, a) con a
ideale di A. Le applicazioni

¢c—c¢B ¢ ideale di A
b—>bNA b ideale di B

stabiliscono una biiezione fra U'insieme degli ideali di A e Dinsieme degli
ideali di B la quale conserva Uinclusione ed induce una biiezione fra
DVinsieme det primi di A e Uinsieme dei primi di B.

DIMOSTRAZIONE. Sia b un ideale di B; per il teorema 2 ¢) segue che
esiste un ideale ¢ di A tale che ¢cB=D0; essendo B una A-algebra fe-
delmente piatta segue poi ¢c= b N A.

Per provare la seconda affermazione basta provare che se p € un
primo di A allora pB ¢ un primo di B: infatti per la fedele piattezza
esiste un primo q di B tale che q N 4 = p da cui, per quanto sopra,
segue G = pB.

COROLLARIO. Sia A un anello locale ¢ B = "(A, a) con a ideale di A.
Allora A gode della proprietd che ogni A-modulo di presentazione finita
¢ somma diretta di moduli monogeni se e solo se B gode della stessa pro-
prietd.

DiMOSTRAZIONE. Immediata dai teoremi 1 e 2.

3. In questo numero studiamo l’henselizzazione di anelii locali
aritmetici massimali e quasi massimali. La nozione di anello di valu-
tazione massimale ¢ stata introdotta da Krull [8] mentre quella di
anello di valutazione quasi-massimale ¢ stata introdotta da Kaplan-
ski[7]; entrambe sono state estese da Gill [5] agli anelli locali arit-
metiel.

DEFINIZIONE 2. Un anello locale aritmetico A si dice massimale
(risp. quasi-massimale) se per ogni famiglia {ai}ie, di ideali di A (risp.
con () a;#0) e per ogni famiglia {x},, di elementi di A soddisfacenti
alla condizione

r,=ux;a;) per a;Ca;
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esiste un elemento x€ A tale che
r=ux;(a;) per ogni 1€l .

OSSERVAZIONE. La definizione ora data di anello locale aritmetico
massimale si pud anche esprimere dicendo che I’anello locale aritme-
tico A é linearmente compatto nella topologia discreta. Per quest’ultima
nozione si veda [18] dove ¢ anche provata (teorema 4) I’equivalenza
tra la nozione di anello di valutazione linearmente compatto (nella
topologia discreta) e la nozione di anello di valutazione massimale
dovuta a Krull.

Le seguenti due proposizioni, la cui dimostrazione ¢ immediata,
mettono in confronto le due nozioni di anello locale aritmetico massi-
male e quasi massimale.

PROPOSIZIONE 9. Se¢ A ¢é un anello locale aritmetico allora A é quasi-
massimale se e solo se Aja ¢ massimale per ogni ideale a =0 di A.

PROPOSIZIONE 10. Se A ¢ un anello di valutazione allora A ¢ massimale
se e solo se A ¢ quasi-massimale e completo (nella topologia della valu-
tazione).

Nel caso di anelli locali aritmetici non integri le due nozioni coin-
cidono come mostra la seguente proposizione dovuta a Gill [5].

PROPOSIZIONE 11. Se A ¢é un anello locale aritmetico non integro
allora A é massimale se e solo se A ¢ quasi-massimale.

A titolo d’esempio ricordiamo che se 4 ¢ un DVR (anello di valu-
tazione discreta) allora A & quasi-massimale se e solo se & completo.

Ricordiamo infine il seguente teorema.

TEOREMA 3. Sia A wun anello locale; allora sono equivalenti:

a) A ¢ un anello aritmetico quasi-massimale;

b) ogni A-modulo finitamente generato é somma diretta di moduli
MONOGens ;

se A ¢ un anello di valutazione a) e b) sono equivalenti a

¢) K/A éun A-modulo iniettivo, essendo K il corpo delle frazioni di A
D1MOSTRAZIONE. Per Iequivalenza tra a) e b) si veda [5]. Per I'equi-
valenza tra a) e ¢) si veda [13] teorema 4.

Proviamo adesso due teoremi riguardo alla henselianitd degli
anelli locali aritmetici massimali e quasi-massimali.

11
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TEOREMA 4. Sia A un anello locale aritmetico massimale ed & un
suo ideale; allora (A4, a) é una coppia henseliana.

DmMosSTRAZIONE. Sia N il nilradicale id 4 ; possiamo supporre N C a;
¢ noto (vedi [6], prop. 4.8) che (4, a) & una coppia henseliana se e solo
se (A/N, a/N) & henseliana; ma A/ & un anello di valutazione massi-
male e quindi é noto che A/ é un anello locale henseliano (vedi [15],
cap. D, F).

TEOREMA 5. Sia A un anello locale aritmetico quasi-massimale ed a
un suo ideale; posto B="(A, a) si ha che B é un anello locale aritme-
tico quasi-massimale.

DIMOSTRAZIONE. Sia b un ideale non nullo di B; per la propo-
sizione 9 proviamo che B/b ¢ massimale; per il primo corollario al
teorema 2 posto bNA=c e cB=Db con c5#0; allora &

MAf¢e,a + ¢/c) = B/cB = B/b

ma A/c é massimale quindi per il teorema 3 ¢ A/c= B/b da cui la tesi.
La proprieta di massimalita non si conserva nella discesa nemmeno
per anelli di valutazione: in [16] n. 4 esempio 2 viene portato I’esempio
di un DVR non completo A la cui henselizzazione *4 & completa.
Riguardo alla discesa della quasi-massimalitd proviamo la seguente
proposizione.

PROPOSIZIONE 12. Sia A un anello locale aritmetico di rango (3)
zero oppure un anello di valutazione di rango uno. Sia a un ideale di A
e B="(4,a). Allora se B é quasi-massimale anche A é quasi-massimale.

DIMOSTRAZIONE. Sia ¢ un ideale di A non nullo; allora A/c & un
anello locale henseliano perché 4/¢ & il massimale di 4; si ha quindi

BjeB="A[¢,a+ c/c)=A]c
da cui segue che A4/c & massimale e quindi per la proposizione 9 4 ¢&

massimale.

(®) Per rango di un anello locale aritmetico A intendiamo il rango del-
I’anello di valutazione A/M dove M & il nilradicale di A.



Sulla henselizzazione degli anelli aritmetici 159

I seguenti due esempi mostrano che la proposizione 12 non si estende
al caso che il rango sia maggiore.

EseEMPIO 1. Esempio di un anello di valutazione A di rango 2 e non
quasi-massimale tale che *A é massimale.

Sia R un corpo di caratteristica zero e poniamo K = R(Y)(X)) ed
L=R(Y, X)) e sia v la valutazione di L il cui gruppo dei valori &
Z ®Z e il cui anello ¢ B= R[Y] + XR(Y))[X]; detto % il primo di B
di altezza 1 si ha

B/$=E[Y] e By=R(Y)[X]

che sono entrambi DVR completi e quindi massimali da cui segue che
B & un anello di valutazione massimale (vedi [15], cap. D, prop. 8).
Consideriamo ’equazione in 7: T*+ 7 + ¥ =0 la quale ha due
radici ¢, e ¢, in B le quali non stanno in K.
In modo analogo a come fatto in [16] esempio 2 sia H un corpo mas-
simale (rispetto all’inclusione) fra quelli che soddisfano alle condizioni:

KcHcL e c¢,c¢H.

Poniamo 4 = BNH e p=9PL N H; in modo analogo a [16] esempio 2
si prova che L ¢ algebrico su H da cui segue che B/ e algebrico su 4/p.
Proviamo che & *4A = B; indichiamo con M il corpo delle frazioni di *4
e indichiamo ancora con v la valutazione di M ottenuta per restri-
zione della valutazione di L; sia M il completamento di M rispetto
alla topologia dedotta dalla valutazione v». Si ha

KcHcMclcL

ma essendo M separabilmente chiuso in o (vedi [15], cap. F, pag. 190)
segue M = M cioé M & completo e quindi *4/p*4 & un DVR com-
pleto. Si ha

AlpcrA[prAc BB

ma essendo B/ algebrico separabile su A/p ed essendo B/R il comple-
tamento di A/p segue, sempre per [15] cap. F, pag. 190, *4A/p*4 =
= B/B cioé *4/p*A & un DVR completo.

Segue allora che *4 ¢ massimale ed essendo B una estensione imme-
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diata di *4 (cioé con lo stesso corpo residuo e lo stesso gruppo dei
valori) segue *4 = B.

Proviamo infine che 4 non & quasi-massimale: infatti A/p ¢ un
DVR non completo; infatti se lo fosse sarebbe A/p = R[Y] e quindi
A=R[Y]+p e quindi I'equazione 7>+ T + ¥ =0 avrebbe solu-
zione in A4.

EsgEmPIO 2. Esempio di un anello locale aritmetico A non integro
di rango 1 e non quasi-massimale e tale che *A é massimale.

Basta considerare ’anello A dell’esempio 1 e un ideale a di 4 con
acyp, a#0, a#yp; 'anello A/a & quello cercato.

A conclusione di questo numero enunciamo i seguenti corollari la
cui dimostrazione & immediata.

COROLLARIO. Sia A un anello locale ¢ B="(A,a) con a ideale
di A. Se A gode della proprietd che ogni A-modulo finitamente generato
é somma diretta di moduli monogeni allora anche B gode della stessa
proprietd; il viceversa non vale.

COROLLARIO. Sta A un anello di valutazione e B="(4,a) con a
ideale di A. Sia K il corpo delle fraziont di A e L quello di B. Allora se
K/A ¢ un A-modulo iniettivo st ha che L/B é un B-modulo iniettivo;
il viceversa non vale.

4. In questo numero studiamo I’henselizzazione degli anelli arit-
metici (non necessariamente locali). Richiamiamo anzitutto la defini-
zione di anello aritmetico (vedi [11]).

DEFINIZIONE 3. Un anello A si dice aritmetico se soddisfa una delle
sequenti condizioni equivalenti:

a) A, é un anello locale aritmetico per ogni primo p di A;
b) A, é un anello locale aritmetico per ogni massimale p di A;
¢) anBb+c)=anb+anc per a, b, ¢ ideali di A;
d) (aNDB)c=ac -+ bc per a, b, ¢ ideali di A.
Richiamiamo inoltre la nozione di anello ZPI (da altri detto « gene-

ral ZPI ») che & una generalizzazione di anello di Dedekind (vedi [12],
teorema 9.10).
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DEFINIZIONE 4. Un anello A si dice un anello ZPI se soddisfa una
delle sequenti condizioni equivalenti:

a) ogni ideale di A é prodotto di ideali primi;
b) A é un anello aritmetico noetheriano;

c) A ¢ somma diretta di anelli di Dedekind e di speciali anelli
primari,dove uno speciale anello primario é un anello locale nel
quale ogni ideale é una potenza del massimale.

PRrROPOSIZIONE 13. Sia ¢: A —B un omomorfismo di anelli tale
che B sia una A-algebra fedelmente piatta. Allora se B ¢ un anello arit-
metico (risp. ZPI) anche A é un anello aritmetico (risp. ZPI).

DIMOSTRAZIONE. Sia p un ideale primo di 4 ; allora esiste un primo B
di B tale che BN A =yp; inoltre By & una A,-algebra fedelmente
piatta e quindi, per la proposizione 8, 4, & un anello locale aritmetico.
Inoltre ricordiamo che la noetherianita discende per fedele piattezza.

TEOREMA 6. Sia A un anello e sia B=" A4, a) con a ideale di A.
St ha:

a) Se B ¢ un anello aritmetico (risp. ZPI) ed ac Rad A, allora A
¢ un anello aritmetico (risp. ZPI);

b) se A é un anello aritmetico (risp. ZPI) allora B é un anello
aritmetico (risp. ZPI).

DIMOSTRAZIONE. a) segue dalla proposizione 13. b) segue da [6]
corollario 7.5 e dal teorema 2; affermazione relativa agli anelli ZPI
segue da [6] corollario 6.9.

In [16] teorema 6 ¢ stato provato che quando 4 e B sono anelli
di Priifer (cioé anelli aritmetici integri) allora ogni ideale di B & ’esteso
di un ideale di A. Facciamo vedere ora con un esempio che tale pro-
prietd non si estende al caso degli anelli aritmetici.

Esempio 3. Siano A4, e A4, due anelli di valutazione discreta dello
stesso corpo K con A,# A,. Sia A=A, N A, e sia B="4 (come

anello semilocale). Si ha

B ="4,) ©"4,)
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e siano e, ed e, gli idempotenti relativi alla decomposizione di B; allora
gli ideali ¢; B ed e,B sono due ideali primi di B entrambi al di sopra
dello zero di 4.

Esaminiamo adesso pil a fondo I’henselizzazione degli anelli ZPI;
premettiamo una proposizione.

PROPOSIZIONE 14. Sia A=A, D...D A, ed a un ideale di A; al-
lora B="(4, a) é somma diretta degli anelli *(4;, ad,).

DIMOSTRAZIONE. Siano e, ..., ¢, gli idlempotenti relativi alla decom-
posizione di A; si vede subito che, se ¢ & una N-estensione semplice
di (4, a) allora ¢;C & una N-estensione semplice di (4;, ad;) e vice-
versa se ; ¢ una N-estensione semplice di (4,, ad;) allora C;®...DOC,
¢ una N-estensione semplice di (4, a).

PROPOSIZIONE 15. Sia A anello ZPI ed a un suo ideale con a ¢ Rad A ;
si pud scrivere allora A= A, DA, con ad,=0 ed A, semilocale. E
allora

"4, 0)=A4,D"4,)

dove *(4,) ¢ somma diretta di anelli di valutazione discreta e di speciali
anelli primari.

DIMOSTRAZIONE. La proposizione segue subito dalla condizione c)
della definizione 4 e dal fatto che in un anello di Dedekind ogni ele-
mento non nullo & contenuto in un numero finito di ideali massimali.

COROLLARIO. Sia A un anello e B—="(A, a) con a ideale di A; si ha

a) se B é un anello PIR (anello a ideali principali) ed a c Rad A
allora A ¢ PIR.

b) se A é PIR allora B ¢ PIR.

DimMosTRAZIONE. Infatti dalle definizioni segue subito che un
anello PIR ¢ somma diretta di PID (domini a ideali principali) e di spe-
ciali anelli primari; quindi b) segue dalla proposizione 13. Per provare a)
sia ¢ un ideale di A e consideriamo ¢Bj; dal fatto che cB é principale,
con lo stesso ragionamento fatto in [16], teorema 6.b), segue che anche ¢
& principale,
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