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REND. SEM. Mat. UN1v. Papova, Vol. 50 (1973)

Sulla interpolazione di certi spazi di Sobolev con peso.

ANGELO FAVINT (*)

SuMMARY - This paper is about the problem of characterizing interpolation
spaces between Sobolev-spaces with weight; we use both the complex
method of interpolation and the real one.

First, (see Theorem 3.2), we give a condition on the ratio 4/, of two
weight-functions entailing that

[Wilhe; U), Wi(hy; U)lo= Whide; U),

with keN, 1 <p <+ oo, A= A4%27, 6€]0, 1[.

In the Theorewn 3.3 we characterize, for a class of functions 4,, the space
[W3(%es U), L*(4y5 U)l.

We obtain this result making use of the techniques of Lions-Magenes,
(see [7], pp. 194-198).

Then we consider some particular spaces with weight.

In Paragraph 4 we look into the spaces W:?(U) with U=R" or U=R}
that B. Hanouzet introduced in [5] and we prove that

[Wa2(0), Wil (D)= Wag(U),
with o= (1 —0)og+ O, .
In Paragraph 5 we prove that
[Va(0), Val(0)e= Vg (0) »

where O is a bounded open set satisfying the regularity conditions of [7],
p. 38, or O=R].
Furthermore we obtain, through a suitable partition of unity, that V’;g’(O)

(*) Indirizzo dell’Autore: Istituto Matematico « S. Pincherle » - Piazza
di Porta San Donato, 5 - 40127 Bologna.

Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd dei Gruppi di ricerca del Comitato
per la Matematica del C.N.R. per I’anno 1972.
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is also a space of means, that is:

(VE2(0), VE(0))s,,= VEZ(O) .

Then we prove that, if «y is different from certain numbers, connected
with the Theorem of Hardy, then

IV22(0), We2 (0= Wi (0) .
On the other hand, we show too that

(WE2(0), Wa2(0))o.,= Wiy (0)
and, when «,, «, satisfy a further condition,

(WE2(0), WE(0))p.. = WEZ(O) .

Analoguos results for the real interpolation of the spaces W:?(0) are
in [2, 3].

In the proof of Theorem 6.3, we again use the techniques of Lions-Magenes
and the result we obtain becomes a theorem of them when O is bounded,
Pp=2, ay=k, =0, (see [7], Th. 7.1, p. 194).

In fact, in this case Wi (0)= VEX(0)= E%0).

Finally, we remind that some problems about the interpolation of certain
Sobolev-spaces with weight and L”-spaces were studied by H. Triebel
(see [13]), but they deal with Hilbert spaces.

Spazi d’interpolazione.

Se F & uno spazio di Banach, denotiamo con I*(F), p € ]1, + oof,

lo spazio delle successioni n—f, di potenza p-esima sommabili a
valori in ¥, nel, con la norma

1) ey = ( S 1al3)"”

Se A,, 4, sono spazi di Banach immersi con continuitd in uno

spazio vettoriale topologico separato &, p,e]l, + oo (1=0,1) e
0<#<1, si denota con s(p,, 0, 4,; p,, 0 —1, A,) lo spazio degli a €

+o00
€A4,+ A, tali che a = >,u,, con

(exp [n0]w,) €*(4,),  (exp [n(6 —1)]u,) € 1(4,) ,
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normato con

lal,= inf {max (] (exp[n0]%,) sy, [(eXD[0(0 —1)]%) 5.a)} -

6= 2Un
n

Si dice che ae A,+ A, appartiene a s(p,y, 0, 44; p,,0—1, 4,) se

a=9Yn+ V5, nel

(exp [n0]v,,0) €1(Ao) , (XD [n(6 —1)]vy,) €14(4y) .

Si pone

la|,= inf {max ( I (eXP [nﬂ]vo,,.) l17aae)s | (exp [n(0 ”“1)]”1,1») "l"(A,))} .

G=Vo ntVin

Sia s(p,, 0, 4,5 p,, 0 —1, A;) che s(p,, 0, 4,; p,, 0 —1, A,) risultano
spazi di Banach e Lions e Peetre hanno provato (cfr. [9], p. 18) che
essi coincidono, con equivalenza delle norme. Inoltre, tali spazi non
mutano se si sostituisce la costante e con un k> 1 arbitrario, (cfr. [9],
p. 20). Scriveremo

8(py, 0, Ag; P1, 0 —1, A)) = 8(p,, 0, 4¢; p1, 0—1, 4,) = (4,, 'Al)e.p y

dove 1/p = (1—0)/p, + 6/p..

Tale scrittura & motivata dal fatto che s(p,, 0, 4,; p,, 0 —1, A,;) =
=s(p, 0, 4,; p,0—1, A,) se, appunto, 1/p = (1—0)/p,+ 0/p;.

Gli spazi (4,, A,)e,, sono gli spazi d’interpolazione reale (o di medie),
per la seguente proprieta:

Se 4,, B; ({=0,1) sono spazi di Banach e T' & un operatore
lineare da A,+ A, a B,-+ B,, continuo da A, a B; (i = 0,1), allora
T & continuo da (4,, A,)ep a (By, By)gy €

1T (44,4,)0.->BosBrY0» < ”T“Ig»B.HT”&.—»B,;
(efr. [9], p. 12).

Della proprieta sopra richiamata godono anche i cosiddetti spazi
d’interpolazione complessa [4,, 4,], 0€]10,1[; un elemento « di
A,-+ A, appartiene a [4,, A,], se = f(0), dove f & una funzione
continua da Q a 4,4+ 4, (2 = {zreC,0<Rez<1}), olomorfa da Q
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a A,+ A,, f(it)e 4,, f(1+ it)e A,, VIeR, t—f(it) (rispettivamente,
t—f(1 + it)) essendo continua e limitata da R a A, (rispettivamente,
da R a 4)).

Si dice che una tale f appartiene allo spazio J(4,, 4,). [4,, 4,]s
viene munito della norma

1@l 40,400 = 0 |Fllsecss, 4 = inf {max (sup [f(it)|4,, sup [f(L +4t)[.4,)} ,
f0)== f(6)=2 3 ¢

e risulta uno spazio di Banach.

Notiamo (cfr. [7], pp. 103-104; [12], p. 122) che si ottengono gli
stessi spazi [4,, A,], se si suppone che f(z) sia a crescenza polinomiale
in A, per z=1it, e in A, per 2 =1+ t.

2. Spazi di Sobolev generalizzati.

Sia U un aperto di R" e A sia una funzione C®, > 0 su U (fun-
zione-peso).

Con L?(A; U), 1<p <+ oo, si denota l'insieme delle funzioni u
misurabili da U a C tali che

%] ze0) = (fl”(ﬂ?)lu(x)l"dm)llv< + oo,

U

Allora lo spazio di Sobolev generalizzato Wi(i; U), leI*, 1<p<
<+ oo, & definito come l’insieme di tutte le funzioni ¢ misurabili
da U a C per cui le derivate deboli D*p esistono fino all’ordine [ e
appartengono a L?(A; U); cioe,

Iplvsan = ( 3 10%1tuwn) <+oo,  (efr.(141).

loel <

Qui o = (aty , ..., ;) & un multi-indice, || = Za,,D“ orattanl(op. .. D).

W;(}. U) & uno spazio di Banach Vpe[l + oof.

Con W’(l U) si intende il completamento di Cg(U) = D(U) rispetto
alla norma di W(4; U).

Considereremo anche spazi di Sobolev con funzioni-peso diverse
al variare dell'ordine di derivazione, per cui cioé, D*pe L?(4,; U),
] <.

Denotiamo tali spazi con Wi(4,, ..., 4; U).
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3. Risultati di interpolazione.

La dimostrazione delle due seguenti Proposizioni ¢ completamente
analoga a quella data in [1] e percid ne diamo solo I’enunciato.

ProposizioNE 3.1. Siano Ay, A; funzioni-peso su UCR" Se
pe[l, + ool e (A(@)) "(As(2))° = Ao(@), 026 < 1, allora

[Wi(Aos U), Wildss U)lg=> Wi(do: U) 5

[Whde; U), Wdy; U)lo=—> Widy; U).

ProPosIzioNE 3.2. Se AP, A, i = 0,1, ..., 1, sono funzioni-peso su
UCR®, pe[l,+ oo e }.“’(w) (l‘”(w))‘"”(l"’(w)) 0 <6< 1, allora

[WHAD, ..y AL U), WLAD, ..., A5 U)o => WLAY, ..., AP; U) ;
(WLAD, ..., A9 U), WEAD, .., A0; U)]p—> WHAY, ..., AP; U).
TEOREMA 3.1. Nelle ipotesi della Proposizione 3.1,

(Wi(Ao; U)y Widy: U))op=> Wihes U) ;

(Wh(Aos U)y WilRsi U)oy <> Wi(d
DiMOSTRAZIONE. I1 metodo di prova ¢ analogo a quello di [9]

a proposito degli spazi L.

Se pe(Wi(de; U), Wh(Ay; U))sp== 8, allora, per definizione,

(]')(“") = ’IJOY"(.'E) + vl,n(w) y xelU, nel,

(exp [n0]v,,) € 1P(Wh(Ay; U)), (exp [n(0 —1)]v,,) €I?(Wi(4y; U)) .

Cid implica che

D*q(@) = Do p(®) + D* vy () , loe| <,
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e quindi, poiché¢ C = (C, C),,,

pid 1-0)/p
[D%(@)] < €y ( Zulexp [n61D vgu@)?) -

(S lexp [0 — 11070, 0)1) "

Pertanto

too 1-0
[r@ipwras<e (5 s e mnpoump)
U U

+o0 0
(S a0 exp 10 — 11070, 0F) o<

+ 00

< (z,, f 15(@)| exp [n6) D*vo,5 (w)lvdm)l“e-

— 00

+ o0 0
(3 [ #@lexptn0— 11D, @)
U

Cosi
oo 1-6
flz(x)lD“ |”dm<0( ( nflo(x|exp[n0]1)“vo,,(zv)|f'dx)) .
|a|< CEASEE.
+00 6
( <( . f 1’:(x>|exp[n(o-1>]D“vl,,.(w)lvdm)):
lal<I \ — o0 v
to 1-0
= ( n”exp [’I’Ir@]’l)o"” Wh(e: U)) :
\0
(Stexpin0—1)100n i)
Segue

19 waog:vn < Cll(exp [10]04.0) | o300:00 | (€XP [0(0 — 1)] V1.0) | w0
e quindi, (cfr. [9], p. 12 e p. 18),
ol wize:oy<Clels-

La seconda affermazione ¢ provata nella stessa maniera.
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Se si considera, infatti, una <pe‘.])(U)cI5)V§,(lo; U), 0<6<1, per
essa vale, come prima,

ol wiag:on < Cle | a0, Whauy) -

Poiché D(U) & denso in (W‘(lo, U), WAy U))op, (essendo denso
in Wi(4,; U) OW;(ZI, U)), cid & sufficiente per concludere la prova.

COROLLARIO. Nelle ipotesi della Proposizione 3.2,

(WHAY, ..cp AD; U), WAL, ..., AP; U)oy WHAD, .oy A5 U) 5
(WLAD, ..., 205 U), WHAL, ..., 495 1)), o> WHAD, ..y A9 T).

TEOREMA 3.2. Se Ay, 4, sono funzioni-peso su U tali che |D%(4,
< Codohy), || <!, allora

[Wi(ke; U), Wilky; U)le= Wi(4e; U) 5
[Wh(Ze: U), Walhs; U)o = Wi(o; 1),
con equivalenza delle norme.

DiMoSTRAZIONE. In forza della Proposizione 3.1, basta provare
che Wi(ds; U) = [Wi(4e; U), Widy; U)lg= W.
Sia dunque ¢ € Wi(4g; U). Definiamo

(¢(2) )(w) = (Ao(w)/)'x(a') )’M(’(F(x) ’ e, xel.
Se 0 |a| < {, vale

Ao(@) D (it) )(2) = Ay(@) Eﬂ:L%”(@‘y 1)(Ao(@)/ Ay() )0 D* P (),
0<Pi<oy

dove LQ(x,t) ¢ un polinomio rispetto a t€R, a coefficienti funzioni

continue di @ (cfr. [7], p. 197).
Inoltre, per la condizione su A,/4,, vale

Ao (@) | D¥($(3t) )(@)| < Po(t) Aol EID“ Pp(a)],

0<ﬂt<¢c

dove P,(t) ¢ un polinomio in ¢.
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Dunque

(I ) f 13(@) | D( i) (mnvdx) < Pu(®)|9lwiag: 0 »

P,(t) essendo un polinomio in teR.
Segue che t—¢(it) ¢ continua a crescenza polinomiale da R a
Wlp(lo; U).

Ay(a) D (¢(1+zt))(w)—zl(w)ZL“’w, ) (Ao(@)[ Ma(@) ) T D P () ,

0<ﬁ:<¢c

LP(x, t) essendo un polinomio rispetto a ¢ € R, a coefticienti funzioni
continue di x. Come prima si ottiene

1/p
( > [2@)D(s0 + it))(w)lvdx) < Pu(t) 9 wicao: 0 »

la <1

P,(t) polinomio in teR.

Dunque, la applicazione t — ¢(1 -+ ¢¢) risulta continua a crescenza
polinomiale da R a Wi(4,; U).

A questo punto, con lo stesso ragionamento usato per provare il
Teorema 4.2 di[1], facendo uso, cioe, di risultati di Calderon e di
Lions, si deduce che

$(0) = ¢ € [W(Ao; U), Wi(As; U)ls.

Per dimostrare la seconda affermazione, notiamo che, se ¢ € N(U),
allora @(it) e Wi(dy; U), g(1 + it)e Wi(A,: U) e quindi

I |
ol o0 @i < Cle |l whag:v) -
: Y Y . O . .
Poiché D(U) ¢ denso in Wi(4e; U), cid prova quanto asserito.
OSSERVAZIONE. Se zeR" oppure zeR",, dove

RY = {o=(&, .., &) ERY E,>0}, || = (614 ... + &Y,
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allora le
Afe) = (14 o?)**,  aeR,i=0,1,

soddisfano le condizioni del Teorema 3.2.
E chiaro poi che anche funzioni-peso del tipo

Aiw) = (1+ |o|>)*2P(x), i=0,1,

dove P(x) ¢ un’altra funzione-peso arbitraria, rientrano nel dominio
di validitad del Teorema 3.2.

Notiamo infine che se |A%(x)| < CeA;(x), |a| <1, i = 0,1, allora anche
la funzione A(x) = A,(x)A,(x) soddisfa una analoga condizione.

Come esempio, si pud considerare

Alx) = (1 + éf?)’(l +§:£2) , r8>0.

TEOREMA 3.3. Siano A,, A, funzioni-peso su U tali che
[A9(@)| < CAy(m) le| <k, xelU,1=0,1.

Allora, se Ag(x) = (A(®) ) ¥ A(@))l, 1 <p <+ oo e WEN(U) denota,
come duso, lo spazio W1; U),

[Wi(Ao; U)y LP(Ay; U)lg= {ue D'(U); Agu e [WH(U), L*(U)]e} -

DIMOSTRAZIONE. Per provare la nostra affermazione faremo uso
delle tecniche che si trovano nel trattato di Lions-Magenes, (cfr. [7],
pp. 194-198).

Supponiamo senz’altro U CR, poiché il discorso non muta nel
caso di R% n>1.

Se ue[WXAy; U), L?(4y; U)lp, allora, per definizione di [4, Bls,
esiste fe J(Wk(4o; U), L7(A,; U)) tale che () = u. Poniamo

(9(2))(@) = (Ao@) )1 (A(@) ) (f(2))@), 2€U, 2.
Vale

D(g(it))@) = 3. e0, D" (2o(@) ) ~H2:0)) D" "(1(60 )

D"((Ao) )t =*(Ay(w) )¥) = Zodo,,v’((ao(w) )14 DT((Ag(@) )¥) .



232 Angelo Favini
D’altra parte, poiché |A®(x)|< CA®x), i = 0,1, si ha
| D(3e@) ) |< Po®) Aot} , D7 (@) < Pr0),

dove P,(t) e P,(t) sono polinomi in teR.
Ma allora

D((Roa) )= D7=((Aaf2) )¥) | < Polt) Aolr)

essendo P4(t) un altro polinomio in ¢.
Ne segue che

m

[D™(g(it) J@)] <= P4(t) Ao(cx) Z “(f(it) )(@)]

e quindi che
lg(it) | we sy~ Qo) () | wragiv s

dove @4(?) ¢ un polinomio in ?zeR.
19+ ) prwy = 11+ i) | 1,09 -

Inoltre, poichd fe J(Wk(iy; U), L%(4y, U)), t—>g(it) (rispettiva-
mente, t —g(1-+4t)) ¢ continua a crescenza polinomiale da R a
WE2(U), (rispettivamente, da R a L7(U)).

Per mostrare che z— g(z) ¢ olomorfa da £ a L»(U), basta veri-
ficare (cfr. [7], p. 195) che z— g(2), > = f (?))(@)p(z)dx & olomorfa
in ©Q per ogni (pe‘.D(U)

Sia p(x) = inf (A,(2), A(x)). Allora p—>j() ¢ olomorfa da 2 a
L*u; U). Ma z—;-lf,‘zl’{tp ¢ olomorfa da £ a L®u; U)', essendo
¢ € D(U).

Ne segue che z— (g(2), ¢> = {f(z), Ay "*Ajp> & olomorfa.

Infine ¢ ¢ continua da £2 a L?(U), poiché f appartiene, in parti-
colare, a J(L*(,; U), L*(4,; U)).

Pertanto (cfr. [1], Teorema 4.2)

9(0) = Agu e [W?(U), L*(U)]s .
Viceversa, sia ue D'(U) tale che Aqou e [W:?(U), L*(U)]J,.

Allora esiste ge Je(W*»(U), L?(U)) per cui g(0) = Aou.
Poniamo

(12))@) = (A@) F (A(@))"*(g(2) J&), 2€2, xeU.
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Vale:

D)) = 3 o, D*((Roa) - {Aufo)) ) D" (gtit o),
(o)~ H(Ax@)) ™) = X doaD*((Rofa) ) D7*((As@)) ),

e quindi, per le ipotesi sui pesi 4;, =0, 1,

D7 ((Ag(@) )~ H(Aa(2)) )| < Po(t) A (@)

con Pg(t) polinomio in ¢eR. E allora

Ao(@) [ D™(f(3) (@) | < Po(t) 3 | D"(g(it) J(@)] .

r=0
Di conseguenza,
[7@8) | wea,:p) < Q1) 9(82) [ wemr)

essendo @,(f) un polinomio in ¢€R.
Inoltre, |f(1+ 48)|pra,0)= [9(1+ it)| ooy
Con ragionamento analogo a quello usato per provare la prima
immersione si riconosce che z — f(z) ¢ continua da Q a L?(u; U), olo-
morfa da 2 a L?(u; U). Quindi,
1(0) = ue[Wi(Ae; U), LP(Ay; U)ls.

ProrosizioNE 3.3. Se 4,, A, sono funzioni-peso su U tali che
[A9(x)| < CAy(x), x€ U, |e¢|<max{k,1}, i =0,1, allora

[Wi(do; U)y Wi(dy; U)lo = {ue D' (U); doue|WE(U), WH(U)]p}.

DimosTrAZIONE. Del tutto analoga a quella del Teorema 3.3.

Proros1zIONE 3.4 Sia (1—0)k=1eI*. Allora, nelle condizioni
del Teorema 3.3, vale

[Wdo; U)y LP(Ay; U)ls= Wi(le; U),

con equivalenze delle norme.
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DIMoSTRAZIONE. Per il Teorema 3.3, we [Wk(Ay; U), L?(Ay; U)le
se e solo se Agu e [We2(U), LP(U)],.
D’altra parte, (W5»(U), L?(U)]g== W"*(U), (cfr. [10], pp. 165-166).
Poiche, perd, |D*Ag(x)| < CAg(x), |a|<k, si ha che
Agu € WH(U)) se e solo se ue Wi(dg; U).

Cio prova ’affermazione.

4. Gli spazi W} *(U).
Consideriamo ora dei particolari spazi Wi(4,, ..., 4;; U).
A questo scopo, per semplicitd di notazione, adottiamo la defini-

zione di Hanouzet (cfr. [5], p. 26).

DErINIZIONE 4.1. Sia x = (&, ..., &) € U, dove U =R" oppure
U-—=R", e sia p(x (EEZ)

Se 1<p<<+co, meN, aeR, si pone
W (U) = {ue D' (U); 1+ )@ mt2DWwe LX(U), |l|<m}.

Wm?(U) & uno spazio di Banach rispetto alla norma

il ( 2\ (@ —m- »
o] W) T (IZ 1@+ 0% +m)/2Dl“H1'i”<U)) .
<m
Si denota con WP (R"), 1/p-+1/p'=1, il duale forte di W™?(R").

TEOREMA 4.1. Sia x;€R (i =10,1), 1<p<-+ oo, meN. Se o=
= (1 —0)ay+ Oy, 0<O<1, allora

[Wan(U), WaP(U)le= W5(U) ,
con equivalenza delle norme.
DiMOSTRAZIONE. In base alla Proposizione 3.2 basta provare che

WP (U) > [Wgn(U), WEP(U)le.
Per semplicita di notazioni, supporremo n = 1.
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Sia ¢ € Wi»(U). Poniamo
($(2))@) = (A + @)=~} (x),  2€2, xel.

Se 0<g<m, vale

Da(¢(it))(m) — z (3) (Dr(l + 92)((1,—01,)/2)(“—0))(Da—r(p(x)) .

r<q

D’altra parte, se k ¢ dispari,

((1 + 92)((%4 V/2) - 6)) t)g’“(l +0 2) (@ —a)/2)(6~it) ~ ky
+ cl(t)g"‘g(l + 92)((¢.—a.)/2)(6—zt)ﬁk+l+
+ . Fepyp) o(l 92)((1.—z,)/2)(0~it)—k+(lc~l)/2 ;
se k & pari,
DH(1 + )t =0 g (1) k(1 -+ g2)E—a/DO-i—k 4
oo dyy(t) (1 2) (@R O i —k+e—Dj2

¢,(t), d,(t) essendo polinomi in ¢t e R.
Nel primo caso, allora,

(14 g2~ m+OZ| D1 + 92)((1,—%)/2)(0 i) |D¥- "(p(x)| < (1 + p?)@—m+bi2.
Do) (1 + %)@ —o0-K2(g(1 4 o) ~H)k
+ oo Prnp) (1 @) DO-K2(o(1 L g2) =)
DV (@) | < Po(t) (1 + g2)0—m+i=hi2 | Di-ke (g)|
Inoltre, poiché
(14 @y~ mHD2iq (1)(1 + p?) (= =2O=it1=ki2| | i~k ()| <
< qigp(t) (1 - oo mFI=REZ I DIk ()|,

una analoga maggiorazione vale per k pari. Dunque,

i +Q (ao m+8)/2 ]D' l’

$=0

(1 + 92)(azufm+a)/2Dq(¢( )

@,(t) essendo un polinomio in ¢eR.
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Ne segue che
1860 w20y < Q19 e -
Ragionando nella medesima maniera si prova che

1601+ )| s gy < Qa1 L

Q4(t) e Q,(t) sono dei polinomi in teR.
Cid permette di concludere (cfr. la prova del Teorema 4.2 di [1])
che ¢ = ¢(6) e [WZP(U), WP(U)]e e

91w =< Clolwase -

CoROLLARIO. Sia m=—r, reN. Sea,;eR (1 =0,1), 1 < p <+ oo,
allora

[WZPR"), WEP(R™ ], = WZIR") ,
con equivalenza delle norme.

DiMosTRAZIONE. L’affermazione discende dal Teorema 4.1, dalla
riflessivity degli spazi W™?(R") e dal fatto che per spazi di Banach
riflessivi vale (efr. [10], p. 150)

[4, Bly=[4', B']s.

5. Gli spazi V&»(U).

Sia U =R? oppure U sia un aperto limitato di R” la cui frontiera
I' & una variety di classe C° di dimensione n—1, U essendo local-
mente da una parte di I

Sia 1 < p <+ oo, x€R. Sia ¢ una funzione € =(U), o(x) > 0 su U,
o(x) =0 sule,sed(x, I') denota la distanza di « da I', lim g(x)/d(x, I") =
=d+#0, a,el, se U & limitato. o

Se U =R", allora () = (@1, ...y &)= ,, (cfr.[7], p. 38).
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DEFINIZIONE 5.1. 8¢ pone

1/p
VEr0) = fue D(0); [ul ppoy = (3 1D uliprorriny)  <+oo}.

0<Iri<k

VE2(U) & uno spazio di Banach.

TEOREMA 5.1. Sia 1<p<-+ oo, keN, a;eR, (¢=0,1). Se ag=
= (1—0)ag+ Ox,, 6€]0,1f, allora

[VEXU), Var(U)le= VEXD),
con equivalenza delle norme.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo che VEX(U) < [VEX(U), VE(U)],. Pos-
siamo supporre senz’altro, passando a carte locah, che sia U=R}.
Sia ¢ € VEP(R?). Poniamo

(¢(z) )(@) = a0 2p(x) , ¢eQ, zeRY}.

Si ha
L q o
30 (T59(@) = Zear i sogle), <k,
e quindi
. . 1/p
lpG) | vEPRY) = (Imlék J'x:w_(k_]'"|)D|Dm(¢(7't))(w)lpdw) <Po(t) |l VEP®RY) 1

+

P,(t) essendo un polinomio in ¢eR.
Infatti, se |m|=1,+ ...+ 1,,

( [(w-ermipmginyonpas) < [z -H'm'mm«p(w)l)vdw) "

R o
+al) 2% —k+h+.+a—1) M (w) +

l ’ ot da1 ¥

R}
v

+ ..+ ¢ (t)( J’(wao—k+h+...+l,,- M(p(m) ) dw) p’

n n ax‘n_

Rﬂ

+

c,(t) essendo un polinomio in ¢, j =1, ..., [,.

16
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In modo analogo si ottiene
”‘P(l + )] Vﬁ-l”mi)\i Pi@)jel vEP(RY)

Quindi, come nella prova del Teorema 4.1, si pud concludere che
esiste C > 0 tale che

lo©)] [V'ai;”(Ri)»V{ﬁ‘,’(Ri)lo = ol WEP(RY), VEY(RY Mo = Cig,

k. .
Yt Vag (RY)

Con cid la prova della affermazione & conclusa, poiché la immer-
sione inversa ¢ valida in generale (cfr. Proposizione 3.2).
TEOREMA 5.2. Nelle ipotesi del Teorema 5.1, si ha
k, ks — Yk
(VEX), VEI(U))ey = VEZ(U) ,

con equivalenza delle norme.

DIMOSTRAZIONE. Si puo senz’altro supporre U == R%. Inoltre ¢
sufficiente provare che VEr(U) <~ (VEP(U), VE(U))s -
Sia {y}, sel, una partizione dell’unity tale che

+o0o
ze€R" =3 y(x) =1, Supp 9, C F, = {w e Rt; 27 1< p <2871} |
D" p(a)| <027, O<r<k.

Una tale partizione dell’unita esiste (cfr. [11], p. 296).
Supponiamo «, << «, ¢ poniamo z == {*~%, x, tcR" e, corrisponden-
temente,

Pa(@) = (%) = 0, (1) .
Allora supp @, c F, = {teR"; 2871 < T % 28F1},
Inoltre, poiché
roP(t) = i qaiyi(x), 1<r<k,
vale =

T
[N (@) < D eC-20tDi2-% = K |
=

1

indipendentemente da sel.
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Poiché r <k, esiste dunque una costante K per cui
o)< K, o<r<k.

Si é in definitiva mostrato che esiste una partizione dell’unita
{w,}, s€1, tale che

+ o0
S.w2)=1, xzeR", suppw,CcF,= {weRF, 2" 1< g0 % 28+1}

) 2" 0P ()| < C, sel, o<r<k.
Sia dunque @ € VE?(R%). Definiamo
P.(x) = w,(@.)p(@) .
Allora g¢s(.’l') = ¢@(x); inoltre si ha, se |m| =14 ... + I,,
-~ Up
(f2’9x:o—’°+|'"'|1)"‘ ds(x)jpde, ... dw,,) <

n
+

In
< e J‘(2’o£% k+1mj

al +otln—r
W) s g P )\) i) <

.. Ozt
Rﬂ
. Ohtetin—r 1/»
<3 ( f( f(wzo~k+lm| w‘”(%)m‘l’(w) ) d.av,,)dac1 ...dw,,_l) <
r=0 R VB,
In Sl tla—r » U»
<zoc;l ( f( J‘(w-—k+l|+...+ln—r W(p(d}) ) d.’!/'n) d.’l}l oee dﬂz‘n—l) ’
“ ... Oxh
R‘Il—l F.

in base al fatto che supp m, c F, e in F,, 2% < 264{®-%° con |0 (2,)| <
- -
< Cx,".

Dunque

iZ:s ( )3 f(wi‘:“"‘"""’ | D ¢s(w)l)”dw) <

ImI<k A
R+

<> (:Lz: 6,,._"( f(w:"”"‘"””) ]D'"q)(w)l)’dw,,) dw, ... dw,_1)<

Im|<k
R" F,

<é z (wga—(lc—lml) ]qu)(w)l)pdm ,
Im|<k
R}

poiché F,NF,5= ¢ se e solo se re {s—1,s, 8+ 1}.
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Quindi,
1228 o0y < Ol gy

Con lo stesso procedimento, sfruttando il fatto che su F, vale
23(0—1)< 21—0$:~1 ,
8i trova che esiste una costante C, per cui
" (2'(0~1)¢:) ”1”( Vg-lvmg)) < Cl "(P " Vz'B’(R?-) .

Tali disuguaglianze permettono di concludere la prova della nostra
affermazione.

6. Gli spazi W:»(0) e Wk(0).
DEFINIZIONE 6.1. Sia a€R, 1 <p <+ oo e valgano le ipotesi della
DEFINIZIONE 5.1 sulla regolarita dell’aperto O di R". Allora se k é un

intero >0, si denota con W%?(0) lo spazio WX(¢%; 0) (cfr. [2], . 3).

TEOREMA 6.1. Sia 1<p< -+ oo, keN, a;eR (i=0,1). Se €10, 1]
e g = (1—0)ty+ Oy ¢ {1—1/p, ..., k—1/p}, allora

Vi2(0), WE2(0)], = WE2(0)
con equivalenza delle norme.

DIMOSTRAZIONE. Per carte locali ci si riconduce a provare 1’affer-
mazione per O = R%. Poiché inoltre la dimostrazione nel caso di
n>1 ripete quella per O =R", ci limitiamo a considerare questo
€aso.

Sia dunque ¢ € D(R"). Si pone, come nella prova del Teorema 5.1,

($(2)) (@) = a%~=e=O(z),  xeR', ze.

Notiamo che ¢(2) € D(R*) perché ¢ ha supporto compatto.
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Vale (cfr. Teorema 5.1):

+ oo

(]?w“-lD«(ﬂit))(w)|)vdw)l"’< Z o,(t)( j (%07 | De-"g(a)])? )up

D’altra parte, per il Teorema di Hardy (cfr. [6], p. 245; [4], p. 261),
poiché as¢ {1 —1/p, ..., k—1/p}, se m<q,

+ oo

jxagp—mvlpa~m¢(w) |nd$ <

0

+ 0o

—_;g.___ ? p—(m—1) -m+1 .

<(I(ao—m)p+1|) fw«e m=1| Da-m+14(2) P ;
0

quindi, iterando la applicazione del teorema ricordato,

+ oo + 00

f (z%0-m| Da-mo(z)|)rda < CJW" |D*p(@)|)?de -
(1]

o

Pertanto
1860 | 35y <Pold) @] g2 pcgt)

dove P,(t) & un polinomio in ¢ eR.
Analogamente, sfruttando ancora il Teorema di Hardy,

1901 + i) | gy < PrOIo] gz
dove P,(t) & un polinomio in teR.

Cid implica che (pe[W"”’(R““) W"”’(R+)]a

Per la densita di ‘.D(R+) nello spazio Wk #(R*), la immersione
W’””’(R‘L) r—>[W"""(R+) W’“’(R‘“)]e risulta provata.

TEOREMA 6.2. Nelle ipotesi del Teorema 6.1, vale

(WE2(0), We2(0)),, = WE2(0)

con equivalenza delle norme.
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DIMOSTRAZIONE. Per semplicitd supporremo O = R*.

Sia e D(R*). Bia {w,}, s€l, la partizione dell’unitd introdotta
nella dimostrazione del Teorema 5.2. +oo

Cosl, se @,(x) = o,(®)p(x), si ha @@) = D, ¢,(z).

Procedendo come nella prova del suddetto Teorema, si trova che

+o0
([2etomg.(orpas) <0 ( [@orpmrg@ipas)”,  mek.
o r=0 .
Quindi,
+ 0o +o00
+ oo k k
—zs( go f(wuo2sO|Dm ¢3(w)|)”d$) < Zoé’m ( <Z (xuo-—rlpm—r(p(x)l)pdw) .
0

D’altra parte, per il Teorema di Hardy,

+ 00 +oo

[(@=o 1D =rp(@)|)do < 0, (a%0| Dmo(@) )?do .
0

Percid, in definitiva,
1(2%°6,) | PUTER(R) S Osl ol gt oty -
Procedendo nello stesso modo si prova che
122G lpprcrry < Call @l g -

Pertanto la immersione W’;g’(R*) L>(VDI/’Z’;;;,”(]R“L), ﬁ’{:’l”(R*))em risulta
stabilita. Cio6 conclude la prova.

Seguendo un ragionamento vicino a quello di Goudjo (cfr. [31),
dimostreremo un risultato per gli spazi W%?(0) che discende dal
Teorema 6.2.

Facciamo notare che per « <—1/p oppure a>k—1/p vale Wo?(0) =
= Wk2(0).

COROLLARIO. Sia 1<p<—+ o0, 0<a;+1/p<l (2=0,1) ¢, se
[s]- denota il pit grande intero <<s, sia m = [l —o;—1/p]_.
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Se ag = (1 —0)og+ O, ¢ {1 —1/p, ..., 1 —1/p}, allora
(Wi’:’(O), WL'?(O))O.» = Wf;f,’(o) ’
con equivalenza delle norme.

DIMOSTRAZIONE. Sia y;: u— (8]0 u, v = (Yo, V1, ---)-
E noto che, se 0 <a-+ 1/p <1, allora

Wa(©0) S~ I Wit

0<i<U—a—1/p]-

(I" essendo la frontiera di 0), ¢ una applicazione continua e suriettiva
dotata di inversa destra continua.

Si supponga ora che T'e L(4,, B;), i =0, 1, sia tale che T(4;,)=B
ed esiste inversa destra continua R: B;— A ;.

Per interpolazione, 7 risulta allora continua da (By, By, 2
(AOv Al)ﬁm'

D’altra parte, se &€ (By, By)s,, sard & =&+ &, & €B,.

Poiché T & su, esiste z;€ A, (v, = RE,) tale che Tx,=¢&,, e quindi
T(x,+ @) = §.

Ma » = R£o+ R, = RE; inoltre, pOiChé R: (Bo; Bl)ﬂ,p_)' (A07 Al)ﬂ,m:
vale R(&) =€ (Ay, A1)op-

Si pud pertanto asserire che y & continuo da (Wi%(0), W?(0)),,
su ﬁ Wi—i-ag—1po().

i=0

Infatti,

(ﬁ Wl—i—ﬂo—l/”r”(r), ﬁ Wl-i—azwl/p,v([')) =

i=0 i=0 o.p

:ﬁ(Wl a—ozr-l/z),l’([') Wi-i- z.—llzw(p) _ ﬁ - J'“d@-—l/p,p(l").
i=1 j=

Ora, se uec W "(0) allora yuen Wi-i—eo=1n([),

D’altro canto, per la surlettlwta stabilita sopra, esiste
w € (W2 (0), Wh(0))o (> Wib (0))

tale che yw = yu, cioé y(u—w) = 0.
Ma allora % —w eW””(O)



244 Angelo Favini

Poiché Wi2(0) = (W+2(0), W(0))a,,

w = (u—w)+ we (W(0), Wir(0))s,

Poniamo ora W"”’(O) = Wk2(0).

W"”’(O) é dunque il completamento di D(0) rispetto alla norma
di W*»(0).

TEOREMA 6.3. Sia a,eR ({=0,1). Se «,¢{1—1/p, ..., k—1[p} e

= 1—0)a,+ 0a,, 610, 1[, allora

Ve2(0), L2,(0)]o = {u € D'(0); g0u e [W**(0), L*(0)} ,

dove si & posto L2(0) = L?(g™; O).

DimosSTRAZIONE. Come si e fatto per provare il Teorema 3.3,
usiamo tecniche di Lions-Magenes (cfr. [7], pp. 194-198).
Inoltre, supporremo 0 =R* per cui p(z) = 2.

Sia “G[W'”’(O), 2 (0)=W
Cid implica che esiste feJﬁ(W"’”(O ), L2 (0)) = ¥ tale che f(0) = .

Poniamo
g(z) — e(l—z)a.+u,f(z) , 2e0.

Si ha
De(g(it)) (w) = goco.f(t)w‘“’"*“‘“‘““"m"(f (it)) (@) ,

dove ¢,,(t) & un polinomio in feR. Ora

+oo +eo
f w@="9| D= (f(it)) (2) [ do < C'fw"‘"" |De(f(it)) () | dow
(1]

0

perché per ipotesi f(it) € W""’(R+ e o¢{1—1/p, .., k—1/p}.
Quindi g(it) € Wk?(R*). D’altra parte, poiché f(zt) eW"”’(R*), esiste

(fn)neN9 fn € i)(]RJF),

@) Ifa—f(3t) "W’;’:(Rﬂ greesgl U

Sia g,(r) = a%t#u-%)f (r), xeR", neN.
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Si ha g.€ D(R*) o

+o0
[ [om{gata) — (9660)) @) dz e 0, m<k.
(1]

+00

Infatti, 27| D"(f,(@) — (f(it) (@) Pdo =2 0, 0<m<E, per la (i).

0 o .
Inoltre, poiché f,—f(it)e We(RY) e ay¢{1—1/p,..., k—1[p}, si
ha, come prima,

+ oo

fw‘"v")”lD““'(fn($) — (f(60)))(@)| dw <

0
+ o0

< Cy[as|De(fu(2) — (1)) (@) do,  g<F-

0

Con cid si & mostrato che g(t) eWE?(RY) e
”g(it) ”'%k'p(R'*') < PO (t) "f(it) " ﬁr’&;’(n‘*’) ’

P,(t) essendo un polinomio in {eR.
Vale inoltre

19+ it)l| oty = 171+ )] 12 gy -

Come nella prova del Teorema 3.3 si riconosce poi che z— g(z) &
continua da 2 a I?(R"), olomorfa da 2 a L?(R") e t— g(it) (rispetti-
vamente, ¢— g(1 -+ it)) risulta continua a crescenza polinomiale da R
a Weo(RY), (rispettivamente, da R a L?(RY)).

Ne segue che

9(0) = g0 u e [WH(R*), IP(R*)], .
Viceversa, sia ucD’'(R") tale che g“oue[W"’”(R+) I?(R")].
Cid implica che esiste feJe(Wh?(RY), L?(R*)) tale che f(0)= g®u
e quindi che w(z) = (o(x))~V*~%(f(9))(x). Poniamo

g(z) = @* Vo =f(z), 2.
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Vale
DA(gli) @) = 3 a2 D) o)
Quindi

a% | D(g(it)) (=)| < goo;(t)arf | D" (f(it)) ()] -

D’altra parte, se ltim h(t) =0 e a<p—1 si ha
—0

+ oo

() [Im@yperar<(p/le—p + 1) [IW @O ear
0 (1)

Per « = 0 attraverso la (1) si ottiene

+ oo + o0

f 22| De1(f(it)) (@) [pdar < Os [ | Do(f(i2)) (@) [Pdx ;
1]

0

iterando la applicazione della (1),

+ 00 +0o
[o=iDe(fin) @) pdw < O ID(f@0) @)Pdw,  1<r<q.
0 0

Cosi, come prima, g(it) eﬁ”;{(R’“) e ”g(it)II%.?(R+)<Q0(t)|U(it)||v%k.p(R+),
Q,(t) polinomio in ¢eR. Inoltre *

+ o0 + o0

fw“l”|(g(1 + it)) (@) Pdw < Cs [ |(f(1 + it)) (z)|Pdes .
0

0

Di qui, (cfr. la prova del Teorema 3.3),
9(0) = ue [WE?(RY), L2 (R")]; -
TEOREMA 6.4. Se

“o¢{1—1/p’ L] k—l/p} ’ 0‘1¢{1_1/p7 seey k"'l_l/p} ’
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allora
[(WE20), WE-12(0)], = {ue D'(0); p*0u e [Wo?(0), WE=12(0)],) .

DIMOSTRAZIONE. Analoga a quella del Teorema 6.3.
Se (1—0)k=1eN e valgono le condizioni del

CoOROLLARIO 1.
.9 l— l/p} ’

Teorema 6.3, allora, se og¢ {1 —1/p,
[WE2(0), L2,(0)], == WE2(0) .

DiMmosTRAZIONE. In virth del Teorema 6.3, basta riconoscere che

{ueD(0); g®ue[Wer(0), L2(0)]s} = Wir(0) .

Ora si sa che [W""’Q(O), 17(0)], == W'?(0).
Sia dunque p*0u € We?(0); allora D(g*0u) € L?(0), |q| <.
Ne segue che wue LZ,(0), uwe Wi (0)N L3, ,(0), ue Wz (0)N

N W (0) N L, _5(0), ece. . .
Ma allora (cfr. [4], p. 261), e L2,(0), ue W;?(0), ecc.. ueWgr(0).
D’altra parte, se uerv(()) esiste u, € D(0), ||u,—u| Wil e 0.

Allora p®u, € D(0) e
[ 0% (U, — %) | o0y 755> 0 “an(Ds(”n‘ u)) lzzo) 55570, ls|<l;

i @%‘f(Ds_r(”n—“ ’“)) I 190y < O 0™ D* (U —u) i 150y

perche wu, ——ueW“’(O e ap¢ {1 —1/p,...,l—1/p}.
In definitiva, |o*0u,— 00 u|pusp ——=> 0 e quindi 0*0u e WH(0).

Sia O limitato, p = 2, o, soddisfi le condizioni del

COROLLARIO 2.
Teorema 6.3. Se (1 —0)k = intero+ &, allora

[WE2(0), 12,(0)], = {we D'(0); g®ue HY~"X0)} .
(0)]p coincide col complemento di D(0) rispetto

e pertanto [W52(0), L2
alla norma di H'=9%(0); (per le notazioni, cfr. [7], p. 70)
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DiMosTRAZIONE. Conseguenza immediata dei risultati sugli spazi
H3(0) in [7]; (cfr. [7], p. 197).
Analogamente si ha

COROLLARIO 3. Sia O limitato, p = 2. Se a; soddisfa le condizioni
del Teorema 6.4 ¢ 1 —0 1, allora

[WE2(0), WES12(0)], = {u€ D'(0); 0™ u e W~ 2(0)}

DIMOSTRAZIONE. Basta ricordare che, se H,, H, sono spazi di
Hilbert, allora (H,, H,)s, = [H,, H,], e che

(f’)ys,p(o)’ ﬁn—-l,p(o))o’p - ﬁn—o.v(o) .

1<p<-+ oo, seN, 1—01[p (cfr. [8], p. 41).
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