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Sulla interpolazione di certi spazi di Sobolev con peso.

ANGELO FAVINI (*)

SUMMARi - This paper is about the problem of characterizing interpolation
spaces between Sobolev.spaces with weight; we use both the complex
method of interpolation and the real one.
First, (see Theorem 3.2), we give a condition on the ratio of two

weight-functions entailing that

In the Theorem 3.3 we characterize, for a class of funotions ~,t, the space
[ ~~(~o ~ ~) ~ U)10 ·
We obtain this result making upe of the techniques of Lions-Magenes,
(see [7], pp. 194-198).
Then we consider some partioular spaces with weight.
In Paragraph 4 we look into the spaces Wà’p( U) with U = R" or U 
that B. Hanouzet introduced in [5] and we prove that

with «e = 1- 0) «o + Ocx~.
In Paragraph 5 we prove that

where O is a bounded open set satisfying the regularity conditions of [7],
p. 38, or 0 = R" 1
Furthermore we obtain, through a suitable partition of unity, that 

(*) Indirizzo dell’Autore: Istituto Matematico « S. Pincherle ~ - Piazza

di Porta San Donato, 5 - 40127 Bologna.
Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività dei Gruppi di ricerca del Comitato

per la Matematica del C.N.R. per l’anno 1972.
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is also a space of means, that is:

Then we prove that, if oce is different from certain numbers, connected
with the Theorem of Hardy, then

On the other hand, we show too that

and, when (%0’ (%1 satisfy a further condition,

Analoguos results for the real interpolation of the spaces are

in [2, 3].
In the proof of Theorem 6.3, we again use the techniques of Lions-Magenes
and the result we obtain becomes a theorem of them when O is bounded,
p = 2, ~==0, (see[7], Th. 7.1, p. 194).
In fact, in this case *k,2(0) = Yàó (O) _ 
Finally, we remind that some problems about the interpolation of certain
Sobolev-spaces with weight and L"-spaceo were studied by H. Triebel
( see [13]), but they deal with Hilbert spaces.

1. Spazi d’interpolazione.

Se .F’ è uno spazio di Banach, denotiamo con p E ]1., 
lo spazio delle successioni di potenza p-esima sommabili a

valori in F, n e I, con la norma

Se Ao, 9 Ax sono spazi di Banach immersi con continuità in uno
spazio vettoriale topologico separato 9, (i = 0, 1. ) e

0  8  1, si denota con lo spazio degli a E
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normato con

Si dice che appartiene a

Si pone

Sia Au ; Pi?~2013~ che 0, A.; A~) risultano
spazi di Banach e Lions e Peetre hanno provato (cfr. [9], p. 18) che
essi coincidono, y con equivalenza delle norme. Inoltre, tali spazi non
mutano se si sostituisce la costante e con un k &#x3E; 1 arbitrario, (cfr. [9],
p. 20). Scriveremo

dove 

Tale scrittura è motivata dal fatto che 8, Ao ; p~ , 8 -1, Ai) ==
02013l~J se, appunto, 1 /p = (1- 0)lPo + 

Gli spazi (A~, sono gli spazi d’interpolazione reale (o di medie),
per la seguente proprietà:

Se Az, Bi (i = 0, l ) sono spazi di Banach e T è un operatore
lineare da Ao+At a continuo da Ai a Bi (i = 0, 1 ), allora
T è continuo da (Ao, a (Bo, e

(cfr. [9], p. 12 ~.
Della proprietà sopra richiamata godono anche i cosiddetti spazi

d’interpolazione complessa [Ao, A~]ø, 0 E ]0, 1[; un elemento x di

appartiene a [Ao, se x = f (0), dove 1 è una funzione
continua da 1Ì a (S -= {z E C, 0 C Re z C 1 ), olomorfa da j8
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a Aa -~- A~, f (it) E Ao, 1(1 + it) E A1, Vt E R, t - f (it) (rispettivamente,
t -~ f (1-~- it) ) essendo continua e limitata da R a Ao (rispettivamente,
da R a 

Si dice che una tale f appartiene allo spazio Je(Ao, A1). [Ao, Ax]g
viene munito della norma

e risulta uno spazio di Banach.
Notiamo (cfr. [7], pp. 103-104; [12], p. 122) che si ottengono gli

stessi spazi [A0, se si suppone che f (z) sia a crescenza polinomiale
in Ao per z = it, e in A1 

2. Spazi di Sobolev generalizzati.

Sia U un aperto di Rn e A sia una funzione &#x3E; O su U (fun-
zione-peso).

Con LV(Â; U), si denota l’insieme delle funzioni u
misurabili da U a C tali che

Allora lo spazio di Sobolev generalizzato W p(~,; U), 1 p 
-~- 00, è definito come l’insieme di tutte le funzioni cp misurabili
da U a C per cui le derivate deboli esistono fino all’ordine 1 e

appartengono a U); cioè,

Qui a = ... , (Xn) è un multi-indice, ~ ~ IL

W~(~,; I7) è uno spazio di Banach Vp e [1, + 00[.
Con W~(~,; U) si intende il completamento di = rispetto

alla norma di W~(~,; U).
Considereremo anche spazi di Sobolev con funzioni-peso diverse

al variare dell’ordine di derivazione, per cui cioè, U),

Denotiamo tali spazi con W~(~,o, ... , ~,1; U).
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3. Risultati di interpolazione.

La dimostrazione delle due seguenti Proposizioni è completamente
analoga a quella data in [1] e perciò ne diamo solo l’enunciato.

TEOREMA 3.1. Nelle ipotesi della Proposizione 3.1,

DIMOSTRAZIONE. Il metodo di prova è analogo a quello di [9]
a proposito degli spazi LV.

allora, per definizione,

Ciò implica che
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e quindi, poichè

Pertanto

(’os

Segue

e quindi, (cfr. [9], p. 12 e p. 18),

La seconda affermazione è provata nella stessa maniera.
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Se si considera, infatti, una
essa vale, come prima,

COROLLARIO. Nelle ipotesi della Proposizione 3.2,

TEOREMA 3.2. Å sono f 2cnzzoni-peso su Zl tali che
C C’a(/~,o’/~,1 ~, allora

con equivalenza delle norme.

DimoSTRAZIONE. In forza della Proposizione 3.], basta provare

Sia U). Definiamo

dove t) è un polinomio rispetto a t E R, a coefficienti funzioni
continue di x (cfr. [7], p. 197 ).

Inoltre, per la condizione su vale

dove Po(t) è un polinomio in t.
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Dunque

essendo un polinomio in t e R.

Segue che t - §(it) è continua a crescenza polinomiale da R a
U).

t) essendo un polinomio rispetto a t e R, a coefticienti funzioni
continue di x. Come prima si ottiene

P2(t) polinomio in t eR.
Dunque, la applicazione t -~ 0(1 + it) risulta continua a crescenza

polinomiale da R a U).
A questo punto, con lo stesso ragionamento usato per provare il

Teorema 4.2 di jl ], facendo uso, cioè, di risultati di Calderon e di

Lions, si deduce che

Per dimostrare la seconda affermazione, notiamo che, se 
allora U), q1 + it&#x3E; e W)Ài; U) e quindi

Poiché è denso in U), ciò prova quanto asserito.

OSSF,RVAZIO-.-B-F,. Se xERn oppure dove
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allora le

soddisfano le condizioni del Teorema 3.2.
È chiaro poi che anche funzioni-peso del tipo

dove P(x) è un’altra funzione-peso arbitraria, rientrano nel dominio
di validità del Teorema 3.2.

Notiamo infine che se i --- 0,1, allora anche
la funzione A(x) - Ào(c) ~,1(x) soddisfa una analoga condizione.

Come esempio, si può considerare

TEOREMA 3.3. A,,, Â~ fun,zioni-peso s~ U che

DIMOSTRAZIONE. Per provare la nostra affermazione faremo uso

delle tecniche che si trovano nel trattato di Lions-Magenes, (cfr. [7],
pp. 194-198).

Supponiamo senz’altro U C R, poichè il discorso non muta nel

caso di n &#x3E; 1.

So u E [W~(~,o; U), U)]o, allora, per definizione di [A, B]6,
esiste 1 E Je(W:().o; U), U)) tale che 1(0) = u. Poniamo

Vale
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D’altra parte, poieié

dove P~(t) e Pi(t) sono polinomi in t E lft.

Ma allora

essendo P3(t) un altro polinomio in t.

Ne segue che

e quindi che

dove un polinomio in t E R.

Inoltre, poiché /eJC(W(/o;r),Z(i,7)), (rispettiva-
mente, t ~- g(1-~- it) ~ » continua a crescenza polinomiale da R a

(rispettiv amente, da R a Lp( U) ~.
Per mostrare che z - g(z) è olomorfa da Q a basta veri-

ficare (cfr. [7], p. 195) che è olomorfa
in Q per ogni cp E ’1)( U). u

Sia ,u(x) = inf (~,~(x), ~,1(x) ~. Allora z-f(z) è olomorfa da S2 a

Ma z ;T ~,ó-z ~, i g~ è ol omorf a da Q a U)’, essendo

Ne segue che z - g(z), q) -  f (z), è olomorfa.

Infine g è continua da il a -L~(~7), poichè f appartiene, in parti-
colare, a U), -L~(~,1; U) ~.

Pertanto (cfr. [I], Teorema 4.2 ~

Viceversa, sia tale che E 

Allora esiste g E U), per cui g(0) = Aou.
Poniamo
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Vale:

e quindi, per le ipotesi sui pesi = (), 1,

con P~,(t ) polinomio in E allora

Di conseguenza,

essendo un polinomio in 
Inoltre, il f (1 + = li 9(-1 -i- 
Con ragionamento analogo a quello usato per provare la prima

immersione si riconosce che z--&#x3E;I(z) è continua da ~3 a U ), olo-
morfa da Q a U) . Quindi,

PROPOSIZIONE 3.3. Se Âo, ~,1 sono funzioni-peso su U tali che

1 x E U, ~ max {k, l }, i = 0, 1, allora

DIMOSTRAzIOXE. Del tutto analoga a quella del Teorema 3.3.

PROPOSIZIONE 3.4 Sia (1- o ) 1~ = 1 E ]+. Allora, nelle condizioni
del Teorema 3.3, vacle

con equivalenze delle 
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DiMOSTRAZIONL,’. Per il Teorema

Ciò prova l’affermazione.

. Gli spazi ~~(~7).

Consideriamo ora dei particolari spazi ..., ~~; U).
A questo scopo, per semplicità di notazione, adottiamo la defini-

zione di Hanouzet (cfr. [5], p. 26).

DEFINIZIONE 4.1. Sia x = (~~, ..., ~n) E U, dove Zi = ~’~ 

è uno spazio di Banach rispetto alla norma

con equivalenza delle norme.

DimoSTRAZIONE. In base alla Proposizione 3.2 basta provare ehe

Per semplicità di notazioni, supporremo -- I.
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Poniamo

D’altra parte, se k è dispari,

se k a pari,

dr(t) essendo polinomi in t E R.
Nel primo caso, allora,

Inoltre, poichè

una analoga maggiorazione vale per k pari. Dunque,

Qo (t) essendo un polinomio in 
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Ne segue che

Ragionando nella medesima maniera si prova che

Q2(t) sono dei polinomi in 
Ciò permette di concludere (cfr. la prova del Teorema 4.2 di [1] )

COROLI,ARIO. Sia
allora

con equivalenza delle norme.

DIMOSTRAZIONE. L’affermazione discende dal Teorema 4.1, dalla
riflessività degli spazi e dal fatto che per spazi di Banach
riflessivi vale (cfr. [10], p. 150)

5. Gli spazi Ya’~ ~ U~ .

Sia U = Rn oppure U sia un aperto limitato di Rn la cui frontiera
r è una varietà di classe C°° di dimensione n -1, U essendo local-
mente da una parte di 1~. 

--

Sia 1  p  + oo, « E R. Sia ~O una funzione E C°°
= 0 su .1~ e, se d(x, h) denota la distanza di x da j -~

= d ~ 0, 9 xo E r, se U è limitato. 
H
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DEFINIZIONE 5.1. Si pone

1% è uno spazio di Banach

con equivalenza delle norme.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo che 
«

siamo supporre senz’altro, passando

Si ha

e quindi

Po(t) essendo un polinomio in t E R.

Infatti, se Iml = ... + ln,

c;(t) essendo un polinomio in t, j = 1, ... , an.
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In modo analogo si ottiene

Quindi, come nella prova del Teorema 4.1, si può concludere che
esiste C &#x3E; 0 tale che

Con ciò la prova della affermazione Èe conclusa, poichè la immer-
sione inversa è valida in generale (cfr. Proposizione 3.2).

TEOREMA ipotesi del Teorema 5.1, sr, ha

con equiwale&#x3E;iza delle nor1ne.

IiIMUSTRAZIfiN&#x3E;à. Si può se nz’altro supporre U == R. . Inoltre c

sufficiente provare che ~&#x3E; U)~6,~.
Sia f s, s E I, una pa,rtizione dell’unità tale che

Una tale partizione dell’unità esiste (cfr. [11], p. 296).
Supponiamo  Xi e poniamo x =- t°‘1-°‘°, x, t E R+ e, corrisponden-

temente,

Inoltre, poichè

vale

indipendentemente da s E I.



239

Poichè esiste dunque una costante K per cui

Si è in definitiva mostrato che esiste una partizione dell’unità
tale che

Sia dunque Definiamo

in base al fatto che supp (

Dunque

poichè
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Quindi,

Con lo stesso procedimento, sfruttando il fatto che su F. vale

si trova che esiste una costante Cl per cui

Tali disuguaglianze permettono di concludere la prova della nostra
affermazione.

6. Gli spazi ~ e Wk,,(O).

DEFINIZIONE 6.1. Sia a E It, 1  p  -~- oo e valgano le ipotesi della
DEFINIZIONE 5.1 sulla regolarità dell’aperto O di A.llora se k è un

si denota con lo spazio 0) (cfr. [2], p. 3).

con equivatenza delle norme.

DIMOSTRAZIONE. Per carte locali ci si riconduce a provare 1’affer-
mazione per 0 = R~. Poichè inoltre la dimostrazione nel caso di
n &#x3E; 1 ripete quella per 0 = R+, ci limitiamo a considerare questo
caso.

Sia dunque Si pone, come nella prova del Teorema 5.1,

Notiamo che O(z) E 9)(R+) perchè g~ ha supporto compatto.
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Vale (cfr. Teorema 5.1):

D’altra parte, per il Teorema di Hardy (cfr. [6], p. 245; [4], p. 261),
poichè a~ ~ f 1-1 jp, ... , 1~ -1 ~p~, se m ~ q,

quindi, iterando la applicazione del teorema ricordato,

Pertanto

dove è un polinomio in t E R.

Analogamente, sfruttando ancora il Teorema di Hardy,

TEOREMA 6.2. Nelle ipotesi del Teorema 6.1, vale

con equivalenza delle norme.
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DIMOSTRAZIONE. Per semplicità supporremo 0 = 

Sia 99 E ~(R+). Sia {~.~g~ , s E I, la partizione dell’unità introdotta
nella dimostrazione del Teorema ~.2-. +00

Procedendo come nella prova del suddetto Teorema, si trova che

Quindi,

D’altra parte, per il Teorema di Hardy,

Perciò, ín definitiva,

Procedendo nello stesso modo si prova che

Pertanto la immersione risulta

stabilita. Ciò conclude la prova.
Seguendo un ragionamento vicino a quello di Goudjo (cfr. [3]),

dimostreremo un risultato per gli spazi che discende dal

Teorema 6.2.
Facciamo notare che per oppure a &#x3E; vale W§&#x3E;?(0) =

_ ~à’~(~).

COROLLARIO. sia 0(X,+ 1l p  t (i = 0, 1 ) e, se

[s]_ denota il grande intero sia m = [X2013oc~2013!/?]-.
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con equivalenza delle norme.

(.I~’ essendo la frontiera di 0), è una applicazione continua e suriettiva
dotata di inversa destra continua.

Si supponga ora che T E L(Ai, = 0, 1, sia tale che T(Ai) = Bi
ed esiste inversa destra continua R : Bi-+Aio

Per interpolazione, T risulta allora continua da (Bo, 

D’altra parte, c- Bi.
Poichè T è su, esiste xà E Ai tale che e quindi

T (xo + = ~.
Ma inoltre, poichè R : 

vale R(~) = x E (Ao, 
Si può pertanto asserire che y è continuo da ( Wa~ó (O ), 

Infatti

D’altro canto, per la suriettività stabilita sopra, esiste
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) è dunque il completamento di ~(0) rispetto alla norma
1

DIMOSTRAZIONE. Come si è fatto per provare il Teorema 3.3,
usiamo tecniche di Lions-Magenes (cfr. [7], pp. 194-198).

Inoltre, supporremo 0 = R+ per cui = x.

Ciò implica che esiste tale che f (8) = u.
Poniamo

Si ha

dove è un polinomio in Ora
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Si ha

o

Inoltre, poichè
ha, come prima,

Con ciò si è mostrato che

Po(t) essendo un polinomio in t E R.
Vale inoltre

Come nella prova del Teorema 3.3 si riconosce poi che z ~ g(z) è
continua da 17 a U(R+), olomorfa da D a I?(R+) e t g(it) (rispetti-
vamente, t - g(1 + it)~ risulta continua a crescenza polinomiale da R
a (rispettivamente, da R a L~&#x3E;(R+».

Ne segue che
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Vale

Quindi

D’altra parte,

Per a = 0 attraverso la (1) si ottiene

iterando la applicaziome della (1 ),

Cos , come prima, í

Qo(t) polinomio in

Di qui, (cfr. la prova del Teorema 3.3),

TEOREMA 6.4. Se
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allora

DIMOSTRAZIOXE. Analoga a quella del Teorema 6.3.

COROLLARIO 1. Se (1- o) ~ - t E ~T e valgono le condizioni del

Teorema 6.3, se 

DIMOSTRAZIO-XI,’,. In virtù del Teorema 6.3, basta riconoscere che

COROLI-,AIZio 2. Sia 0 limitato, p = 2, aD soddisfi le condizioni del

Teorema 6 .3 . Se ( 1- 0) le -I-- intero + i, allora

e pertanto [Wàó (0), coincide col complemento di ~(0) rispetto
alla norma di ~~’~~(0); (per le notazioni, cfr. [7], p. 70).
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DIMOSTRAZIONE. Conseguenza immediata dei risultati sugli spazi
in [7]; (cfr. [7], p. 197).

Analogamente si ha

COROLLARIO 3. Sia 0 limitato, p = 2. Se oci soddisfa le condizioni

del Teorema 6.4 e 1-°* ~, allora

DIMOSTRAZIONE. Basta ricordare che, se Ho, H~ sono spazi di

Hilbert, allora .gx )e,2 = Cgo , e che
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