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SUGLI IK-GRUPPI RISOLUBILI

MAURIZIO EMALDI *)

Sia G un gruppo e sia H un sottogruppo di G. Si chiama comple-
mento di H in G ogni sottogruppo K di G, tale che e

dove 1 denota il gruppo identico. Un gruppo in cui ciascun

sottogruppo (sottogruppo normale) ammette un complemento si dice [ 15 ]
un K~gruppo ( [ 7 ] un ~C-gruppo). Un gruppo in cui ciascun sottogruppo
ammette un complemento con ,cui è permutabile si dice [4] un C-gruppo.
Un gruppo infinito in cui ciascun sottogruppo infinito ammette un com-

plemento con cui è permutabile si dice [4] un IC-gruppo. Un gruppo
in cui ciascun sottogruppo infinite (sottogruppo normale infinito) am-
mette un complemento verrà da noi detto un IK-gruppo (un nIC-grup-
po). Caratterizzazioni dei K-gruppi risolubili 1) sono state date, nel caso
finito da Zacher [14] e, nel caso generale, da Emaldi ~[ 8 ] , [9]. I

C-gruppi sono stati caratterizzati, nel caso finito da Hall [ io] e, nel caso
generale, da Cernikov [ 3 ] e dalla Cernikova [5]. Uno studio degli
IC-gruppi è stato fatto da Cernikov [4]. Nella presente nota si studiano
gli IK-gruØpí risolubili per i quali tutte 1e immagini omomorfe hanno il

sottogruppo di Frattini ) identico.

1. Dedichiamo questo numero ad alcune proposizioni utili in se-

guito. I ncomincíamo con la seguente nota proposizione:

*) Indirizzo dell’A.: Seminario Matematico, Università, 351ÐO Padova.

Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca del Comitato Nazionale per
la matematica del C.N.R.

~) Per la definizione si veda [11] vol. II, p. 179.

2) Per la definizione si veda [ 11 ] vol. II, p. 217.
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P03BAoP. 1. Siano H un sottogruppo de1 gruppo G e N un sottogrup-
po normale di G contenuto in H. Allora:

a) se C è un complemento di H in G, allora NC/N è un comple-
mento di H/N in G/N;

b) se C è un complemento di N in G, allora H n C è un comple-
mento di N in H, normale in G se H è abeliano e normale in G.

P03BAoP. 2. Se G è MM K-gruppo (IK-gruppo) sottogruppo di
Frattini Ø(G) di G è identico (periodico).

D03C4~. Siano A un qualunque sottogruppo ciclico di Ø{G) e B un
complemento dí A in G. Allora da G = A u B segue G = B ( [ 11 ] , vol. II,
p. 127 ). Per conseguenza, 

PROP. 3. Sia A ~ 1 un sottogruppo abeliano e normale de1 grup-
po G. Se G è un e se A ~ 03A6(G) ~A, allora A contiene sot-

togruppi normali 1’!linimi di G.

D 03C4 ~. Nelle ipotesi poste esiste in G un sottogruppo massimo M
che non contiene A. Pertanto A n M è un sottogruppo normale di
G = AM in quanto è normale in A e in M. Se A 03C0 M =1, allora
A è normale minimo in G. Se è un gruppo finito non

identico, allora è chiaro che A contiene sottogruppi normali minimi di
G. Se A ~ M è un gruppo infinite, allora per la prop. 1 b) esiste in G
un sottogruppo normale N che è complemento dí A 03C0 M in A. E allora
N è normale minimo in G.

PROP. 4. Sia A ~ 1 un sottogruppo abelíano e normale de1 gruppo
G. Se G è un nIC-gruppo e se A n O(G)=1, allora A ammette almeno
una decomposizione in prodotto diretto di sottogruppi normali minimi
di G e ammette almeno un complemento in G.

D~~. Per la prop. 3 A contiene sottogruppi normali minimi di G.
Indichiamo con T il prodotto di tutti i sottogruppi normali minimi di G
contenuti in A . Allora (~ [ 6 ] , p. 61) T ammette almeno una decomposi-
zione in prodotto diretto di sottogruppi normali minimi di G. Se i fat-

tori di una tale decomposizione di T sono in numero f inito, allora T ha
un complemento in G in quanto ciascuno di tali fattori ha un comple-
mento in G ( [ 13 ] ); in caso díverso T è un gruppo inf iníto e, quindi,

3) Per la definizione si veda [ 11~] vol. II, p. 15~~.
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ha un complemento in G. Per la prop. 1 b) esiste allora un sottogrupØ
normale C di G che è complemento di T in A. Per la stessa definízíone
di T e per la prop. 3 si ha allora C =1 e T = A ín quanto C non può
contenere sottogruppi normali minimi di G.

PROP. 5. [8] Se i1 gruppo G possiede un sottogrupØ abeliano
~e normale A, tale che:

a) A ammetta almeno una decomposizione in prodotto diretto
.di sottogruppi normali minimi di G,

b) A ammetta almeno un complemento C in G, con C un

K-gruppo, allora G ê un K-gruppo.

PROP. 6. Se G è un nIC-gruppo che possiede un sottogruppo
.normale non identico A, tale che:

a) 

b) A sia uno ZA-gruppo ’4’),
c) G/A sia risolubile,

~allora G è risolubile.

D03C4~. Nelle ipotesi poste è sufficiente ([ 11 ] vol. II, p. 180) di-
mostrare che A è, in particolare, abeliano. Indichiamo con C il centro
di A. Poichè C è un sottogruppo caratteristico di A e A è normale in
G, C è normale in G. Per la prop. 1 b) C ammette allora un comple-
mento D ín A. Ora D è ( [ 11 ] vol. II, p. 219) uno ZA-gruppo e il cen-
tra di D è contenuto in C. Pertanto D =1 e cos  C = A.

2. Siamo ora in grado di dimostrare i due teoremi che seguono.

TEOREMA 1. Ogni IK-gruppo risolubile è localmente f inito.

D03C4~. Sia G un IK-gruppo e sia G~°~ = G, G~1~ = G’, ..., 

~~~~ =1 la serie derivata di G. Per la prop. 1 a) possiamo procedere nella
dimostrazione facendo induzione sulla lunghezza di questa serie. Se

il teorema segue dalla prop. 1 b). Allora il gruppo fatto-
riale è localmente finito. Supponiamo ora che G non sia local-
mente finito. Allora ( [ 11 ]vol. II, p. 193) non è localmente finito.

’~) Per la definizione si veda [ 11 ] vol. II, p. 218.
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Non è allora restrittivo supporre che sia un gruppo libero da tor-

sione. Per la prop. 2 si ha Ø(G~=1. Per 1a prop. 4 con-

tiene sottogruppi normali minimi di G e questi risultano, di conseguen-
za, tutti liberi da torsione. Sia allora A un sottogruppo normale minima
di G contenuto in Poichè il centralizzante di A in G contiene

G~n-1~, A risulta localmente finito ( [2] ). Questa contraddizione con-

sente di affermare che G è localmente finito.

TEOREMA 2. Per i1 gr~~ppo risolubile G 1e seguenti condizioni sona
f ra loro equivalenti:

a) G è un K-gruppo;
b) G è un IK-gruppo ogni cui immagine omomorf a ha i1 sotto-

grupØ di Frattini identico;
c) G è un nIC-gruppo ogni cui immagine omomorf a ha i1 sotto-

gruppfl di Frattini ídentico.

D03C4~. Per la prop. 1 a) e per la prop. 2 da a) segue b). Che da b)
segua la c) è evidente. Dimostriamo che da c) segue a). Per la prop. 1 a)
possiamo fare la dimostrazione per induzione sulla lunghezza della serie
derivata G~°~ = G, G~1~ = G’, ..., G~~~ =1 dí G. allora G
è un K-gruppo. Infatti per la prop. 1 b) G è periodico. Allo-
ra il gruppo fattoriale è, per 1’ipotesi di induzione, un K-grup-
po. Ora per la prop. 4 ammette almeno una decomposizione in
prodotto diretto di sottogruppi normali minimi di G e ammette almeno
un complemento C in G. Poichè C è un gruppo isomorfo al gruppo

per la prop. 5 G è un K-gruppo.

COROLLARIO. Per i1 gruppo supersolubile 5) G 1e seguentí condi-
zioni sono f ra loro equivalenti :

a) G è un K-gruppo;
b) G è un IK-gruppo ogni cui immagine omomorfa ha i1 sotto-

gruppo di Frattini identico.

D03C4~. Per la prop. 2 e per la prop. 1 a) da a) segue b). Dimostria-
mo che da b) segue a). I1 derivato G’ di G è uno ZA-gruppo [ 1 ] . Per
la prop. 6 G è risolubile. Per il teorema 2 G è un K-gruppo.

5) Per la definizione si veda [ 11 ] vol. II, p. 228.
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