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SU UN PROBLEMA ESTERNO
RELATIVO ALLE EQUAZIONI DI NAVIER-STOKES

PAOLO MURATORI *)

Introduzione.

Sia Q il complementare di un aperto limitato o dello spazio eucli-
deo R® con frontiera dQ sufficientemente regolare. Fissato TeR* (in-
sieme dei reali positivi), sia

Q= X [-T, 0].

Consideriamo il sistema di Navier-Stokes (u=(u;, Uz, us))

(o) %ltf—Au+(u-V)u=—Vp+F

®) V. .u=0

con VX F=0, e consideriamo il problema dell’unicita di una soluzione
u, p di (a)-(B) in Q con assegnati valori su dQ X [—T, 0] e £ X {0}.
I risultati conseguiti, espressi dai teoremi 1 e 2 del § 3, sono da porre
a confronto con analoghi risultati di D. E. Edmunds [1] (vedi anche
[2]); le ipotesi in cui mi sono posto sono meno restrittive di quelle
del citato Autore. Precisamente se u, ¢ € u+v, g+p sono due soluzio-
ni di (a){B), lipotesi qui fatta sul comportamento asintotico di p &
meno forte di quella fatta in [1]; inoltre non faccio ipotesi di limita-

*) Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico dell’Universita di Bologna.
Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca matematici del C.N.R.
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tezza delle derivate di u e v rispetto al tempo e di sommabilitad su Q
dei quadrati delle derivate spaziali di v.

1. Sia Q il complementare di un aperto limitato £ dello spazio
euclideo R® con frontiera 3 sufficientemente regolare. Fissato TeR*
(insieme dei reali positivi), sia

Q=0 X [-T, 0].
Se ReR+* poniamo
W R)={x=(x1, %2, B)ER’; x+x’+x’ <R’}
o(R)={x=(x1, x2, X:)€R®;, xP?+x2+x?=R?}

V¥R>= di un certo Ro che supponiamo inoltre >1 per cui risulta
R’ —w'(Ry)c

Wr(R)={x=(x1, x2, x3)€R* RE<x’+x’+x’<R?*}
YR, R, con Ry<R;<R,
wr={x=(x1, x2, x;)eR3; R2<x12+xz2+x32}.

Useremo costantemente nel seguito le seguenti notazioni

L= {g: Q—R; g continua in Q,

3%%- continua in Int (Q) per 1<i<3}

L= {g:Q—)R; & 3—5 continue in Q per 1<i<3,

g . .,
—6 i < <
3%, continue in Int (Q) per 1<i, ]\3}
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dg dg g

= . R;
L {g Q=% & 3 3x’ Ixam”
d’g
atax,-
g
axkaxiax,-

continue in Q per 1<i, j<3,

continue in Int (Q) per 1<i, j, kSB};

inoltre se u=(u1, 2, us), v=(v1, v2, v3) con u;, vi€L, e f€ L, poniamo

(U, v)ug (R)—f ( Z uw)dx, |lu ”uR ®=(U, Uug (R)

!,I 1

(U, v)ory= f( Z uwdde, || 1| 2x=u, W)

o(R)
3 (9w )2 3 Ou;
2 — hhadd 2= -
g o= f [z( =) ]dx, 2 oy = f (z[ax) ]dcv
w, (R) a(R)
3 3Ui 2
I wlea= [ £ 2, (3] o
R)

WR,
3 )2
07 wllliw= f’a[,-z (?E"] )do' VRZR 2R, .

Analogo significato per

e Wlcry» Il 2 ey 112 1, 112 1 -

Gli stessi simboli saranno anche usati, col significato usuale, se al posto
del vettore u si pone una funzione.
Riportiamo per comodita le seguenti note formule

(a) u-v=wuw+ v+, w=u-u, |u|=w- u)'?

(b) uXov= (Uzvs — Uz , Ustn—u1v3, U1U2— lhm)
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© vi=(L ¥ 3

ox;’ 1 aX2 8x3

_ 0w | 0wz | Ous

(d) V-u axl + d9x2 + 536—3

(P 0w dw dw dw B
@ v Xu—(axZ—a)Q’ 0x3 ox;’ axl_aJQ]

3 9 39
() (u-v>v=[z—1 z Ui, X o ]
i=1 0Xi i=1 0X; ;—13
3 u 2% 2w
2 Ay— bl
® Viu= Au—( El x zz=:1 ax?’ =10x? ]

du  up Buy
6x1 6x1 3x1

= || 0w Bu
(h Vu= dx; ox; 9x2
% du, _%
8x3 3x3 6x3

. & ou 3 Oui 3 Ou
(6] (Vup= ( Eé_ » Bt B ]

in particolare

O  (Vuw=5 V06

@ Vw-v)=u X (V X 0}+u:-Viv+v X (V X u)+(v-V)u
(m) V-uX)=v(VXu)—u-(VXv)

(n) VXAV Xu)=V(V-u)—Vu=V(V-u)—Au

©  V-(w={V-utu

®  VX(VH=0

(@ VXuXv)y=w -Vu—(V - -u)+(V-2)u—(u- Vi
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¥  V(YXu=0

3 \2
(s) u-Au=— ¥ (?l] +%V-(V(u2))

i, =1\ 0x;

(1) u-Au=—(VXuP—=V-(VXu)Xu

du _ 19 3 (ow)® _ du
W 5 Ve=—3 at(i,En[ax;) )+V [(Vu) at]

w G, 13 :_y. du
(v) 57~Vu——2 at(VX uy}—V ((VX u) X at].

Nel seguito useremo una serie di costanti, che denoteremo con Cy, C;, -
ws C'1y oy Coy Cp ..., senza specificare volta per volta la dipendenza
da certe funzioni limitate che intervengono nei calcoli.

2. LemMMA 1. Sia aeR* e sia ®: [a, 4+ o[- R* di classe CV

d(Z(RR) =®'(R)=6 Y R=a per un certo SeR*. Allora, se esi-

stono CER* e meN tali che

tale che

D(R) C(R™+R™(@'(R))/?) VR2a,
esiste di conseguenza RieR* tale che
O(R) < R*m+3 VRZR;.

Per la dimostrazione vedi [3].

LEMMA 2. Se wi, wa, wi€ls e f, pel,, f & costante in t,
V -w=0, allora, posto

ow

Lw=Aw— 5

s )\'=1_tr C1,7,8= (27'*" '21'Y_]+8+4'T.‘2),

si ha
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Uﬁ+d]§mumahwkmm+thmfwtmmgmm+

d
+C"*'*f |75

f AH(Y =R, T (P, codt—

dt<

wR, (R)

N l

—2C. 15 f x-*«w(t—h»g—t(x-*w(t—h», V (Pogmdt +

0
+f).‘2*(p(t—-h)"’(t_h)’ v(fz))uRI(R)dt'i'

0

+zcwfx 2 || fLw(t—h)—fV p(t—h) |2 Spmdt+

-7

0
+2Cx.y.5 f X“*(%(X-*w(t—-h)), p(t—h)V(f)] md‘+

le(

-HIXWWMtMMm+mﬂthmmMH

dt+
o(Ry)

( f 7| fplt—h) |2y dt ] ( f “f—(x ww(t—h)) |

(f’v 2 || fott—h) || pydt ) Ux-z*llfw(t —h) ||2e, dt )’2+

4 f “fat()» e[

12
dt ) +
o(R,)
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0

f 2| Pt — ) 2+ N £, wX— ) ||+

-%

+4J_”f—()» *w(t—h)) dt+

io(R)

+4U>~ 2 || fptt—h) II«mdt) UMJ’—(x w(t—h))

1/2
Ca)

o(R)

12 112
+4( f W gote—h Lt ) f I e e ) "+

-

+Ce, 5207 |[If, W(—t=h) |[op 0+ 47D [fw(—h) & 21—

—r (2077 || fw(—7—h) [op

VxR, Ri, v, S€R*, Vh>0 con RERi>Ro, 21, 1< %

1
0<h+4=<T, 0<8< g
DiMosTRAZIONE. Cominciamo con l’osservare che

0

@ [l R =V p—h) [ =

-
0

= [ [N mte—+ r=wte—h [yt

-T

3y —typ(f—

—Z[f%(k‘*w(t—h)), ﬁ.‘*Aw(t—h)) _

wR,(R)

~2y[f)~'*“w(t—h), f%(x-*w(t—h»] +

wR,(R)
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+2[fa%()»‘YW(t—h)), ﬂ»‘*Vp(t—h))w _

R,(R)

=2 Aw(t—h)+ A w(E—h), ATV plt—R))ug r)+
+A ||V p(t—h) ”le(R) ]dt.

Infatti

2

A

fAW(E—R)—] - Gult— )1 plt—)

wR,(R)

== [ 1w g2 [fame—n, 1 S ou—mn)

wR,(R)

a
+ “fgz(w(t—h))

SV Pl [ o —

2
R,

=2(fAw(t—h), {V pt—"h))up )+

+2(fa%(W(t—h)), pr(t——h)) ]
mR R)

1

| A Awlt—h)+ A" w(t—h) |2, o =2 T fAw(E—h) |5 0+
| fwlt—h) |2 o+ 2NN AwE—h), fwlt—B)gm],

2

|2 av-mte—ty

0 [0 =) o+

“’RI(R

+ || 13 (wte— 1)

+2Y)»‘1( fw(t—h), f%(W(t—h))] (R)],
WR,

2
wp,(R)

-2 (fa%O»"'W(t—h)), X-*wa(t—h)) -

wR,(R)

—\-2r [ —2YMN(fw(t—h), fAW(E—h))egr)—

—2( 1§ wu—m, 1awe-n)_ ],
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-2y ( A w(t—h), f % A "w(t—h)) ] =

le( R

:)“—ZY[ =292\ || fw(t—h) |2 00—

—ZYX“[fW(t B 1o (vti— h»] ]
wR,(R)

Z[f%()r*w(t—h)), f)\.‘*Vp(t-—h)) )=

Ry

= )\.—27[ 2yM"(fw(t—h), fvp(t—h))le(R) +
+2 (f%(w(t—h)), pr(t—m] ]
le(R)

2T Awt—B) At —R), ATV plt— B )=
=AM =2(fAw(t—h), fVpt—h)ug @ —
— YA (fw(t—h), fV plt—h)egm].

Dalla (1) segue che

f’»‘” || fLw(t—h)—FV p(t—h) |3 g 02

[Tl

Fynr2 || fwli—h) |2, m] di—
0
dt J.fz)\.”*(Vw(t-—h)) %(X‘*w(t—h)} ] .ndo+

-7 a(R)

+
r(R)

1

0
+2fdt fﬂ‘*[(Vw(t—h))%()\.“*w(t—h))) -ndo —

-7 a(Ry)

61
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— @) ||| f, w(—t=m) ||l @+
+120) | fw(—t=h) ||ip o+

+2fdtf)» *((VW(t—h))a—()»“*W(t h))] V (Pdx+
- (R)

+@ I f, w(=h) |Ifog =) || fw(—h) 12,00+

0

+2 f dt f ~1fp(t— h)—()» "w(t—h))-ndo
- o(R)
0

-2 f dt f X‘*}‘Zp(t—h)a%(),‘*w(t—h)).nda—

-7 o(Ry)

—2fdt f)» *p(t—h)—()» "w(t—h))- V(f)dx

-7 wp(R)

dove n ¢ il vettore unitario normale alla superficie o(R) (o(R;)) diretto
verso l’esterno; infatti

| A"t Aw(t—h)+fyh""'u(t—h) “«»R ®+N|| fVp(t—h) ”,.,R (R)—
=2 Aw(t—h)+ YA w(t—h), ATV p(t—h))ug (2)=0,

0
2 [ (15 0-m—m, WVRU—h) | di=

wR,(R)
0

=2 f dt f A p(t—h) %(X‘*w(t—h)) -ndo —
3 o(R)
0

-2 f dt f F)»“’p(t—h)%O\."’w(t—h))-ndcr—

- a(Ry)

2 f s f NTpi—h) o O w(t—h)- V (P,

—-T le(R)
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0
—f27dtffz)»“7“‘w(t—h)- Z%(X‘*w(t—h))dx:

wR, (R)
0
= f YAE2 | fwit—h) |5, odt+

+120) 2| fw(—T—h) |2 0 =Y (@ || fw(=h) |[Sp 0 5

0

—Zf (fg—t(k‘*wa——h)), ﬁ»“*Aw(t——h)]

-7

dt=
wR,(R)

0

=2 f dt f)»‘*F(Vw(t—h)) %()\,‘Tw(t—h))-nd0'+

-t o(R)

0
+2fdt f )\,'*fz[(Vw(t——h))%()\."‘w(t—h)))-nda—

- a(Ry)

— @O ||| f, w(=t=m) I3 @+

+2 f dt f)f* ( (v w(t—h))‘% (M"w(t—h)) ] - V(Pdx+

-7 “’RI(R)

+@ 2 [l £, W= (|-

D’altra parte

0
Zf dt f)»‘*fz ( (Vw(t—h)) g—t (A "w(t—h)) ] -ndo <

-7 o(R)

0
a - —
<f“f§(l wit—h))

-

2
dt+
o(R)

0
+ f A2 1, wit—) [[aodt,
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‘fdt f A Tp(t— h)—()» "w(t—h))-ndo | <

-7 o(R)

(fx || fpte—h) | (R)dt] (Hlf—o‘

e quindi dalla (2) segue che

112
' )
a(R

(3) f [”}‘—O» w(t— h))

FA 22| fw(t—h) |2, <R>] dt<

wR,(R)

fx o || St —h)— 19 ple—h) |13 p ot +

9 2
+fw5amw—mwmm+fk”mﬂMHMM%W+

IS

+QO £, w(=1=m) I 0 —120) > || (=7 —h) |2, 0+
+Y) | fw(=h) [[3 gm0 —

A, ) W | e

—2fdt f)\. ((Vw(t h))—()»‘*w(t h))) V{Pdx+
R, (R

0

+2 f dt f A Tp(t— h) ()» "w(t—h))- V(Pdx+

-1 wR, (R)

o ot zaa) (13

[fx”mw M [y ][jW Tw(e—h)

2 12
dt ) +
o(R)

1/2
4"
o(Ry)
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0
@ - f ATt —h), AT Lw(t—h)— V plt—h) Dug olt=

= f A2 1, w0 (g — A || =) (12 et —

0

—J dt f)»"z*fz((Vw(t——h))w(t—h))-ndo'—

o(R)
0

- %(21)-2* Il fw(—7—h) |5+ f dt f A2V w(t—h))w(t—h)) - ndo +

-t (R

—(‘r)"z* Il fw(—h) ||%g 00+

+ f - f (V wlt—B)wit—h))- V (P)dx—

R, (R)

— f A-2dt f p(t—hw(t—h)- V (Pdx+ f A2dt f Fp(t—hyw(t—h)-ndo —

wp, (R) o(R)

— f Aodt f Fp(t—h)w(t—h)-ndo;

a(R,)

infatti

0

—_ f [ T w(t—h), —fx-*+1§(w(t—h))] dt=
t wR,(R)

= — 3O || fwl——) |2 o0+

2 @ || =) [ = f dt f AU B)d,

R, B
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0
-—f()w’*"fw(t—h), )»"'“wa(t—h))wa(R)dtz

=— f dt J- A2V w(t—h)w(t—h))-ndo +
-7 o(R)
0

+ f dt f M2V w(t—h)w(t—h))-ndo+

-T o(Ry)

]
[ 3l e [ o+

0
+ f -2t f (Y w(t—h)w(t—h))- V(Pdx,

wR,(R)

0

at [ Oty AT Dl g ot =

- WR, (R)
0

=— J-)»‘Z*dt p(t—hw(t—h)- V (Fdx+

- "’Rl(R)
0

+ f).‘“dtf Fpr(t—hw(t—h)-ndo—

— o(R)

0
- f X'z*dtf Fr(t—h)w(t—h)-ndo.
- o(Ry)

Dalla (4) segue che

® 3w i<

-T

0
<27 f A || SLw(t—h) =V plt—h) |3 dt+
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+1 f AL fwke—) (2 + Il £ wit—) || Tde+

+ f ML =) [y + I, 9= 1y D+

¥ (2w+ ) f N | e [ o+

(2"-')“ZY Il fw(—=7—h) |op 00—

—f)» sztf (Vw(—t—h)w(—7—h))- V(fdx+

R, (R)

+f)» dt | p(t—h)w(t—h)- V(Pdx+

R, (R)

: 172 12
[ f)v || fp(t—h) |3 (R)dl] ( f)« 2| fwlt—h) ||? (R)dt] +

12
+( f W I aptt— gt ) f I = [yt )

perché
0
lf()rv—lfw(t—h), f)\,—7+1[Lw(t—h)——Vp(t—-h)]).,,Rl(R)dt' <

0
<} f N2 | fut— ) |13, coodt +

+2¢2fx || fLw(t—h)—fV plt—h) |3, (R)dt,i

67
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0 0
Y f | fut—h) |G aodt <27y fk-”-z || fwit—h) |[a mdt.
Sommando alla (5) la (3) moltiplicata per 2T+ %‘Y‘l+8+4‘l’.‘2 si ottiene

0
Gr-+4v) [ 2722 | fwte— ) [ odt+

dt+

2
wR,(R)

0
+ (2o Jriesean ) |15 0mu—my
2 ot
, -
[N o= g odr<
- )
< (2-c+ %y-1+8+612] f)rz* || fLw(t—h)—1V p(t—h) ||Z , it +
, -1
+ 5 [3 wie—) e+

0
+ (21:+%‘Y"+5+4Tz+ %] ,X_z" I, w(t—h) |||2mydt+

2

dt+

o(R)

0
+ (21+ %rl+8+4r2) f”f%()r*w(t——h))

0
1 [
+3 fx_zY I e —h) |13, dt+

0 .
+ (e rteseans 3] (22118, wem pdr

0
+ [21+%7“+8+4v’) f”j%()\.‘*w(t—h))

2
dt+
o(Ry)
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+[%(27)'2*—Y(2'c)‘2*" (21+%Y“+8+412]] | f( =7 —h) &g 00+

+ (24 Jrosean ) O (=) g

_ f A-21dt f (Y w(t—h)w(t—h))- V (P)dx—

(R)

—2{2—:+%7“+8+412) f dt f x-v((vw—h»%(x-*w(t—h»] Y (Pdx+

-t NRI(R)
+y(-c)—2*"‘[2'c+ 1r‘+8+412] | fw(=h) |I2 g0+
+ f A2t f p(t—hyw(t—h)- V (Fdx+

wR, (R)

1/2

12 /
+ f i ot ) | el ot vt ) "

12 12
+ f 27 1L 1pti—h [yt ) ( f W It ey |+

0
+2(21+;y-‘+8+4¢2] f f *p(t—-h)—()»‘*w(t-——h)) -V (Adx+

-t wR‘(R)

12
+2[21.'+1 “+5+4‘c](f)\.2"||fp(t——-h)|| (R)dt) :

(f”f*()» "w(t—h))
3 f 2w | ot eyt ) ([ ougioﬂw(t_

1/2 1
dt) +2(2r+—y‘1+8+412)-
o(R) 2

2 12
dt] ,
o(Ry)
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da cui, tenendo presente che

f N | =) [l ot <47 f N2 || futt— ) [ ot

si ottiene il lemma.

OsSERVAZIONE. Nel caso in cui w=0 su 0Q X [—T, 0], f=1 in
Qe | plx, t)|<C/(1+] x ) ¥(x, H)€Q, se si integra su w(R) anziché
su wr(R) si ottiene

0 !

0
[ e B [ =0 e

- -

dt<
w(R)

+C1:~{ Gf” ——()\' YW(t—"h))

<2C..,. sf)rzY || Lw(t—h)— V p(t—h) ||2mdt+

f

0

fxwuwtmn®+thhwmmw+

-
2 1/2
#)"s
o(R)

0
d
I

0

dt+

a(R)

‘ g (VW= h))

1/2
+C(, y)R’ﬂ( J A2 || w(t—h) llﬁ(mdt) +

-

+Cer,527) 72 ||| w(—7—h) ||[2my+
+(4y) () ! “ w(—h) ||m(R)—-'cy(21:)‘2*“ “ w(—1—h) an(R)



Su un problema esterno relativo alle equazioni di Navier-Stokes 71

V7T, R, Ri, v, 8eR*, ¥h=0 con RZRi=Ry, Y21, TQ;‘,

0<h+r<T, o<a<},

essendo C(<, v) una costante dipendente da < e da ¥.

LEMMA 3. Sia aeR* e sia @ : [a, + o[- R* di classe CV tale
che ®(R)=0 YR=a. Se esistono un yeR* e una successione (Bu)nen
divergente positivamente tali che

(B, <B. VneN,

allora, fissato 8, 0<8<1, esiste di conseguenza una successione (Gn)uen
divergente positivamente tale che

D (o) <alte! VneN.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che non esista una tale
successione; allora esiste R;=>a tale che

®’(R)=>Rr+5-1 VRZR,,
da cui, integrando sull’intervallo [R;, R] (R>R)) si ottiene

R“‘s—R}'H
TN« — >
TT+5 D(R)—D(Ry) VRZR,
e quindi
1
v+90

Br+s Yi = <RI Y:L = +OBISRI® — <+

¥B.=R;, che & un assurdo.
LEMMA 4. Sia u, p soluzione di (a)-(B) in Q con

i) uieLs, FieL, per 1<i<3, pel,

u;
8x,~
iii) w1, w2, us nulle su Q X {0}.

i) u;, limitate in Q per 1<i, j<3
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Allora esistono ho, i, h2, ..., hs con O=ho<l<h< ... <h,=T tali
che

-%

Hiva R4
fd-rfdtfwzdx<+oo per 0<j<s.
hj WR,

DIMOSTRAZIONE. Per provare il lemma, procediamo per tappe.

I. Posto
(6) w=V Xu
0 R
@) O(R)= f dt f W I[g rrdr
r R,
0 0 R [ )
8) Y(R)= fdt fd’é dpf ‘ ow dr
at ‘*’Ra(')
r i R,
proviamo che esiste Ro>0 tale che
R
9 f ®(p)dp<R* VR=2Ro
Ry
(10) Y(R)<R* VRZ2R,.

Dalla (o) e dalla (6), ricordando che per ipotesi V X F=0, si ottiene

(11) %%-—Aw+(u-V)w—(w-V)u=0.

Moltiplicando scalarmente la (11) per w si ottiene

1 9w?)

(12) 2 o

—w- Aw+(u-Vw)-w—((w-V)u-w=0
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da cui, tenendo presente la (s) e che
1
(- VY<w)-w=V-. [2~ w’u)

| ((w- V). w | <Ciw?

si ottiene

1 a(w?)

(13) Z (Z;w,] 2—V (V) —wi)+Ciw*— 5 ——.

2 ot

i,j=1

Dalla (13) eseguendo l'integrazione

R
fdtfer (...) dx

Ry wg, (1)

e tenendo presente la (ii) segue

0 R 0
12
f at | |||wlllﬁ,Ro(,)drSCzR"—!-Cst( f |||w|||,’,,Ro(R)dt]
-T R, -T

e quindi tenendo presente la (7) si ottiene
®(R) < C2R*+ C.R(@(R))'?
da cui, per il lemma 1, segue che

(14) O(R))SRP

73

Y RZ=R,

VR>R0 ’

VR=R,

per un certo R;>0 da cido segue la (9). Moltiplicando ora la (11) sca-

dw .
larmente per o otteniamo

dt at

ow)? odw ow
[-——) Aw4((u- Viw)- at ((w-V)u)-5;=0,
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da cui, tenendo presente la (1) e che

2
(- V)u)- %—‘fkcwé(a—"’]

3 a i 2 2
(@ Vo). 22 <C’,§l[a—1] +§(%—‘:’]

si ottiene

1(dw dw
i (&)< (%) -

da cui, ricordando (14) e (7),

fele ol [ofe fof oo

wRO p
+C4R“’<C5R8 f dt f dg Rf ’ dr +C5R‘°;
wR, (1)
quindi, ricordando la (8), si ottiene
U(R) < CsR¥+ CsR(Y'(R))'/? VRZR;;

di qui, per il lemma 1, segue la (10).

II. Poniamo ora

o 0 2% Ri‘m
(15) Ag, (R, m, h):Jdvf (T—_t) Ul ot —h) |[og v+
0 -

+7 I, W(t—h)III’R(m)dt-l-
+8 f P f ‘

0
+ftz” fw(t—h) IIZWRI(R)dt+% fﬁ“lf, w(t—h) ”E»Rl(k)dt

-7

((t—=)RT“Pyp(t — h))

dt+

wgr,(R)
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dove f(x, )= exp (—a(l+x+ x4+ %)) e am= 1/ (9— la]
Proviamo che esistono 8, ©o, @, Rz, CneR* tali che
(16)  Ax(R, m, H)<SCoA'(Ry, m, h)+Cuo+Rim28" || f(—1) |[i,

VR, Ri, h, m con RZRiZR;, 0<h+7<T, meN

dove A'(Ri, m, h)= (OLA_%'"_’Q) .
R=R,

Cominciamo con l’osservare che
f)» 21dy f (FLw(t—h))dx=
"’R (R)

= f)\.‘zfdtf[f(w(t—-h) V)u(t—h)— f(u(t—h)- VIw(t—h)2dx<

(R)
c f N ftt— ) o+ o =) (B o,
\% f A2t f V(Xt—h))- V(Pdx| <
Y R,® !

<aC; f N =) [ ot I Fo =) [ ),

0
l dt f [(wa ¥ (x - h))]-V(fz)dxs

-t wg B

<aCs

dt+
)

w Rl(

2 3 )
[115 0-rwie—ry

0
aCs f A1, wit—h) (| ot
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Allora, detta K la pitt grande delle costanti Cs, C;, Cs e scelti a,
8, To, Yoe R* soddisfacenti le condizioni

aK<1, Yo>2(a+2(2¢o+———+8+410 ] ]

1>2K(a+2(a+1) (21:0-{- — 48+ 41’ ) )

oltre alle condizioni gia imposte yo=1, 0<T< 5 0<h+4+w<T,

0<8< % , per il lemma 2 se si pone p=0 si ha
8
(v+2%) f | e [ ot f N1 £, wie— ) I codt+

dt<
wR,(R)

+8f“f3 A"w(t— h))

0

f N3] fwlt—) 2+l fo ) ||y )+

o[

+8 j M| fwlt—h) |2, + Il £ wlt— ) [|Bee, M+

dt+

dt+

o(Ry)

0
s [ |1 ommen]]

+2C:, 207 ||| f, w(—7—h) ||l 00—
—=2vyQ2u) | fw(—7—h) [ o+ 4y || fw(—h) [[E 5 2>

VT: Y» R: Rl ’ h con 0<T<109 YZYO: R>Rl>R0g O<h+TOST9
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da cui, moltiplicando ambo i membri per (27)**? e integrando su [0, To]
si ottiene per v6=>1

o 0
a7 f vy f N2 ft— ) [+ 11 o 9t —h) [ e+

+ f 21, wie—) (I odt+

—%y

dt+

wpr,(R)

+6 J(21)2+2*d1 J. ”f 3 o\ *w(t—h))

+4‘th2 I fw(t = |2 g mrdt <

—%p

<8 f @Tyr+ide f M| pw(t—h) |2gy +I1 1, wit—h) ||Py)dt+

+8 f (21)z+2*d-cf “ f a%—().“’w(t—h))

2
dt+
o(Ry)

+8 f (21.—)2*+2dr f M2(|| ft—h) |2 + I £ w(t—h) |[Fwy)dt +

+8 f (27)*+2dx f ”i o

+y27 || fw(—h) |[% R<R>+5ftzlllf w(t—h) ||[5pmdt.

-T

dt+

Ora dalla (12) si ottiene

ey, [3“"]« h)<—~ f (WA — )+

i,i=1
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+ 5 V- ER(Y At — Wt — hyutt— ) +
+CEPWAE—h)+ 5| (VWA =) =Wt — ot —h)- V() | £
da cui

(18) f Py (aw‘)(t h)dx<

ox;

i,j=1
3 le( )

s;_ ftzdtfle V (WAt —h))—w*(t—h)u(t—h) | do+

-7 o(Ry)
0
+% thffl | V(w(t—h))—wXt—h)u(t—h) | do+
-7 a(R)
+1 [ ear f | Vwt— ) —wXt— Byt —h) | | V(F) | dx+

—To (R)

ftzdtffzwz(t h)dx+ 5T ffzwz( —To—h)dx+
R, (R)

wR (R)

+ f Ell e =) [ it <Cs f 2| fwit—) [, +

Il f, wit—h) [[2 g, )de+Co f 2| fwe—h) |y +

+l , wie—m |12 <R>)dt+(cl+acg)ft2|| fw(t—h) ||, aodt +

0
+4Cs f 21l 1, wit—h) [ crdt+

0 0

ffw’(—'ro h)dx+ft|| fw(t—h) || p (R,

”&(R) ~%o

+

NI
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Maggiorando mediante la (18) I'ultimo addendo nel secondo mem-
bro della (17), si ottiene

(19) f(2‘r)2*d‘tf)» 2(|| fw(t—h) |+ Il £, wt—h) ||[opmdi+

0
2

dt+ft2|| fW(t—h)”iR(R)dt—i-
R(R) 2 1

+8f(21:)2“|:2d1fHfa%()\.‘*w(t~
o
+3 f £ 11, wie—h) B endi <
<8 f (e J N =) [y + Il o wCt—) gyt +
2
+8f(2-:)2+2YJHf—(X Tw(t—h)) “ & )dt

+8f(2‘r)2*+2dTJ A2 fwdt—h) |2+l £, wE—h) ||om)dE +

+8 (21)2+2*d1 fg()»‘*w(t— i dt+
ot +(R)

+50 f A =) gy I =) 1Byt +

+5C f 2| fwit—h) |2+l £ w(t—) || Eaw)dt+

= o

ToZJ f#(—wo—h)dx+5ft|| fw(t—h) |3 p R+

R, (R Zn
+22 || fw(—h) [g

Y.k con YE1iSYe, 4113145(CitaCy), 5ac9<i1,- e 0<h+m<T.

+

Nl
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Dalla (19) posto 2y=R?m e tenendo presente la (ii) si ottiene

(20) Ar(R, m, h)<CuwA'(Ry, m, h)+CuA'(R, m, h)+
+Cuo+ Rgn2®|| ful(— ) 2,

VR, Ri, h, m con meN, h+7<T, R=R=R,, per un certo R;>0.

Fissato Ri=R; supponiamo che esista R3= R, tale che sia

ArgRs, m, B)>CioA'(Ry, m, B)+Cuo-+Rsm2%™|| fw(—h) |I2 5
allora essendo

Ar(Rs, m, h)<Ar(R, m, h) per R=Rs perch¢ A'(R, m, h)=0,

si ha

CioA'(Ry , m, h)+Cuo+Rin25")| fw(—h) |2,
0<pB=1— 1<
ArfRs, m, h)

Cul'(Ry, m, h)+Cuo+Rgm25"|| f(—h) |[3,

<1-— <

Ar(R, m, h)

AR, m, h)
<C10AR1(R, m, h) YR=R;,
da cui, integrando sull’intervallo [R;, R] (R>R3)
AR (R3 , m, h)
— < = ) >
1) B(R—R:)<Cuolog ( et ) VR>R;.

Inoltre dalla (15), per le (9), (10) e la (ii), segue che esiste R4 tale che

R °
' jdpfARi(r, m, h)dr<R*® VRZ2Ry;
1 Ry
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da cid, applicando il lemma 3 due volte, discende 1’esistenza di una suc-
cessione (d.)zen divergente positivamente tale che

Ar(0n , m, hY<o3? VneN
quest’ultima contraddice la (21); da cio segue ’affermazione (16).

III. Posto
__dI(R, m, h)

(22) T(R:, m, h)= lim Ar(R, m, h), I'(R, m, h)=
R+ oo dR

proviamo che esiste Rs tale che

(23) ;—I‘(Rl ,m, S —CouI'(Ri, m, h)+C1o+Rfm2RTm“ fw(—h) ”3"&
YRi, h, m con Ri=Rs, meN, h+7<T.

Infatti, posto

To 0 a
R m
A:fd-rfamRi‘»-“ log[ 2 )(_21_] I fw(t—h) |[5, +
0

T—t T—t

-T

£, wit—h) [112,)dt,

To 0 M
1 e i 27 )" A
0

-7

U pge g 2t 2¢ K" PN
t3 R log('c—t)('c—t] G 1we=h) [ +

27
am—l
+ o R§ ( p—

R{™
+ o T°Rim ! log (T—zj—t ] [;2_12] '

R(™ 2 d
) ;—_—;(fw(t—h), fé—t(w(t_h))).,. +

R,

|+
R,

2t 27 A" 2 d
+ omR1 1 ( ]( ) ( t—h), Fo (t—h)] ]dt,
08 ) I U R it ) uR,

T—t)\T—

f é% (w(t—h))
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tenendo presente che

(24) 12(21)1%?[ - le/zw(t—h))]-—le“ (TZ_Tt) L

(x—ty
H(Z) (2 ) B (i
si ha
(25) —I(Ry, m, h)=A’(Ry, m, h)—A—8&B.

Dalla (24) si deduce

2¢ YR 3 2
Tz(_:) [éz(w(t—h))]g

1 27 R:‘m 12 %n a %
< Lpwa| 2T | S — RBP4 272020 R | L A-RI2 (s —
5 R? ['r ; ] = (w(t—h)y+27(27) (at R w(t h)))

e quindi
el 27 i
omRim l(’r—t) —: (fw(t h), at (w(t— h)))le<
R
< oRim —1[727_) ' [| fw(t—h) II%g,
.o 2 RT"‘ a— 2
+ omRm ‘(T_t] Tzl\fat (w(t—h)) le<

2t A"
gangm_l(;___t ] I e = |12, +

1 2¢ A"
+i 5 GnRi (T_Tt) || fwit—h) |2 +

+ 20 1™

d —R{™2 2
5;()» U 2w(t—h))

(J.)Rl

’
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Rim
RZam—la log( %—Ft](%) ! l_z__(fw(t_—h), f(,?—t(w(t—h))) <

T wR,
R
S )
2 R
+ o R fm —1[1 i ) | fwie—m) |2,

fa—ta*‘f”'ﬂw(t—h» i

©R,

+4a,,R3m! (2‘&')"0;"'12

b

percio si ha

0
R
(26)  8CiB<CuRi®n J dv f ( 21] I fw(t—h) ||% dt +

9y g% :
fa—t()u 1"2y(t—h))|| dt

(;)Rl

+ CuRy®m f d~ f TZ(ZT)RTM
0 -7
ed inoltre

T 0 ZT R:”‘
(27) A<2amR{“mfd-rf(_?:—i) (| fwt—ny |2, +
0 -

I o wt—) (I3,

Dalla (25), per le (26) e (27), si deduce
—Cal'(Ry, m, W>Col Ry, m, B~ JTRe, m, ) VRi>Ry

per un certo Rs>0, e combinando quest’ultima con la (16) si ottiene
la (23).

IV. Dimostriamo ora il lemma. Dalla (23) preso m=1 e h=0 si
ottiene

1
5F(R1 , 1, < —Ciul"(R1, 1, 0)+Cyo YRiZR;s



84 Paolo Muratori

da cui tenendo presente che I'(Ry, m, h)=0 si ha
T'(R:, 1, 0)L1 YRiZRs
e quindi

(28) r(Rl ) 1’ 0)<C,12Rl vRIZRS .

Dalle (28), (22), (15) segue che

To/2 0

_R%™
29) f dx f dt f fzwz(t)deClan(;—] T YR>R..
0 - le

perché

T 0 Ra"
CoRi> fd‘cf (_—f{;] ‘dtffzwz(t)dx>
0 -

“R,
To 0 ”
>fd«:f (T—zj—t]k‘ dtffwz(t)dxz
0 —1/2 wR,

-7,

ST
>fd1f(3) dtff’wz(t)dx.
0 /2 wR,

Per la (29) esistono Rs=Rs e 0;>0 tali che

/2 0
(30) J dv fdt WA (t)dx < g4 Ret VKeN
0 - WR+ K (Re+K+1)

infatti

%o/2 0
f dt fdt f FPwA(t)dx >
0

- WR+K (Rg+K+1)

w2 0
> exp (—2a(Rs+K + 1)‘/2")de f dt wA(t)dx.
0 -t wR,+K (Re+K+1)
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Proviamo ora che

+oo /2 0
31) thWﬂyﬁkfmemm<+m
0 - WR,

Re

Infatti per la (30) si ha

/2 0

Jd’c fdt f|x|2+“z2f"l“”ufz(t)dx<

E:(R6+K+1)2“22‘R!+K+”“2 f dv f dt f WA t)dx <

) "’R,+K (Rg+K+1)

Z (Rs+ K + 1)222Re+K+1)%2 -0 (Re+ K)* — O,

e percio

(32) R+ Ry f dv f dt f wWA(t)dx <

-7 le
/2 0

f dx f it f | x P 21512 6)dx < Cue

YRi=Rs. Dalla (32) segue subito la (31).
Dalla (31) per il teorema di Fubini discende l’esistenza di h;>0

tale che (10/2)2 <hi<w/2 e

~+ oo

(53) [ B2 o 2 R o

Rg

Inoltre dalla (32) si ottiene

ny —hy
fﬁf&fﬁh<+w
hy -7 WR,



86 Paolo Muratori

Dalla (23) preso m=2, h="h, si ottiene
Cul"(Ri, 2, h)<Cuo+Re2%|| fw(—h) |5, VRZRs
da cui, per la (33), si ottiene
(34) I'(Ry, 2, h)<CssRy VRiZRs .

Dalle (34), (22), (15) segue che

/2 0

4\
fd’cfdt ffzwz(t—hl)dx<C15Rl(3)
0 —-T

le

0
CisR1 = fd‘t‘f ( Z_Tt) dt J. fzwz(t~h1)dx>
s i (4 [
wR,

percio esistono R;=Rs e 0.>0 tali che

perché

To/2 0

f dv f dt f WAt — hy)dx < e RetK)% VKeN;
0

-7 °’R6+K(R0+K+l)

€ quindi come prima

+ oo To/2 0
J' Re2RP4R, f dx f dt f WAt — y)dx < + oo
Ry 0 -t R,

di conseguenza per il teorema di Fubini esiste h;>h; tale che A+

+ 32 2 <h<hit T e

+ o0

(35) [[R2% | e 2 AR < 4 .

Ry
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Inoltre si ha

—hy

hy
fd-rfdt fwzdx<+oo.
iy G

-T h)Ro

Dalla (23) preso m=3 e h=h; si ottiene
Cil"(Ry , 3, h)<Cio+R22R1* || fw(—hy) 2, VRiZR
da cui, per la (35), si ottiene
T(R:, 3, h)<CiRy VRiZR;.

Ripetendo questo ragionamento un numero finito di volte si dimostra
il lemma.

LEMMA 5. Siano u, q e u+v, q+p due soluzioni di (o), (B) in
Q, relative alla stessa F e con
() ui, vieLs, FieLi per 1<i<3, q, peL,
ou; dv;
. ) ___l ) -_-l . . . < . -<
(i) wi, ax;’ vi, % limitate in Q per 1<i, j<3 e

| px, t) |SC/QA+]|x )" ¥(x, HeQ

(iii) w;, v nulle su QX {0} per 1<i<3 e v; nulle su 9 X
X [=T, 0] per 1<i<3.
\2
Allora esiste 2€]0, T] tale che (g%] e sommabile su S per quasi
o
ogni te[ —72, 0] e per 1<, j<3.

DIMOSTRAZIONE. Per la (a) si ha

%i—t —Au+(w-V)Yu=—Vq+F

d(u+vo)

EY R Aw+v)+(u+v)- V)(u+v)=—V(g+p)+F
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da cui

dv

(36) %

—Av+(v-VIu+((u+v)- V)=—Vp.
Moltiplicando scalarmente la (36) per » e tenendo presente la (¢) e che

(v V)u) 0+ (@ 40)- Vo) - < CatP+ % V - (Ao+u)),
si ottiene

1 9%

— 5 2 SCH(V X D+ V- (vX(VXv)+—;vz(v+u)+Pv)

da cui segue (0<™1<T)

o Afa oo [ o

-7 W(R) - a(R)

+fdrfdtf(V>< v)zdx+fd‘cfdtf(v>< v)do +

-7 w(R) - o(R)

+fd«:fdtf|pv|do'+-clc fdtf

- o(R) -7 w(R)

Poiche | VX v |<| VX u|+|V X(u+v)| e poich per il lemma 4 esi-

ste C, tale che
fd-rfdt f(VX udx< - Cy,

-7 w(R)

VR>R0 »

fd'rjdt f(VX (u+2))dx< C.,

0 w(R)
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si ha
0
(38) fd’rfdt [(VX v)zdx<C VYRZRy, VYu<sh;
-1 w(R)
Posto
‘0
(39) MR)= J dt
-7y w(R)

dalla (37) per la (38) e la (ii) si ottiene, per C.t1< 1

3¢ ©<h,

0
(40) M(R)< CsM’(R)+ Cs(RM'(R))'*+ Csfdrfdtf( V X vydx+Cs<

-7 a(R)

0
-—RM(R')-*—Csfd‘UJ-dt f(VX vYdo +C VRZ=R;.

-1 o'(R)

Proviamo che
(41) M(R)<2C, VRZ=R;.

Infatti se esiste Ro>Rs tale che M(R:)>2C,, tenendo presente che
M'(R)=0, si ha

M(R)< RM'(R)+2Csfd1fdt f(VX vy¥dx NRZ2Rs

-1 o(R)

e quindi anche

1 1 M(R)
E 10 MR) +C, Jd‘cjdtf(VXv)zdx

—-T o(R)

da cui, integrando sull’intervallo [Rs, R] (R>Ry) e tenendo presente la
(38) si ottiene

10 log (ﬁ ]\log(ﬁ((ﬁ)))+c YRZ=2Ry,
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da cui
R*[e“R;°M(R,)]<M(R)<C:R? YR=R,,

che & assurdo.
Moltiplicando scalarmente la (36) per v, tenendo presente la (s) e
che

—((0- Vi) 0—((u42)- V)0)- o< Cat?— %v (P(v+u)

si ottiene

42) 1 a(u2) ( ou;

1 1
A <V (3 V6 e rw-p | 40w

da cui, tenendo presente la (ii), si ottiene

fdtfvzdx+fdt fd&f Z (a”'] dx<C;fdtfvzdc+

w(R)

v fa] 3 (& urcar( [ [ )"

-T2 o(R)

Ef”z(_Tz)dx‘FCaTz fdtfv’dx.

w(R) —Ty w(R)

Dalla (41) e dal teorema di Fubini segue che #%(-, #) & sommabile
su £ per quasi t€[ —71, 0] scegliamo 1,€[0, 7] vale che /*(-, —1,)
sia sommabile su Q e risulti ,C,<1/4.

Allora posto

(43) N(R)= fdtfvzdx+fdtfdg[ ,(g;) dx,
i, j= ]

-t w(R)
si ha

N(R)S4C:N'(R)+2C{RN'(R))* 4 C, <

<1

20 RN'(R)+C, VRZRy;
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di qui ragionando come prima risulta
N(R)<2C, VRZRyp.

Da cid per il teorema di Fubini segue il lemma.

3. TeorReMaA 1. Siano u, q e u+v, g+ p due soluzioni di (o) —(B)
in Q, relative alla stessa F e con

(1) ui, vieLs, F:€eLy per 1<i<3, p, q€el,

i) wi, gﬂ, Vi, g limitate in Q per 1<i, j<3 e
1

| plx, D[SC/A+|x ) V(x, HeQ

(i) wi, vi nulle su Q X {0} per 1<i<3 e v; nulle su 3Q X
X [—=T, 0] per 1<i<3.

Allora p=0, v=0.

DimosTrAZIONE. Cominciamo col provare che esiste una succes-
sione (ox)nve. divergente positivamente tale che

0

(44) Idt / (%]deSaE VneN.

-T “’Ro(“n)
- v . .
Allo scopo, moltiplicando scalarmente la (36) per 3¢ Si ottiene

dav \? av dv dv

da cui, tenendo presente la (v) e che

46 |% [ Vit Vol

1(dv)
<Z(5E)+C1

si ha

2
1 (a—”] <Ci4+V- [a” X(V X 0)— pg”

19
2\ ot ) ~ 3 g (VX0
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e quindi

fdt /dr/ ( J dx<C’ R“+C2R2( [dt[ (g—’t’]zdx]m VR>Ry.

""R (r) -T “’Ro(')

Percio, posto
0 R

P(R)= /‘dt /dr[ (%§J2dx

~-T R, wR, ("
si ottiene

P(R)< C";R*+C"2R*(P'(R))'"? VRZ=Ro;

di qui, per i lemmi 1 e 3, segue la (44).
Dalla (36) e dalla (ii) segue

(47) (L”—VP)2=((v-V)u+((u+v)-V)v)zgc’[1,2+ Zl(gi] ]
i, j= j

Dall’osservazione al lemma 2 e tenendo presente il lemma 5, presi
h=0, w=v e R, ¥, 75, 6" >0 tali che

Il =5 IIB< o, 1] o= ll3s >0, <72, 2C,5C<
Ty (23) ! || o(—3) [|2r1) = Cra, v, 5(273) 72 ||| o(—3) ([
€ posto
0
A= f 2 o e [ 27 [l (s
°l'a P
+Cra,7'.8’ /”5‘(()\'_7 ) dt,
. ¢ w(R)

tenendo presente la (47), si ottiene
(48) QR)KCQ’'(R)+C'(RQ'(R)'? YRZ=ZR'ZRy.

Proviamo che Q(R)=0 e quindi v=0.
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Infatti, ragionando per assurdo, supponiamo che esista Ru>R’ tale
che sia Q(R1)>0.
Dalla (48) si ottiene

Q(Ru) < CQ'(R)+C'(RQ'(R))'/ VR>=Ry
e quindi

2Q(Ry) 2Q(Ry)
C’(RY*4+(R+4Q(Ru)/C's)'1?) ~ C’sR'?

(Q'(R)'?=

V¥ RZ=Rp=Ry con Ry, tale che éi, per R=>Ryp;. Introducendo
4

R
>
QR)~
questa valutazione nella (48) si ha

Q(R)<C«RQ'(R) VRZRu2Re,
da cui,
((RY€*Q(R13))/RY )< Q(R) VRZRuy.

Da questa segue che esiste Ris=>Ry; tale che

2Q(Ry4) 20C"s

’ 1/2
(Q R)/*= C'4(R1/2+(R+4Q(R14)/C'4)1/2) = R1/?

VYRZ2RisZ>Ru .

Introducendo questa valutazione nella (48) si ottiene

1 R
< ’ ’ —_— ’ < Pl ’
QR)CHQ'(R)+ 20 RQ'(R)< 19 Q'(R)
VRZRi=Ris, da cui
(49) C:R®<Q(R) VRZRss .

Dalla (ii) e dalla (44) segue che

0 0
j V2| o |26, dt+ [)rz*' 1l 2 [||2,)dt < Clsa, VneN
L

—Tg
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/ ”a‘t‘* w)|. ‘”‘f |

e quindi

Ao *@

dt<Chb? VneN

w(e,)

Qo) < Clooll5 YneN

che contraddice la (49).

Dunque Q(R)=0 e quindi v=0, p=0 su X [—73, 0].

Dopo di ciod riapplicando il lemma 5 e il ragionamento ora fatto
si ottiene »=0, p=0 su £ X [—14, —73] con un 74 che si pud rite-
nere prossimo tanto quanto si vuole a 2713 . Ecc.

Cio conclude la dimostrazione.

TEOREMA 2. Signo u, q e u+v, g+p due soluzioni di (a)—(B)
in Q relative alla stessa F e con

() wi, vieLs, FieL, per 1<i<3, p, qeL,

(ii) wi, gu, vi, g limitate in Q per 1<i, j<3 e

|pGx, HISC/A+[x D ¥(x, HeQ
(iii) v; nulle su X {0} e su QX [—T, 0] per 1<i<3
(iv) (av,]( T) e [g:)( T) sommabile su £ per 1<i, j<3.
Allora v=0, p=0.

DiMosTRAZIONE. Cominciamo col provare che
0
(50) /dt [(VX vYdx < + oo.
T [}

Per w=V X u oppure w=V X (u+v) ricordiamo che

(13)

3 .
+ X (awf]2<§1 V (VW) —wh) + Cin2.
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Da essa si deduce per 0<h<T

~T+h -T+h t 5 .
l/dt[ 2dx+[dt dE[ > (g“"') dx<
i,j=1 xj
w(R) —T w(R)
-T+h t —T+h
’ 3 aW;
SCho | dt [dE| = 3% d +Cho | dt | wdo+
T X1 o®) b=t I )
~T+h .
e / dt [ dex+g / WA —T)dx;
T w(® w(R)
ponendo
—~T+h —T+h t
5 awl
(51) S(R)= | dt wdx+ dt dE dx,
T wR) It w(R)l ’—l Xi
1

se si prende hC;< -, ricordando la (iv), si ha

N

(52) S(R)SCHS' (R)SCyy VRZR,.
Proviamo che dalla (52) segue che
(53) S(R)<2Cyy VRZRo;

infatti in caso contrario, esisterebbe R;;=Ry tale che S(Ry7)>2Ch ¢
quindi dalla (52) seguirebbe

S(R)<2C,LS(R) VRZRu,

da cui
(54) eRIC1D) (e=R 11/ @1 S(Ry7)) < S(R) V'R>Ru

Dalla (13), tenendo presente la (ii), si ottiene

0 R 0
12
[t [ ggar<car+cars [ g )™ vR=Re
T Ry -T
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e quindi ricordando la (7) si ottiene
D(R)< CR*+ CLR(®'(R))/? VRZ2Ro;
di qui, per il lemma 1, segue che
(55) ®(R)<R” VRZ2R,.

Per la (ii) e le (55), (51) si ha
R
[S(r)dr<R‘° VR?Rls;
R,

quindi, per il lemma 3, esiste una successione (a.)nen divergente positi-
vamente tale che

S(an) < olf

Cid contraddice la (54).
Dalla (53) in particolare discende che

~T+h
dt [ widx<2ch VR>Ro,

-T w(R)

percio il teorema di Fubini segue che w? & sommabile su £ per quasi
ogni te[—T, —T+h]; non & restrittivo supporre che tra questi valori
ci sia anche —T+h. Ripetendo allora il ragionamento fatto si vede che

—T+2n

dt [wzdx<20ﬁ VRZR,

-T+h  w(R)

e che w? ¢ sommabile per quasi ogni t€e[ —T+h, —T+2h]. Cosi pro-
cedendo e tenendo che | VX » ||V X u|+|V X(u+v)]| si prova la
(50).
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Proviamo ora che esiste h, 0<h<T, tale che

0

(56) /dt /.Uzdx<+oo.

-h 1

Allo scopo cominciamo con l’osservare che dalla (a) segue che

?;; —Au+ ;“ Vw)—uX (VX u)y=—Vq+F
a(ua-it-v) _ A(u+v)+; V{u+oP)—@u+v) X (VX (u+0)=
=—V(g+p)+F
e quindi
dv

Pyl Av+ ;V(vz+2u-v)—(u+v) X(VXv)—v X (VXu)=—Vp.

- . a
Moltiplicando scalarmente quest’ultima per -ag tenendo presente la (v),
e osservando che

dv

a7 [w+2) X (VX 0)—o X (VX w)]| <

2
<, [‘;’5) +CL(Y X 0P +Cht?,

si ottiene

2 PXT
+CL(V X vy +Cit?.

1(dv)? 19 V2 dv dv
— \V/ <-—-V. — . = el
(at) + (VX P ((p—l-z—{—u v]8t+(vxv)xat]+

Ne segue che

0

1 dv
(57) 2]dt/ [57) dx<

-h w(R)
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l fdtf(vx v)2d0'+fdt ( ] do‘+C13fdt fvzd0'+
a(R)

~h (R) —h —h a(R)
dv 1
—h a(R) w(R)
0 0
+C{2fdt f (VX v)zdx+C{2fdt fﬁdx.
-h w(R) ~h w(R)

Proviamo che

0 1] R
2
(58) fdt fvzdehzfdt f [%’t’] dx VR>R,
-h w(R) —-h w(R)
0 0
2 av)?
(59) dt | Pdo<h dt % do YRZ=R,.
—-h o(R) —-h a(R)

Infatti

i () <] f (5]

e quindi
f At)dt < B f (a”) dt
at )

1/2
per 1<i<3

Cid prova la (58) e la (59).
Dalla (57) preso h tale che (V X v)(—h) sia sommabile su (il
che & possibile per quasi ogni h, 0<A<T, per la (50) e per il teorema

< -1-, ricordando ancora la (50) e le (58),

di Fubini) e tale che sia cj,h? 3

(59), se si pone
0

(60) T(R)= f dt f (%’;)2dx

—h w(R)
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si ottiene

T(RYSCuT(R)+CLuRVAT'(R))'*+Ci4 f dt f (VX vYdo+Ci <

0 -h o(R)
%RT'(R)+C fdtf(vx vYdo+Cis VRZRy.
—h o(R)
Proviamo ora che
(61) T(R)<2Cjs YRZRyp.

Infatti se esiste Rp=>Ry tale che T(R»)>2Cjs, tenendo presente che
T'(R)=0, si ha

T(R)

0
—\mﬂ-Cfsfdtf(VX v)dx, VYR=>Rx

~h o(R)

da cui, integrando sull’intervallo [R», R] (R>Rx) e tenendo presente
la (48) si ottiene

R T(R)
< >
20 log (Rzo) < log [T(R )]+C VRZ2Rxn,
e quindi
R®[e~“t1R%®T(Rx)] <T(R) VR=>Rxn

che & una contraddizione con la (44), che & valida anche nelle ipotesi
del presente teorema. Dalla (60) e dalla (61) per la (58), segue la (56).
Proviamo ora che

0 t
I 3
(62) J dtfd&f zil(g:,) dx < + oo.
-h -h 1)

Allo scopo osserviamo che dalla (42) si ottiene

fdtfvzdx+fdtfd§f” l("”")dx<

-h w(R)
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0 0 t s Y
<C{8fdtfﬁda+C{sfdtfd§J ”Zil (ax_:) dx+
—h o(R) —h —h w(R)
[} 0
12 p
+C{5R‘/2( fdt fvzdc] + 3 J-vz(—-h)dx+C(s fdt fﬁdx.
—h a(R) w(R) —h w(R)

Da quest’ultima chiamando ancora con N(R) la (43) con 4 al posto
di =, e tenendo presente la (56) e il teorema di Fubini si ottiene

NR)SCiN'(R)+Cis(RN(R)Y 2+ Cly <

< 2—‘6RN'(R)+c;, YRR ;

di qui, ragionando come prima, segue
N(R)<2C5 VRZR,.

3 2
Quindi per il teorema di Fubini risulta che Zx( g;’] ¢ sommabile
i, 1= ]

per quasi ogni t€[ —h, 0]; percid ragionando come nel teorema pre-
cedente si dimostra che »=0, p=0 in [ —h, 0]; ripetendo poi i ragio-
namenti gia fatti si prova che »=0, p=0 in [—2h, 0]; ecc. Con cid
si dimostra il teorema.
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