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ZUR LAGE DER KRITISCHEN PUNKTE
EINES POLYNOMS

GERHARD SCHMEIBER *)

Meinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. W. Specht,
zum 65. Geburtstag gewidmet.

1. Eine Vermutung von B. H. Sendov?'), die als Vermutung von
Ilieff in die Literatur eingegangen ist besagt:

Liegen die Nullstellen eines Polynoms
(1) f(2)= vl}l(z—gv)

vom Grad n=2 im Einheitskreisbereich |z |<1, so enthiilt jeder Kreis-
bereich

) |z—¢,|=<1 v=1, 2, .., n)

mindestens eine Nullstelle der Ableitung, also einen sogenannten kriti-
schen Punkt von f(z).

Ein Beweis ist bisher nur in Spezialfillen gelungen. Es wurden
einerseits Polynome von kleinem Grad n untersucht, wobei man insge-
samt fiir 2<n<5 Erfolg hatte (vergl. [2], [5]1, [7], [8], [9] und
[10]). Andererseits wurden Klassen von Polynomen angegeben, fiir die
die Vermutung ohne zusétzliche Voraussetzungen iiber den Grad gezeigt
werden konnte. So gilt die Vermutung, wenn der Rand des Pferchbereichs
von f(z) eine gewisse geometrische Eigenschaft erfiillt ([10], Satz 1)

*) Indirizzo dell’A.: Mathematisches Institut der Universitdt, 8520 Erlangen,
Bismarckstrafle 1 %, Germania occ.

1) Vergl. Math. Rev. 40 (1970), S. 521 Referat 2831.
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oder das konstante Glied verschwindet ([10], Satz 3) oder die Faktor-
zerlegung von f(z) eine bestimmte ausgezeichnete Gestalt besitzt ([9],
Theorem 2; vergl. auch Abschnitt 5 dieser Arbeit). Da man offenbar
weit davon entfernt ist, die Vermutung von Ilieff allgemein zu beweisen,
schlagen wir im Abschnitt 2 zwei Wege vor, auf denen man sich ihr
nihern kann und geben in den Abschnitten 3 und 4 jeweils ein erstes
Ergebnis dazu an. Im Abschnitt 5 beschéftigen wir uns mit einer Klasse
von Liickenpolynomen fiir die die Vermutung von Ilieff bewiesen werden
kann.

2. In der analytischen Theorie der Polynome kennt man eine Reihe
von Abschdtzungen fiir die Betrdge aller Nullstellen eines Polynoms
(vergl. [6], Chap. VII; [11], Abschnitt B). Eine so gewonnene obere
Schranke nennt man auch kurz eine « Nullstellenschranke des Polynoms ».
Im Hinblick auf die Vermutung von Ilieff ist die folgende schwichere
Fragestellung naheliegend.

ProBLEM 1. Es sei r(f) eine gewisse Nullstellenschranke. Man
zeige, daf dann fir jede Nullstelle C eines beliebigen Polynoms f(z) der
Kreisbereich | z— | <r(f) wenigstens eine Nullstelle der Ableitung enthilt.

Da die meisten Nullstellenschranken fiir gewisse ausgezeichnete
Polynome angenommen werden, kann man mit den Losungen von Pro-
blem 1 eventuell neue Klassen von Polynomen finden, fiir die die Ver-
mutung von Ilieff gilt.

Unser zweiter Vorschlag besteht darin, sich der Vermutung approxi-
mativ zu ndhern, ohne dabei die zulédssigen Polynome irgendwelchen
Einschrinkungen zu unterwerfen.

PROBLEM 2. Man bestimme eine (moglichst kleine) universelle Kon-
stante p, so daf fiir jedes Polynom der Gestalt (1) mit n=2 jeder
Kreisbereich

| z—¢, |Splmax | & | v=1, 2, .., n)
sp=n

wenigstens eine Nullstelle der Ableitung enthiilt.

Wie einfache Beispiele zeigen, gilt p=1. Die Vermutung von Ilieff
besagt somit, dal p=1 die bestmdglichste Losung von Problem 2 ist.
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3. Wir behandeln zunichst das Problem 1 und beweisen den

Satz 1. Ist r(f) eine Nullstellenschranke, die nur von den Betrigen
der Koeffizienten des Polynoms

=3 az (=2, a,50)
v=9

abhdngt, so enthdlt fiir jede Nullstelle € von f(z) der Kreisbereich
| z—C | =r(f) wenigstens eine Nullstelle der Ableitung.

BewEels. O.B.d.A. konnen wir annehmen, daB r : =r(f) die Cauchy-
schranke ist, da diese von keiner anderen nur von den Betrdgen der
Koeffizienten abhéngenden Nullstellenschranke unterboten wird. Dann
erfiillt r bekanntlich die Gleichung

3 lao|+|a|r+ .. +|auos | =] au|rm

Ist € eine Nullstelle von f(z), so konnen wir ferner voraussetzen, dal
0<{<r ist, da sich bei jeder Drehung der komplexen Zahlenebene um
den Nullpunkt die Betrdge der Koeffizienten nicht dndern. Nun bilden
wir

) rf'@Q=rf(Q)— gf(§)= - gao+ T a8t [vr— ZC] :
v=1
Fiir die reellen Funktionen
o — -1 . n
hv(x)- =X (vr Zx)
gilt, falls v=2
R0)=0 und hy(r)=r [V_ g) ;

. .. 2riv—1) . .
ferner besitzt A (x) fir x,: =~r(VT—) ein relatives Maximum. Ist

v—1=n/2, so gilt x,=r. Fiir v—1<n/2 bekommt man

| Avxy) |=r | 7t <
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Unter Einbeziehung des trivialen Falles v=1 haben wir somit fiir 1 <v<n

n n
R << v
v 2!]_2r.

Wenn wir in (4) zu den Betrégen tibergehen und die Dreiecksungleichung
anwenden, so bekommen wir demnach

max | hy(x) | <r® max [ 1,
0<x<r

@ I<3 5lalr

Ausniitzung der Definitionsgleichung (3) der Cauchyschranke liefert

f®

nan

<r-L

Der Satz von Vieta und der Satz vom geometrischen Mittel ergeben nun,
daB f(z) mindestens eine Nullstelle in | z—¢ | <r besitzt. Wie das Beispiel

f(z)=z"—1

zeigt, kann in Satz 1 das Gleichheitszeichen angenommen werden.
Fiir die Vermutung von Ilieff bekommen wir das

KoroLLAR. Fiir ein Polynom
n—-1
f@)=a.z"— X a2’
v=0

vom Grad n=2 mit reellen Koeffizienten a,=0 (v=0, 1, ..., n) ist die
Vermutung von Ilieff richtig.

Eine bekannte Technik um Nullstellenschranken zu gewinnen, die
auch beim Beweis des Satzes von Enestrom-Kakeya angewandt wird,
besteht darin, daB man das zu untersuchende Polynom mit einem be-
kannten Polynom multipliziert und fiir das so entstehende neue Polynom
die Cauchyschranke oder eine dazugehdrende Majorante bildet. Schranken
dieses Typs hidngen von den Betriigen gewisser Linearkombinationen der
Koeffizienten des gegebenen Polynoms ab. Es wire wiinschenswert, auch
fiir solche Schranken Problem 1 zu ldsen.
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4. Wir wenden uns nun dem Problem 2 zu. Aus den fundamentalen
Sidtzen der analytischen Theorie der Polynome kann man leicht Ab-
schitzungen fiir p von unterschiedlicher Qualitit gewinnen.

Zunichst liefert der Satz von GauB-Lucas sofort

p=<2.

Mit Hilfe eines Satzes von Biernacki [1] oder einem Vorgehen wie
in [10], Satz 3, das direkt auf dem Satz von Grace beruht, bekommt
man nach einer einfachen geometrischen Uberlegung

p<V3=1,732 ... .

Eine weitere Verbesserung liefert uns das folgende Lemma, das in
[4] und [10] bewiesen wurde und sich als einfache Konsequenz eines
bekannten Satzes von Laguerre erweist.

LEMMA. Liegen die Nullstellen eines Polynoms f(z) vom Grad
n=2 in einem Kreisbereich | z—a |<r, und ist { eine Nullstelle, die auf
dem Rand liegt, so enthilt der Kreisbereich

z——F/| =

mindestens eine Nullstelle von f'(z).

Der kleinste abgeschlossene Kreisbereich, der alle Nullstellen von
f(z) enthilt, besitzt auf seinem Rand entweder mindestens zwei dia-
metral liegende Nullstellen, oder es liegen mindestens drei Nullstellen
auf dem Rand, so daB dieser Umkreis des aus diesen Nullstellen gebil-
deten Dreiecks ist. Beachtet man, daB durch diese Nullstellen nach
obigem Lemma Nullstellen der Ableitung lokalisiert werden, so findet
man

(5)

o< l—%ﬁ =1,618 ... .

Wir wollen nun diese Abschétzung durch zweimalige Anwendung
des Lemmas noch etwas verbessern.
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O.B.d.A. konnen wir annehmen, dal f(z) ein Polynom vom Grad
n=3 ist, dessen Nullstellen im Einheitskreisbereich liegen, wobei &, &
und & drei Nullstellen vom Betrag 1 sind mit

Re =0, Im%>0, {=¢ und Re£<O0.

Der Fall von genau zwei diametral liegenden Nullstellen wird sich bei
der folgenden Untersuchung als Spezialfall ergeben.

Liegen auBerhalb des von &;, & und & aufgespannten Dreiecks
keine Nullstellen, so ist nach [10], Satz 1 die Vermutung von Ilieff
fiir f(z) richtig. Wir konnen deshalb voraussetzen, daf in

B: ={z||z|=1}n{z|Rez>Re{}

Nullstellen von f(z) liegen und brauchen uns 0.B.d.A. nur um diese zu
kiimmern.

Fiir ein festes @€(0, arg ;) und Me[sin @, Im¢;] definieren wir
nun

& =hcoto—V1—=2A% N o=

sin @
und
Ky : ={z I | z+ 0y, |_<_rx}.

Der Rand von K schneidet den Einheitskreis in V 1—A\2=%i\. Fiir
A= sin¢ ist K, der Einheitskreisbereich. LdBt man A im Intervall
[sin @, Im g;] laufen, so tritt einer der folgenden Fille ein:

a) Alle Nullstellen von f(z) liegen in Kimg, .

b) Es gibt ein A, so daB alle Nullstellen von f(z) in K, liegen
und ferner mindestens eine Nullstelle aus B, etwa & auf dem Rand
von K liegt.

Fiir komplexe Zahlen 1 und a definieren wir nun

<ln—a|}
=73

und wenden uns zunichst dem Fall b zu. Setzen wir C,: =C((,, 0)

__M+a
2

z

Cm, a): = {z
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fiir v=1, 2 und C5: =C(4;, —8)), so folgt nach dem Lemma, daB in
den Kreisbereichen C, (v=1, 2, 3) jeweils mindestens eine Nullstelle
von f(z) liegt. Mit der Bezeichnung

(6) d: = sup min max | z—w|
zeBnK)' 1<v<3 weC,

enthilt dann fiir jede Nullstelle {eB der Kreisbereich | z—¢|<d min-
destens eine Nullstelle von f'(z). O.B.d.A. kdnnen wir annehmen, dal}
Im =0 ist. Dann #ndern wir d nicht, wenn wir B durch B": =
=Bn{z|argz<arg{} ersetzen und den Kreisbereich C; auBer acht
lassen. Ersetzt man ferner C; durch C’>: =C(—i, 0) und schlieBlich
C’; durch C;: =C(—8&,—in., — &), so vergroBert man d. Mit Cy" : =Cs
haben wir somit

d< sup min max |z—w|=:d".
zeB’' nK, 2<v<3 ,.c”
v

d” 14Bt sich nun leicht abschétzen. Sind u; und us die Mittelpunkte von

C5 und Cy, so schneide die Mittelsenkrechte der Strecke wu; den von
—&.,—in. nach & im mathematisch positiven Sinne verlaufenden Rand-
bogen von K, in ». Dann gilt

(7) d’< 525 +|w—v].

Man sieht nun sofort, daB die rechte Seite von (7) unter allen méglichen
Lagen von §; dann am groBten wird, wenn & der in Im z=0 gelegene
Schnittpunkt von | z |=1 mit | z+ 8, |=r, ist. Eine elementare Rechnung

liefert
’ )" 1 §_ 1— sin @ \% % .

Fiir A= Im ¢, ist damit auch der Fall a beriicksichtigt.

Wir wollen nun noch ein zweites Mal das Lemma anwenden. Der
Rand von K, schneidet die positive reelle Achse in r—d, . Damit sicht
man sofort, daf}
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sup min max|z—w|= ~+ é——m+'th =<
zeBNK, 1sv<2 weC,

1

2—+l§ —n+&| = : dld).

Umformung ergibt

—_— 1 _1, 2 o ¥ 2 2 (_Q i’
dz()\.)—2 (4+)\, (tani) — W42V 1=\ tan o |.
Durch differenzieren nach A stellt man fest, daB dx(\) fiir Ae[sin o, 1]
monoton fillt, wihrend di(A) monoton wichst. Deshalb besteht fiir jedes
feste Ae[sin @, 1] die Ungleichung

(8) o< max (di(\), o).
Fiir A= sin ¢ gilt
di(sin ¢) < dy(sin @)= > +2\/ ,

d.h. (8) liefert die Abschédtzung (5). Fiir A=1 findet man
di(1)=dx1).
Somit besitzt die Gleichung
(&) di(\)—d(N)=0
im Intervall [sin @, 1] genau eine Nullstelle A", die fiir festes ¢ unter

allen Abschdtzungen (8) die bestmdglichste liefert.
Der Einfachheit halber setzen wir nun ¢=m/3. Mit

_1 . (5 _@=V3)i)
(10) C'_2_+(4—_T—)

gilt dann dﬂ.):)»%c. Fithren wir in (9) v : =di(\) als neue Variable
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ein, so bekommen wir nach einer Umformung

11 1 2
(11) 14[1+?+E;) - (2+§] —12(1+;)+21+1:0.

Eine numerische Rechnung liefert fiir die in (¢, o) gelegene Nullstelle
To dieses Polynoms den Wert to=1,5677 .... Damit haben wir den

SAtz 2. Ist ¢ durch (10) gegeben, und bezeichnet =, die (einzige) in
(c, =) gelegene Nullstelle der Gleichung (11), so gilt fiir die Konstante
p von Problem 2 die Abschitzung

1=p=<7<1,568.

5. In [9] wurde gezeigt, daB fiir ein Polynom der Gestalt
[(@)=(z—=%)(z—5)(z—E)™

die Vermutung von Ilieff richtig ist. Als Analogon in der additiven
Struktur beweisen wir den folgenden

Satz 3. Fiir ein Polynom der Gestalt

1(z)=aoz™ + a1z" + apz™
(@220, np<m<n,=2)

ist die Vermutung von llieff richtig .

BEwEIS. Ist mo=1, so ist nach [10], Satz 3 nichts mehr zu be-
weisen. Ist no=0 und m =2, so besitzt die Ableitung die Nullstelle Null;
diese liegt in jedem der Kreisbereiche (2), und wir sind wiederum fertig.
Es bleibt also nur der Fall

f(z)=ao+ a1z + axz™,

L . a . ..
wobei wir 0.B.d.A. voraussetzen konnen, daB ;‘>0 ist. Ferner geniigt
2
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es, nur n;=>4 zu betrachten. Dann besitzt f(z) die Nullstellen

1
ny—1

< Y v=1, 2, .., m—1),

12 y P =
(12) ! s

wobei die &, die (n2—1)-ten Einheitswurzeln bezeichnen. Nach dem
Satz von GauB-Lucas gilt |71, |<1. Da m=4, sicht man aufgrund der
Darstellung (12) leicht ein, daB die Vereinigung der Kreisbereiche
| z—my|<1 den Einheitskreisbereich iiberdeckt. Fiir jede Nullstelle ¢
von f(z) existiert dann ein v mit | {—mn, |<1.

Mit Hilfe der Beweisidee von Satz 3 1dBt sich allgemeiner ein
hinreichendes Kriterium fiir die Giiltigkeit der Vermutung von Ilieff
gewinnen, das besonders fiir groBes n eine reichhaltige Klasse von Poly-
nomen umfaft.

Satz 4. Fiir das Polynom

f(2)= ):oavz” (n=4, a,#=0)
sei entweder
a;=0,

oder es gebe ein o.>0, so daf

n
Tva|a!
v=1

1 9
(13) Pp: =— — <ex [———(n—7+ ])
(nanaloc"")% ? 20 n—1

Dann ist die Vermutung von llieff fiir f(z) richtig.

BeEwels. Unter der Voraussetzung (13) folgt nach einem Satz von
Ganelius [3], daB f(z) in jedem Sektor mit Spitze im Nullpunkt und

Offnungswinkel 23—11: mindestens eine Nullstelle besitzt. Damit verlauft der

weitere Beweis wie bei Satz 3.

Fiir hinreichend grofies n, (n2>50) folgt Satz 3 auch aus dem Satz 4.
Man beachte, daB die Bedingung (13) wegen des Parameters o keine
Nullstellenschranke beinhaltet.
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