RENDICONTI
del

SEMINARIO MATEMATICO
della

UNIVERSITA DI PADOVA

DOMENICO BOCCIONI

Distributivita rispetto all’unione e residuazione
nei gruppoidi con ordine

Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova,
tome 46 (1971), p. 339-370

<http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1971__46__339_0>

© Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova, 1971, tous
droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Rendiconti del Seminario Matematico
della Universita di Padova » (http://rendiconti.math.unipd.it/) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1971__46__339_0
http://rendiconti.math.unipd.it/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

DISTRIBUTIVITA RISPETTO ALL’UNIONE
E RESIDUAZIONE NEI GRUPPOIDI CON ORDINE

DomeNico Boccion: *)

In questo lavoro si considerano otto ben note condizioni, (C) e (C’)
(di completa distributivita [della moltiplicazione rispetto all’'unione]),
(D) e (D) (di distributivita), (I) e (I’) (di isotonia [della moltiplicazione
rispetto all’ordine]), (R) € (R’) (v. nn. 1 e 7), relative ad un « grup-
poide con ordine » G, cioé (n. 1) ad un insieme G munito di una mol-
tiplicazione e di un ordine (parziale); ((C) e (C’) si considerano in un
G che sia un semireticolo completo, (D) e (D’) in un G che sia un se-
mireticolo).

Accanto a queste otto condizioni, se ne considerano altre dieci,
(C1), (C2), (Dy), (Dy), (C), (CY), (DY), (D), (S), (§), (v.nn. 1 e 7),
le prime otto delle quali si potrebbero chiamare « condizioni di (com-
pleta) distributivita debole » (della moltiplicazione rispetto all’unione).
Le ultime due, (S) e (S") (che generalizzano le (R) e (R’)), si possono
pensare come condizioni imposte alle due operazioni parziali di resi-
duazione (a destra e a sinistra) di G (v. nn. 6 e 7).

I risultati del presente lavoro sono, per la maggior parte (si vedano
inn. 3,5, 8, 10), dei due tipi seguenti (le condizioni di cui si parla sono
sempre alcune fra le diciotto sopra nominate): 1°) Se in G valgono que-
ste condizioni, allora in G valgono queste altre; 2°) Esistono gruppoidi
con ordine G in cui queste condizioni valgono e queste altre invece non
valgono.

*) Indirizzo dell’A.: Seminario Matematico, Universita, Padova.
Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di ricerca del Comitato Nazionale per
la matematica del C.N.R.
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Alcuni fra i risultati del 1° tipo generalizzano risultati analoghi gia
noti. Fra questi, il Teorema 1 (n. 8) & stato molto utile, nel corso di
un’altra ricerca (v. [5]**)), per provare indirettamente la validita delle
due condizioni (C) e (C") (n. 1) in un particolare G, in cui tale vali-
ditd era rimasta dubbia.

Fra i risultati del 2° tipo, il Teorema 3 (n. 10) dimostra I’esistenza
(e ’ampiezza) di alcune interessanti classi di gruppoidi con ordine, con-
tenenti propriamente altre classi gia studiate da vari Autori. In partico-
lare, esistono molti gruppoidi con ordine « semiresiduati » (cio® soddi-
sfacenti (S) e (S"): v. n. 7) che non sono residuati (cio€¢ che non
soddisfano (R) e (R"): n. 7); esistono molti gruppoidi con ordine « se-
miresiduati a destra» ma non a sinistra (cioé¢ soddisfacenti la (S)
ma non la (S")); tali gruppoidi con ordine possono inoltre indifferente-
mente soddisfare entrambe, soltanto una, o nessuna delle due condizioni
(I) e (I") (i gruppoidi con ordine che soddisfano entrambe le (I) e (I")
diconsi notoriamente gruppoidi ordinati '), quelli che soddisfano la (I)
sono qui chiamati « gruppoidi ordinati a destra » 2)).

Sui gruppoidi con ordine semiresiduati (a destra) si spera di poter
tornare presto in un successivo lavoro.

Fra i rimanenti risultati, il Teorema 2 (n. 9) dimostra che il pro-
dotto (cartesiano) di due gruppoidi con ordine & semiresiduato (a de-
stra) se, e soltanto se, sono semiresiduati (a destra) entrambi i fattori.

1. Chiameremo gruppoide (cfr. [13], p. 127, nota (})) ogni insieme
non vuoto M il quale sia munito di una operazione [binaria] (= legge
di composizione interna ovunque definita su M: [7], p. 1), che qui chia-
meremo moltiplicazione ([7], p. 2).

Chiameremo insieme ordinato ogni insieme non vuoto H il quale sia
munito di un ordine (= relazione d’ordine [parziale] in H: [6], pp.
32-33; cfr. [14], p. 1) che denoteremo con < ([6], p. 34).

Chiameremo gruppoide con ordine') ogni insieme non vuoto G che

**) I numeri fra parentesi quadre rimandano alla bibliografia alla fine del
lavoro.
1) Da non confondere con « gruppoide ordinato » (v. pill avanti).



Distributivitd rispetto all’'unione e residuazione nei gruppoidi, ecc. 341

sia (contemporaneamente) munito di una moltiplicazione e di un ordine ?);
(dunque un tale G & un gruppoide ed ¢ anche un insieme ordinato).

Se H & un insieme ordinato, diremo che H & un semireticolo com-
pleto (cfr. [13], pp. 33, 20) se in H esiste sup (x:) ([8], p. 10) V?)
famiglia non vuota (x;)(iel)*) di elementi x; di H. L’elemento sup (x:)
di H dicesi I'unione ®) (dell’insieme) degli elementi x; (della famiglia (x:)).

Se un gruppoide con ordine G & [in quanto insieme ordinato] un
semireticolo completo, dicendo che in G la moltiplicazione é completa-
mente distributiva a destra (risp. a sinistra) rispetto all’'unione, intende-
remo dire che vale la seguente (C):

© (sup (x:))y=sup (xy) ©)

(risp. che vale la seguente (C’):
() y(sup (x:))=sup (yx:) °));

dicendo invece che in G la moltiplicazione é completamente distributiva
rispetto all’'unione, oppure dicendo che G ¢ un gruppoide semireticolato
completo (cfr. [13], p. 130), intenderemo dire che valgono entrambe
le (C) e (C).

Se un gruppoide con ordine G & [in quanto insieme ordinato] un
semireticolo 7), dicendo che in G la moltiplicazione é distributiva a de-
stra (risp. a sinistra) rispetto all’'unione, intenderemo dire che vale la
seguente (D):

(D) (sup (x1, x2))y=sup (x1y, x2y) ¥

2) Si noti che nessuna condizione & imposta alla moltiplicazione o all’ordine
di un tale G.

3) V significa: per ogni.

4) L’insieme non vuoto I (degli indici i di (x;)) & qualsiasi (finito o infinito).

5) Oppure il supremum (cfr. [2], p. 16).

6) V famiglia non vuota (x;) (i€l) di x;eG e Vy€G.

7) Semireticolo = insieme ordinato H in cui esiste sup (x1, x2) Vx1, x2€ H,
(cfr. [13], p. 20).

8) Vx1, x2, yEG.
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(risp. che vale la seguente (D’):
(D" y(sup (x1, x2))=sup (yx1, yx) 9));

dicendo invece che in G la moltiplicazione é distributiva rispetto alla
unione, oppure dicendo che G & un gruppoide semireticolato (cfr. [13],
p. 128, 1° capov.), intenderemo dire che valgono entrambe le (D) e (D’).

Se G & un gruppoide con ordine, dicendo che in G la moltiplicazione
¢ isotona®) a destra (risp. a sinistra) rispetto all’ordine, intenderemo dire
che vale la seguente (I):

(I a<b implica ac<bc V)
(risp. che vale la seguente (I"):
1) a<b implica ca<cb ));

dicendo invece che in G la moltiplicazione é isotona rispetto all’ordine,
oppure dicendo che G & un gruppoide ordinato) (cfr. [13], p. 128,
2° capov.), intenderemo dire che valgono entrambe le (I) e (I').

Se G ¢ un gruppoide con ordine, per esprimere che vale la (I), dire-
mo anche 2) che G & un gruppoide ordinato a destra (oppure un grup-
poide d-ordinato); per esprimere che vale la (I’), diremo anche che G
& un gruppoide ordinato a sinistra (oppure un gruppoide s-ordinato).

Nel seguito considereremo anche le seguenti due « regole di completa
distributivitd debole a destra » (C;) e (C;) (in un gruppoide con ordine
G che sia un semireticolo completo):

(o)) (sup (x:))y=sup (xiy) ©),

(C2) (sup (x:))y<sup (xiy) °©),

9) Cfr. [13], p. 129 e [3], pp. 319, 2.

10) Vg, b, c€G.

1) Gruppoide ordinato = p.o. grouppoid secondo [14], p. 153 = po-grouppoid
secondo [3], p. 319.

12y Cfr. [14], p. 10 (3° capov.), [10], [18] e [11].
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e le seguenti due « regole di distributivita debole a destra » (Dy) e (D,)
(in un gruppoide con ordine G che sia un semireticolo):

(DY) (sup (x1, x2))y=sup (x1y, x2y) %),
(D) (sup (x1, x2))y<sup (xiy, x2y) %).

Invertendo l’ordine dei (due) fattori di ciascuno dei prodotti che
figurano in queste quattro regole (C1), (C2), (Dy), (D2), si ottengono poi
le seguenti quattro analoghe regole « a sinistra »:

(€1 y(sup (x:))=sup (yx:) °©),
(CY) y(sup (x)) <sup (yx:)  ©);
(D) y(sup (x1, x2))Zsup (yx1, yx2) °),
(DY) y(sup (x1, x2))<sup (yx1, yxa) °).

2. Se G ¢ un gruppoide con ordine, chiameremo opposto (molti-
plicativo) di G, e lo denoteremo con

G,

il gruppoide con ordine che ha gli stessi elementi e lo stesso ordine di G,
¢ che ha invece come moltiplicazione la legge di composizione opposta
alla moltiplicazione di G ([7], p. 3), cosicche

(1) xy=yx Vx, yeG,

dove xy ¢ il prodotto di x e di y in G ed yx & il prodotto di y e di x
in G° E chiaro che

(2) (G)=G.

Dalla (1) risulta evidentemente che (v. n. 1):

I. Se in un gruppoide con ordine G vale la (X) (risp. la (X)),
allora in G° vale la (X’) (risp. la (X), (X=C, D, I, C, C,, D\, D
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[se X=C, Ci, C,, si suppone che G sia un semireticolo completo;
se X=D, D:, D,, si suppone che G sia un semireticolo]). // )

Se T & una proposizione sui gruppoidi con ordine, chiameremo sim-
metrica di &, e la denoteremo con 7', la proposizione che si ottiene dalla
7 invertendo P'ordine dei due fattori di ciascuno dei prodotti (di due
elementi di un gruppoide con ordine) che figurano nella . E chiaro che
(')’ =n. Ad esempio, le due condizioni (X) ed (X”), considerate nella
I, sono simmetriche (I’'una dell’altra), (X=C, D, ..., D,).

La I & un caso particolare della seguente II (la quale & pure una
evidente conseguenza della (1)):

II. Se un gruppoide con ordine G soddisfa una condizione w,
allora il suo opposto G° soddisfa la condizione simmetrica w'. //

ITII. Se un teorema < sui gruppoidi con ordine é vero, allora é
vero anche il teorema simmetrico «’.

Prova della III: Se vale I'ipotesi di <’, il quale considerera certi
gruppoidi con ordine G, Ga, ..., allora (v. II) vale lipotesi di © per
gli opposti G°, G2, ..., per i quali (poiché T & vero) vale quindi anche
la tesi di ©; ma allora (v. II e (2)) vale appunto la tesi di ©" per
G, Gz, ... //

3. Ci proponiamo adesso di mettere in luce alcune mutue rela-
zioni esistenti fra le condizioni (C), (C’), ..., (DY) (n. 1), e di illustrare
ulteriormente la situazione con osservazioni ed esempi.

IV. Un gruppoide con ordine G sia un semireticolo. Allora val-
gono le seguenti (3), (3) e (4) ™).

3) (I) equivale (D),
39 (I') equivale (D1,
4) «(I) e (I') » equivale « (D)) e (D\) »,

1) 11 segno // indica la fine (oppure la mancanza) di una dimostrazione.
14) Se A e B sono due asserzioni, A equivale B (= A & equivalente a B)
significa: A implica B ¢ B implica A.
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ciog ®): G & un gruppoide d-ordinato (risp. s-ordinato, risp. ordinato)
se, e solo se, G soddisfa la regola di distributivitd debole a destra (D;)
(risp. la regola di distributivita debole a sinistra (Dy’), risp. le due re-
gole di distributivita debole (D) e (Dy")).

Prova della 1V: Se vale la (I) e se x1, x2, yeG, allora, poiche
sup (x1, x2)=x; (i=1, 2), ne segue (sup (x1, x2))y=x;y (i=1, 2), donde
appunto la (D;). Viceversa, valga la (Dy) e sia a<b (a, beG), ciot sia
sup(a, b)=>b; allora (VceG) : sup (ac, bc)<(sup (a, b))c=bc, donde
(poiché ac<sup (ac, bc)) risulta appunto ac<bc. Dunque vale la (3),
e percid (v. III) vale pure la (3"); da queste segue evidentemente
la (4). //

E ben noto che, se un gruppoide con ordine G & un semireticolo,
allora le due regole di distributivita (D) e (D") implicano (I) e (I’)
([13], p. 129, Prop. 1; cfr. [3], p. 323 e [14], p. 191), mentre
I'implicazione inversa non & vera in generale (cid & provato dall’esem-
pio a p. 129 di [13]). La precedente (4) generalizza dunque il primo
di questi due noti risultati e migliora il secondo.

Analoga alla IV & la seguente V; (in [19] si osserva che, se un
gruppoide ordinato G & un reticolo completo, allora G soddisfa le due
regole (C1) e (Cy")).

V. Un gruppoide con ordine G sia un semireticolo completo. Al-
lora valgono le seguenti (5), (5’) e (6):

(5) (I) equivale (C,),
(5%) (I") equivale (Cy),
(6) « () e (I') » equivale « (Cy) e (CY) ».

Prova della V: E sufficiente (v. III) provare la (5). Poich¢ (C:)
implica (D:), allora appunto (C;) implica (I) in virtt della IV. Viceversa,
se vale la (I) e se x;, yeG (Viel non vuoto), allora, poiché sup (x:)=>x:
Viel, ne segue (sup (x:))y=x:y Viel, donde appunto la (C,). //

15) Commenti analoghi a questo (relativi ad altre formule del tipo delle (3),
(3’) e (4)) verranno nel seguito sottintesi (salvo eccezioni).
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Evidenti (ed immediate) conseguenze delle IV e V sono risp. le due
seguenti VI e VII.

VI. Un gruppoide con ordine G sia un semireticolo. Allora valgono
le seguenti (7), (7') e (8):

(7 (D) equivale « (I) e (D>) »,
(7 (D) equivale «(I') e (D) »,
8) « (D) e (D) » equivale «(I) e (I') e (D) e (D) ». //

VII. Un gruppoide con ordine G sia un semireticolo completo.
Allora valgono le seguenti (9), (9') e (10):

9) (C) equivale « (I) e (C,) »,
9" (C") equivale « (I') e (CY) »,
(10) «(C) e (C") » equivale «(I) e (I') e (C2) e (C)». [/
E pure evidente che le VI e VII implicano risp. le seguenti VIII
e IX.

VIII. Un gruppoide d-ordinato (risp. s-ordinato, risp. ordinato) G
sia un semireticolo. Allora

(11) (D) equivale (D)

(risp.

(11) (D’) equivale (D),

risp.

(12) «(D) e (D) » equivale « (D;) e (D)» ). //

IX. Un gruppoide d-ordinato (risp. s-ordinato, risp. ordinato) G
sia un semireticolo completo. Allora

(13) (C) equivale (Cz)
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(risp.
13" (C") equivale (CY),

risp.

(14) «(C) e (C") » equivale « (Cy) e (C)» ). //

X. Se un gruppoide con ordine G ¢ [in quanto insieme ordinato]
una catena'®) (e quindi & un semireticolo V)), allora in G valgono le
due regole di distributivita debole (D) e (D).

Prova della X: E sufficiente (v. III) provare che in G vale la
(D7). Infatti (®): (sup (x1, X2))y=(max (x1, x2))y=xiy oppure =xy,
max (x1y, x2y)=sup (x1y, x2y), donde appunto la (D). //

XI. Un gruppoide con ordine G sia una catena'). Allora valgono
le seguenti (15), (15") e (16):

(15) (D) equivale (I),
(15%) (D) equivale (I),
(16) « (D) e (D") » equivale « (I) e (I') ».

Prova della XI: E un’immediata conseguenza delle VI e X. //
Osserveremo pure esplicitamente che la seguente XII & una evidente
conseguenza della XI (oppure anche delle VIII e X).

XII. Un gruppoide d-ordinato (risp. s-ordinato, risp. ordinato) G
sia una catena ™). Allora in G vale la regola (D) (risp. vale la regola (D),
risp. valgono le due regole (D) e (D). //

16) Catena = insieme totalmente ordinato ([6], p. 34), (cfr. [3], p. 2, €
[131, p. 3).

17) Si ricordi che ogni catena H & un reticolo (= lattice secondo [3], p. 6
= treillis secondo [13], p. 24), con sup (x1, x2) = max (x1, x2) ed inf (x1, x2)=
min (%, , x,) Vx;, x,€H ([6], p. 35 , 2° capov. e [3], p. 7, 1° capov.).
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XIII. Urn gruppoide con ordine G sia un semireticolo completo.
Allora valgono le seguenti (17) e (17'):

a7 (Dy) equivale (C)),
17 (D) equivale (Cy").

Prova della XIII: Segue immediatamente dalle IV e V. //

4. Se H & un semireticolo 7), & ben noto (v. ad es. [13], p. 21)
che in H esiste sup (1, ..., x.) ([8], p. 10) V famiglia finita (¢ non
vuota) (X1, ..., x») di elementi x;, ..., x.€H (n=>1).

In un gruppoide con ordine G che sia un semireticolo, si possono
percio considerare le seguenti due « regole di distributivita (a destra e
a sinistra risp.) della moltiplicazione rispetto alle unioni finite »:

(F) (Sup (xl 3 eeey xn))y:Sup (le, ey xn}’) 18)9
') y(sup (X1, ..., Xu))=sup (¥x1, ..., yx») ),

ed & noto ([13], p. 130, Rem. 2) che valgono le due seguenti (18) e
(18’) (v. n. 1):

(18) (D) equivale (F),
(18" (D’) equivale (F').

Qui consideriamo anche (cfr. n. 1) le seguenti quattro corrispon-
denti « regole di distributivita debole » (in un gruppoide con ordine G
che sia un semireticolo):

(F) (sup (%1, vy Xn))yZsup (X1y, vy Xuy) *),
(F2) (sup (X1, ooy X))Y<SUP (X1, ooy X)) %);
(F\) Y(sup (¥1 , wy Xn))ZSUP (VX1 , -y YXa) ),
(FY) Y(SUP (X1 5 vey X)) SSUP (VX1 5 ooy YXn) 5),

8) Vn intero =1 ¢ Vxi, .., X., YEG
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ed osserviamo anzitutto che le due regole (X) ed (X)) (X=F, F, F)
sono simmetriche (I’'una dell’altra, v. n. 2).

X1V. Un gruppoide con ordine G sia un semireticolo. Allora val-
gono le seguenti (19) e (19’) (v. n. 1):

(19) (D;) equivale (F;) (i=1, 2),
(19) (D/) equivale (F/) (i=1, 2).

Prova della XIV: E sufficiente (v. III) provare le (19), e percid
basta evidentemente provare che (D;) implica (F;) (i=1, 2). Infatti, se
vale la (D)), allora (v. (3)) vale la (I), dalla quale segue appunto (con
lo stesso ragionamento fatto nella seconda parte della prova della V)
la (F1). Se invece vale la (D) (ciog se vale la (F2) per n=2), la validita
della (F;) si dimostra facilmente per induzione su n. //

XV. Un gruppoide con ordine G sia finito [in quanto insieme]

e sia inoltre un semireticolo (quindi G & un semireticolo completo).
Allora valgono le seguenti (20), (20), (21) e (21") (v. n. 1):

(20) (D) equivale (Cy),
(20" (DY) equivale (C),
2n (D) equivale (C),
219 (D) equivale (C’).

Prova della XV: Poicheé la (21) & (in virtlt della (17)) una evidente
conseguenza della (20), ¢ sufficiente (v. III) provare la (20), la quale
segue infatti facilmente dalla 2* delle (19) (i=2). //

5. Esempio 1. G sia l'insieme dei numeri interi =0 con la mol-
tiplicazione e con l'ordine usuali. G & un gruppoide ordinato commuta-
tivo [cioé con la moltiplicazione commutativa] ed & una catena, ma
non & un semireticolo completo.

EseMPIiO 2. G sia il gruppoide ordinato che si ottiene da quello
dell’Esempio 1 aggiungendovi un ulteriore elemento oo tale che risulti
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x< oo Vx€G ed xoo=ocox=o0 VxeG (fermi restando la moltiplica-
zione e l'ordine preesistenti; cfr. [13], p. 133, 3° e 4° capov.). G ¢
commutativo, & una catena ed & un semireticolo completo. Se (x;) (iel)
¢ una famiglia (non vuota) di x;€ G con x;5 o Vi€l e con sup (x;))= oo,
e se y=0, in G si ha

(22) oo =(sup (x;))y>sup (xiy)=0;

quindi in G non vale la (C) e non vale la (Cy) (cfr. IX). Invece (poiche
in G vale la (I)), in G vale la (Cy) (per la V) e vale la (D) (per la XI).

Il precedente Esempio 2 prova che la X non si estende alle unioni
infinite (non vale la (C)); esso & interessante anche a proposito del-
la XIII.

Esempio 3. Il gruppoide con ordine G sia I'insieme (di quattro
elementi) {a, b, ¢, d} con l'ordine e con la moltiplicazione risp. cosi
definiti ¥):

ob ¢ b ¢ d
a a a b c b
(23) bl b d d d
¢ cl ¢ d d d
b d| » d 4 d.

G & commutativo, & una catena ed & un semireticolo completo, ma non
¢ un gruppoide ordinato (ciogé non vale la (I)). Ne segue (v. IV e V)
che in G non vale né la (D) n& la (C)) (e quindi n& la (D) né la (C)).
Invece in G vale la (D,) (per la X) e vale la (Cz) (per la XV).

Si & visto (v. (9)) che le due condizioni (I) e (C.) sono necessarie e
sufficienti per la validita della (C) (in un gruppoide con ordine G che

19) Le interpretazioni del « diagramma» (23); e della «tabella» (23)2 sono
quelle usuali (v. ad es. [3], p. 4 e [16], p. 17).



Distributivita rispetto all’'unione e residuazione nei gruppoidi, ecc. 351

sia un semireticolo completo). I precedenti Esempi 2 e 3 provano che
queste due condizioni (I) e (Cz) sono indipendenti, e provano pure (cfr.
(5)) che (C)) e (C>) sono indipendenti.

Analogamente (v. (7)), le due condizioni (I) e (D;) sono indipen-
denti (per un gruppoide con ordine G che sia un semireticolo): cid &
provato dall’Esempio 3 e dall’Exemple a p. 129 di [13] (in cui vale
la (I) ma non vale la (D;)); quindi (v. (3)) anche (D) e (D) sono indi-
pendenti.

Esistono anche gruppoidi con ordine G che sono semireticoli com-
pleti (risp. semireticoli) ed in cui non vale né la (Ci) né la (Cy) (risp.
n¢ la (Dy) n¢ la (D2)): uno di questi & il G del successivo Esempio 4
(n. 8).

6. Le due importanti operazioni parziali®) di residuazione (a de-
stra e a sinistra) tra elementi di un gruppoide ordinato, e diverse que-
stioni con esse collegate, sono state oggetto di numerosi studi (anche
molto recenti) da parte di vari Autori (v. ad es. [3], Chap. XIV; [13],
Chap. II; [12]; [14], Chap. XII; [15], Kap. XII; e i lavori ivi citati).

Anche qui ci occuperemo adesso di queste due operazioni parziali,
e precisamente in relazione alle regole (C), (C'), ..., (D.') considerate
nel n. 1. Cercheremo, ogni volta, di porre le questioni trattate nel loro
ambiente naturale di massima possibile generalita; cosi considereremo
(poiché cid & evidentemente lecito) le due suddette operazioni parziali
di residuazione tra elementi di un gruppoide con ordine (invece che tra
elementi di un gruppoide ordinato, come ¢& fatto in tutte le opere sopra
citate).

Premettiamo la seguente definizione (24) (cfr. [14], p. 2). Se c &
un elemento di un insieme ordinato G, denoteremo con L(c) il sotto-
insieme di G cosi definito 2):

(24) L(c)={xeG; x<c}.
2) QOperazione parziale [binaria] = legge di composizione interna (v. [7],
p. 1.

21) In generale, se c(x) denota una condizione relativa all’elemento x di un
insieme E, col simbolo {x € E; c(x)} denotiamo linsieme di tutti gli elementi x
di E soddisfacenti la condizione c(x).
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L(c) & dunque linsieme dei minoranti (= lower bounds) di ¢ in G,
(cfr. [6], p. 36 ¢ [14], p. 2).

Siano a, b due elementi di un gruppoide con ordine G. La coppia
[ordinata] (a, b) (eG X G) determina due sottoinsiemi di G, che deno-
teremo con [a: b] e con [a::b] (cfr. [15], p. 253 e [1]), risp. cosi
definiti:

(25) [a:b]={xeG; xb<a]},
25" [a::b]={x€eG; bx<al.

Se valgono le due seguenti (26) 2):

(26) [a:b]=0, dmax [a:b]
(risp. le due seguenti (26°):

(26" [a::b]=0, Hdmax [a:: b] ),

allora chiameremo max [a : b] (risp. max [a :: b]) il residuale destro®)
(risp. sinistro) di a per b, e lo denoteremo con a: b (risp. a :: b), ciog

porremo %)

(27) a:b=max[a:b]
(tisp.

27) a::b=max[a::b] ).

Se G & commutativo [in quanto gruppoide], allora [a: b]=[a :: b]
Va, beG; quindi, se a : b esiste ®), si ha a: b=a:: b; questo elemento

2) @ denota l'insieme vuoto. H significa: esiste. In generale, se A & un sot-
toinsieme non vuoto di un insieme ordinato G, col simbolo max A denotiamo
il pit grande elemento (= il massimo) di A [se questo massimo esiste] ([6],
p. 35, 1° capov.).

2) Alcuni Autori preferiscono dire « sinistro» (v. ad es. [13], p. 152).

%) A parte le diverse ipotesi qui fatte su G, le due definizioni (27) e (27%)
coincidono con quelle date in [2], p. 201.

%) Se a, b sono elementi di un gruppoide con ordine G, dicendo che a: b
(risp. a:: b) esiste, intendiamo naturalmente dire che valgono le due (26) (risp.
le due (26)).
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(di G) verra chiamato semplicemente il residuale di a per b (cfr. [13],
p. 152).

E chiaro che, per ottenere la simmetrica " (n. 2) di una proposi-
zione w sui gruppoidi con ordine nella quale si parli degli insiemi (25),
(25”) o degli elementi (27), (27’), si dovranno sostituire

[a:b6], [a::b],a:b,a::b
risp. con
[a::b], [a:b],a::b, a:b.

E pure chiaro che, se G & un gruppoide con ordine, si ha [a: b]=
[a:: b] Va, beG, dove uno (qualsiasi) dei due membri di questa egua-
glianza si intende costruito in G e l’altro invece in G° (n. 2). Percid
a: b (risp. a :: b) in G, se esiste, coincide con a:: b (risp. a: b) in G°.

La seguente XVI & una evidente conseguenza delle precedenti de-
finizioni.

XVI. Siano a, b due elementi di un gruppoide con ordine G.
Allora valgono le seguenti (28) e (28") (ceG):

(28) c=a:b equivale ce[a:b]cL(c),
(28" c=a:: b equivale cela:: b]cL(c). //

XVIIL. Siano a, b due elementi di un gruppoide d-ordinato (risp.
s-ordinato) G. Allora (ceG):

(29) c=a: b equivale [a:b]=L(c)
(risp.
(29" c=a:: b equivale [a:: b]=L(c) ).

Quindi a: b (risp. a:: b), se esiste, & l'unico elemento di G soddisfa-
cente la seguente (30):

(30) xb<a equivale x<a:b %)
%) Vx€G.

23
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(risp. la seguente (30'):
(30" bx<a equivale x<a::b %)).

Prova della XVII: Basta evidentemente provare le (29) e (29%),
e a tal fine & sufficiente (v. III) provare la sola (29). Infatti, che
[a: b]l=L(c) implichi c=a: b, risulta dalla (28). Viceversa, se c=a : b,
si ha intanto [a : b]c L(c) e cb<a (per la (28)); inoltre (xeG), da x<c¢
segue (per lipotesi (I)) : xb<\cb, da cui (poiché¢ cb<a): xb<a, quindi
Le)cla:b]. //

Si osservi che, nella (28), il segno < non pud essere sostituito
dal segno = (cfr. (29)). Ossia pud accadere che a:b esista in un
gruppoide con ordine G non soddisfacente la (I) (per certi a, beG)
e che si abbia ([16], p. 2):

[a:blcL(a:b).

Cid infatti accade nel G dell’Esempio 3, in cui si ha [a:a]l={a, c},
quindi ¢:a=a, L(a:a)={a, ¢, d}. Nei riguardi della (28"), vale 1’os-
servazione simmetrica (n. 2).

In virtl della XVII, la definizione di a: b (risp. a :: b) qui accet-
tata & equivalente a quella data a p. 189 di [14] in un gruppoide

d-ordinato (risp. s-ordinato); non lo & invece necessariamente (in virtl
della precedente osservazione) in un gruppoide con ordine.

7. Poiche le tre classi di gruppoidi con ordine (soddisfacenti la
(S), oppure la (S’), oppure le (S) e (S")) che ora prendiamo in conside-
razione ricorreranno continuamente nel seguito, introduciamo (per co-
moditd espositiva) le seguenti tre corrispondenti definizioni (v. n. 6).
Se G & un gruppoide con ordine, dicendo che G & semiresiduato 7)

2T) Da mon confondere con « quasiresiduato ». Notoriamente (v. ad es. [15],
p. 253, e [1]), un gruppoide ordinato G dicesi quasiresiduato a destra (risp. a
sinistra) se [a: b] (risp. [a:: b]) =+ @ Va, bEG; G dicesi invece quasiresiduato
se & quasiresiduato a destra e a sinistra. Intenderemo valide queste tre definizioni
anche se G & un gruppoide con ordine.
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a destra (risp. a sinistra), intenderemo dire che vale la seguente (S):
(S) [a:b]=0 implica Ha: b %)
(risp. la seguente (S’):
S [a::b]=Q implica Ha:: b 2%));

dicendo invece che G & semiresiduato, intenderemo dire che valgono
entrambe le (S) e (S).

Estendiamo inoltre dai gruppoidi ordinati ai gruppoidi con ordine
le tre seguenti, ben note, definizioni (cfr. [2], p. 201; [13], p. 152;
[4D.

Se G & un gruppoide con ordine, dicendo che G & residuato a de-
stra®) (risp. a sinistra), intenderemo dire che vale la seguente (R)®):

(R) Hda:b Va, beG
(risp. la seguente (R’):
(R") Ha:: b Va, beG);

dicendo invece che G & residuato, intenderemo dire che valgono en-
trambe le (R) e (R))?®).

E chiaro (v. n. 6)) che, se un gruppoide con ordine G & commuta-
tivo, allora la condizione (S) coincide con la (S), e la (R) coincide con
la (R").

Si osservi che le due condizioni (X) ed (X’) (X=S, R) sono sim-
metriche (I'una dell’altra, v. n. 2). Ne segue (per la II):

XVIII. Se in un gruppoide con ordine G vale la (X) (risp. la
(X)), allora nel suo opposto G° vale la (X’) (risp. la (X)), (X=S, R). //

%) Va, bEG.

) E chiaro che: Un gruppoide con ordine G ¢ residuato a destra (risp. a
sinistra) se, e solo se, G & contemporaneamente quasiresiduato a destra (risp. a
sinistra).
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XIX. Se un gruppoide con ordine G & semiresiduato a destra
(risp. a sinistra), allora

(31) xb<a implica «da:b e x<a:b» ¥

(risp.

31 bx<a implica «Hda::b e x<a::b» ).

Quindi

(32) d(xb): b Vb, xeG
(risp.

(32) d(bx) :: b Vb, xeG).

Prova della XIX: E sufficiente (v. III) provare le (31) e (32).
Se a, b, x(eG) son tali che xb<a, allora xe[a: b], quindi [a: b]=0,
donde appunto (per l'ipotesi (S)) I’esistenza di a: b(=max [a: b]) e
percid appunto x<a:b. Dalla (31) segue poi subito (assumendovi
a=xb) la (32). //

XX. Se un gruppoide d-ordinato (risp. s-ordinato) G é semiresi-
duato a destra (risp. a sinistra), allora

(33) xb<a equivale «da:b e x<a:b» ¥)
(risp.
(33" bx<a equivale «da::b e x<a::b» %))

Prova della XX: Segue immediatamente dalla XIX e dalla XVII
(v. (30) e (30). //

XXI. Un gruppoide con ordine G sia finito e sia una catena. Al-
lora G ¢ semiresiduato.

) Vg, b, x€G.
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Prova della XXI: Basta ricordare che ogni sottinsieme finito e non
vuoto di una catena possiede un massimo. //

Se G & un gruppoide con ordine, valgono?®) le seguenti (34) e
(34'):

(34) (R) implica (S),

(34") (R’) implica (S"),

mentre non valgono (in generale) le due implicazioni inverse.

Esistono infatti (come vedremo nel n. 10) molti gruppoidi con or-
dine G soddisfacenti la (S) (risp. (S”)) ma non la (R) (risp. (R")). Uno
di questi ¢ il G (commutativo) dell’Esempio. 3, che & appunto semiresi-
duato (per la XXI) ma non residuato (poiché [d : a]=0).

Percio la condizione (S) (risp. (S’)) & una naturale generalizzazione
della (R) (risp. (R").

Il gruppoide con ordine G (commutativo) dell’Esempio 2 non & se-
miresiduato (poiche [1: 0], che coincide con G—{ o} e quindi non &
vuoto, non possiede massimo).

8. Fra le condizioni (S), () (n. 7) e le condizioni considerate
nel n. 1 esistono, come ora vedremo, alcune interessanti relazioni.

XXII. Un gruppoide con ordine G sia un semireticolo completo.
Allora valgono le seguenti (35) e (35°):

(35) (Cy) implica (S),
(35) (CY) implica (S').
Prova della XXII: E sufficiente (v. III) provare la (35). Infatti, se

vale la (C;) e se a, b sono due elementi di G tali che [a: b]=@, allora,
posto I=[a: b] ed xi=i Viel (cosicché¢ (x;) (iel) & una famiglia non

3) [3], p. 6.
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vuota di elementi x; di G tale che sup (x;))=sup [a: b] %)), si ha
(36) sup (x:)e[a: b],

e quindi appunto esiste a:b (=max [a:b]). Invero (sup (x))b<
<sup (x;b) (per la (C2)), sup (x:ib)<a (poiche x;€[a:b] Viel), donde
appunto la (36). //

Poiché esistono gruppoidi con ordine G che sono semireticoli com-
pleti e che soddisfano « (Cz) e (C2") » ma non (C) n& (C") (uno di questi
¢ il G dell’Esempio 3), la XXII & una generalizzazione del Théoréme 4
a p. 158 di [13]®), il quale a sua volta generalizza (dai reticoli com-
pleti ai semireticoli completi) il Theorem 5 a p. 327 di .[3]®).

Non valgono, in generale, le implicazioni inverse della (35) e della
(35"): Se un gruppoide con ordine G & un semireticolo completo, al-
lora (in generale):

(37) (S) non implica (Cy),
(37") (S”) non implica (C,"),
anzi:

(38) (R) non implica (D),
(38" (R’) non implica (D).

La validita delle (38), (38") (e quindi delle (37), (37"), che ne sono
una evidente conseguenza) & provata infatti risp. dall’esistenza del G
del seguente Esempio 4 e del suo opposto G° (v.(2), I, XVIII).

Esempio 4. 11 gruppoide con ordine G sia linsieme (di quattro
elementi) {a, b, ¢, d} con l'ordine e con la moltiplicazione risp. cosi

32) Questo Théoréme 4 (che & una evidente conseguenza della XXII: cfr. (10))
afferma che: Se un gruppoide con ordine G & un semireticolo completo e soddisfa
«(C) e (C’) », allora G soddisfa « (S) e (S’) ».

33) La 22 parte di questo Theorem 5 coincide (v (10) e I'ult. capov. del n. 6)
col risultato (e¢) a p. 192 di [14].
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definiti:

d
I a a a a a
c
/\ b b b a b
ao/ o b c c c b c
d d d a d.

G & un semireticolo completo ed & residuato a destra (cio¢ vale la (R),
come facilmente si verifica). Poiche ):

(39) (sxip (a, b))c || sup (ac, be)

(invero, i due membri della (39) sono risp. b ed a), in G non vale la
(D,) né la (D1), e quindi non vale la (C;) n& la (Ci). Ne segue (v. (3)
oppure (5)) che in G non vale la (I).

XXIII. Se un gruppoide ordinato a destra (risp. a sinistra) G ¢
semiresiduato a destra (risp. a sinistra) e se in G esiste sup (x;) per una
certa famiglia non vuota (x;Wi€l) di x;€G, allora in G esiste pure
sup (x;y) (risp. sup (yx:)) VyeG e si ha

(40) (sup (x:))y =sup (x:y)
(risp.
(40" y(sup (x:))=sup (yx:) ).

Prova della XXIII: E sufficiente (v. III) provare la 1* parte (« a
destra »). Infatti (VyeG), x;<sup(x;) Viel implica intanto (per ’ipo-
tesi (I)): x;y<<(sup (x:))y Viel. Inoltre, se un a€G ¢ tale che x;y<a

34) Se x, y sono due elementi di un insieme ordinato, x || y significa che x ed y
sono inconfrontabili (= incomparable secondo [3], p. 2), cioé che non & x<y né
x=y, (cfr. [14], p. 1).



360 Domenico Boccioni

Viel, ne segue (per la (33), poiché I2Q) che esiste a:y e che x;<a:y
Viel, donde sup (x;))<a:y, da cui (per la (33)): (sup (x:;))y<a. Quindi
appunto sup (x:y) esiste e vale la (40). //

Poiché (come vedremo nel n. 10) esistono gruppoidi con ordine G
che soddisfano « (I) e (S) » ma non (I’) né (R), la 1* parte della XXIII
¢ una generalizzazione (dai gruppoidi ordinati residuati a destra ai grup-
poidi d-ordinati semiresiduati a destra) del Lemma A a p. 190 di [14]
(o a p. 252 di [15]), (si ricordi ’ult. capov. del n. 6).

TEOREMA 1. Un gruppoide con ordine G sia un semireticolo com-
pleto. Allora valgono le seguenti (41), (41') e (42):

41 (C) equivale « (I) e (8S) »,
41" (C") equivale « (I') e (S') »,
(42) «(C) e (C") » equivale «(I) e (I') e (S) e (S) »;

dunque, in particolare (v. (42)): Affinché¢ in G la moltiplicazione sia
completamente distributiva rispetto all’unione, & necessario e sufficiente
che G sia un gruppoide ordinato semiresiduato.

Prova del Teorema 1: E un’immediata conseguenza delle VII, XXII
e XXIII. //

Qualche osservazione sulla (42): La necessita delle quattro condi-
zioni (I), (I'), (S), (S8") per la validita di «(C) e (C’) » (ciog la 12
parte della (42)) & gia nota (v. il 4° capov. del n. 3 e la ®)). La suffi-
cienza di tali condizioni (cioé¢ la 2* parte della (42)) & invece un risul-
tato nuovo. Questo risultato & stato molto utile, nel corso di un’altra
ricerca (v. [5]), per provare indirettamente la validita di « (C) e (C") »
in un particolare G (semiresiduato ma non residuato) in cui la verifica
diretta di « (C) e (C") » presentava forti difficolta. La 2* parte della (42)
generalizza (dai gruppoidi ordinati residuati a quelli semiresiduati) la
22 parte della (d) a p. 191 di [14] (=(e) a p. 256 di [15]; cfr. pure
[19]), (si ricordi 1'ult. capov. del n. 6).

Un’evidente conseguenza del Teorema 1 & il seguente Corollario 1.
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CoroLLARIO 1. Urn gruppoide d-ordinato (risp. s-ordinato, risp.
ordinato) G sia un semireticolo completo. Allora

(43) (C) equivale (S)

(risp.

(43" (C") equivale (S"),

risp.

(44) « (C) e (C) » equivale «(S) e (§)» );

dunque, in particolare (v. (44)): In un gruppoide ordinato G che sia

un semireticolato completo, la moltiplicazione ¢ completamente distri-
butiva rispetto all’unione se, e soltanto se, G & semiresiduato. //

XXIV. Un gruppoide con ordine G sia un semireticolo. Allora
valgono le seguenti (45), (45") e (46):

(45) «(I) e (S)» implica (D),
45" « (") e () » implica (D),
(46) «) e (I e (S) e (S)» implica « (D) e (D) ».

Prova della XXIV: E un’immediata conseguenza della XXIII. //

A differenza del Teorema 1, nessuna delle tre implicazioni (45),
(45") (46) & (in generale) invertibile: cid & provato dall’Esempio 2, nel
cui G (commutativo) vale appunto la (D) ma non la (S) (v. n. 7, pe-
nult. capov.). La (46) generalizza (dai gruppoidi ordinati residuati a
quelli semiresiduati) la 1* parte della (d) a p. 191 di [14].

9. Chiameremo prodotto (cartesiano) di due gruppoidi con ordine
G: e G2, e lo denoteremo con

G X Gz,

35) Che sia tale, & evidente (cfr. [13], p. 15, 1° capov.).
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il gruppoide con ordine cosi definito: Gi X G, & 'insieme prodotto dei
due insiemi G, ¢ G: ([6], p. 14) munito della moltiplicazione e del-
Pordine ¥®) risp. cosi definiti (Va;, b:€G;; i=1, 2)¥):

47) (a1, @)(by, bs)=(aib1, a:b,),

(48) (a1, &)<(b1, b)) sse a;<by e ;< b,

(cfr. [8], p. 8, ult. capov.).
E chiaro che (v. n. 2):

(49) (G X G)’=G X G.

E pure chiaro che la precedente definizione di G; X G, coincide con
la sua simmetrica (n. 2).

Se, nel 1° capoverso di questo n. 9, si pensano G, G2 e G X G2
soltanto come insiemi ordinati, allora I’insieme ordinato Gi X G2 & (se-
condo [9], p. 8) il prodotto (cartesiano) dei due insiemi ordinati G,
€ Gz 37).

Ricordiamo che (cfr. [13], p. 53, Prop. 7): Il prodotto Gi X G:
di due insiemi ordinati G; e G, € un semireticolo completo se, e solo
se, G1 e G, sono entrambi semireticoli completi.

Ricordiamo pure che (come facilmente si verifica): Se G; e G, sono
due insiemi ordinati contenenti, ciascuno, pilt di un elemento, allora il
loro prodotto G; X G, non € una catena.

Senza difficolta si dimostra che valgono le due seguenti proposi-
zioni XXV e XXVI.

XXV. Il prodotto G X G, di due gruppoidi con ordine G e G
¢ un gruppoide d-ordinato (risp. s-ordinato, risp. ordinato) se, e solo se,
Gi e G, sono entrambi gruppoidi d-ordinati (risp. s-ordinati, risp. or-
dinati). //

%) sse = se e solo se.
37) L’insieme ordinato Gi1 X Gz dicesi anche il prodotto cardinale dei due
insiemi ordinati G; e Gz (cfr. [3], p. 8; [13], p. 15).
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XXVI. Siano Gi e G, due gruppoidi con ordine, e siano (a1, a)
e (b, by) due qualsiasi elementi del loro prodotto G X G,. Allora
il residuale destro

(@, @): (b1, b)
(risp. il residuale sinistro
(@1, @) ::(bt, b)) )
esiste se, e solo se, esistono entrambi i residuali destri
a b, @b
(risp. i residuali sinistri
a:: b, @by )

e, nel caso di esistenza, si ha

(50) (@, @): (b1, b)=(a: b1, a:: b))
(risp.
(50') (al, az)::(bl, bz):(01::b1, az::bz) ) //

XXVII. 1I prodotto G X G, di due gruppoidi con ordine G, e G,
& residuato a destra (risp. residuato a sinistra, risp. residuato) se, e
solo se, Gy e G: sono entrambi residuati a destra (risp. residuati a sini-
stra, risp. residuati).

Prova della XXVII: E una evidente conseguenza della XXVI. //

TEOREMA 2. Il prodotto Gy X G, di due gruppoidi con ordine
G e G, é semiresiduato a destra (risp. semiresiduato a sinistra, risp.
semiresiduato) se, e solo se, G; ¢ G, sono entrambi semiresiduati a de-
stra (risp. semiresiduati a sinistra, risp. semiresiduati).

Prova del Teorema 2: E sufficiente (si veda la III ricordando il
2° capov. di questo n. 9) provare la 1* parte (« a destra »). Supponiamo
che G; X G, sia semiresiduato a destra. Allora (per la (32)) esistono
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(a1, c), (di, d2)€G;) X G, tali che
H(er, ¢2): (dy, da)
e percid (per la XXVI) esistono ¢1, di€Gy e ¢z, d,€G, tali risp. che
dey : dy, de;: ds,
quindi %) tali risp. che
(51) [er: di]=0O, [c:: da]=D.
Ebbene, se (per certi a1, bi€ Gy):
(52) [a:: 1120,
dalle (52) e (51); segue evidentemente (v. (47) e (48)) che
[(@, c): (b1, d2)]=0,
quindi (poiché¢ Gi X G & semiresiduato a destra):

Har, ) : (b1, do)
e percid (per la XXVI):
(53) Hay : by,

dunque (52) implica (53), ossia G; & appunto semiresiduato a destra;
se invece (per certi a2, b.€Gy) : [a2: b1, ne risulta analogamente
(sfruttando adesso la (51);) che Ha,: b,, dunque G, & appunto semire-
siduato a destra. Viceversa, supponiamo ora che G; e G: siano entrambi
semiresiduati a destra, e che (per certi (a1, a2), (b1, b2)eG1 X G;) sia

(54) [(dl s az) H (b1 s bz)]#@
Dalla (54) segue allora (v. (47) ¢ (48)):

[ai: 6110, [a:: b,]=OD
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e da queste (per l'ipotesi iniziale) segue risp. che
Hd1:b1, Haz:bz,
dalle quali (per la XXVI) risulta che
d(a1, a2): (b1, by).
Dunque G; X G; & appunto semiresiduato a destra. //

10. Esempio 5. Sia G un insieme qualsiasi, contenente pitt di
un elemento. Sia < una relazione d’ordine in G tale che ogni sottinsie-
me non vuoto di G abbia un massimo *¥). Pensiamo G come gruppoide
con ordine rispetto a questa relazione < (quindi G & una catena) e
rispetto alla moltiplicazione {(associativa e non commutativa) cosi de-
finita:

(55) xy=y Vx, yeG.

E chiaro che G & un semireticolo completo, e che in G valgono le quat-
tro regole (v. nn. 1 e 7):

(56) I, (8, (8), ().
G non & residuato, poiché¢ in G vale la (R) (a:: b=a Va, beG) ma

non la (R) (Ha: b sse b<a); (cfr. [13], p. 158, 5° capov.).
Dicendo che un gruppoide con ordine G ¢ di tipo

(57) @, s, s, i),

dove ciascuno degli elementi i, s’, s, i di questa quaterna [ordinata] ¢
uguale al numero O oppure al numero 1, intendiamo dire che: in

3) Una tale relazione < esiste certo (in virtt del teorema di Zermelo: [9],
p. 44), poiche essa & l'opposta ([9], p. 1, cfr. [3], p. 3) di una relazione di buon
ordine ([91, p. 37).
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vale la (I’) (risp. (S"), risp. (S), risp. (I)) se e solo se i’=1 (risp. s'=1,
risp. s=1, risp. i=1).

Cosi il G dell’Esempio 5 & di tipo (1, 1, 1, 1). Invece, come si &
gid osservato (v. nn. 5 ¢ 7), i due G degli Esempi 2 ¢ 3 sono risp.
di tipo (1, 0, 0, 1) e (0, 1, 1, 0).

XXVIII. Se un gruppoide con ordine G é di tipo (i, s, s, i),
allora il suo opposto G® (n.2) ¢ di tipo (i, s, s, i’).

Prova della XXVIII: Segue facilmente dalle I e XVIII (si ricordi
la (2)). //

XXIX. Se due gruppoidi con ordine G, e G, sono risp. di tipo
(i1, 1, s1, i) e (2, s2, 82, i2), allora il loro prodotto Gi X G, &
di tipo¥)

(58) (i’li'z N S'ls,z s S182, lllz)

Prova della XXIX: E una evidente conseguenza della XXV e del
Teorema 2. //

Consideriamo adesso un insieme di tre elementi {a, b, c}, e le dieci
moltiplicazioni in esso definite dalle seguenti tabelle 6, 7, ..., 15:

6 | a b ¢ 7 | a b ¢ 8 | a b c

a a a a a b a b a a
b c a b a a b b a a a
c c ¢ b c c a b c b b b

a a b a a a ¢ a a a c¢
b b ¢ ¢ b c ¢ ¢ b a a c
c c ¢ ¢ c b b ¢ c a ¢ ¢

) 1 quattro elementi della quaterna (58) sono ordinari prodotti di numeri
interi.
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12 a b ¢ 13 a b ¢
a a ¢ a a a b a
b c ¢ ¢ b b ¢ ¢
c b ¢ b c c ¢

14 a b c 15 a b c
a a a ¢ a a ¢ ¢
b b ¢ ¢ b b ¢

c c ¢ ¢ c c ¢ ¢

EsempiO r (r=6, 7, ..., 15). 1l gruppoide con ordine G sia I’insie-

me finito

(59)

{a, b, ¢, ur, Uz, ..., Un_3}

di n elementi (n qualsiasi =3) *) con l'ordine definito dal seguente dia-

gramma:

(60)

Un-3

Un—a

a® °p

e con la moltiplicazione definita congiuntamente dalla precedente ta-

40) Se n =3, l'insieme (59) & l'insieme {a, b, c}.
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bella r e (se n>3) dalle seguenti (61):
(61) UiX=XUi=Un_3 VXEG (i=1, 2, ..., n—3);

(r=6, 7, ..., 15). G, secondo che r=6, 7, ..., 15, & (come facilmente si
verifica) risp. di tipo (0, O, 0, 0), (0, O, O, 1), (0, 1, 0, 0), (0, O, 1, 1),
(1, 0,1, 0), (1, 0,0, 1), (0, 1, 1, 0), (0, 1, 1, 1), (1, 0, 1, 1),
(1, 1, 1, 1). Inoltre, qualunque sia r, G non & residuato a destra n¢ a
sinistra, ed € un semireticolo completo.

Esempio s (s=16, 17, ..., 21). G, secondo che s=16, 17, ..., 21,
sia risp. lopposto (n. 2) del gruppoide con ordine dell’Esempio 7,
8, 9, 10, 13, 14. G, secondo che s=16, 17, .., 21, & quin-
di (v. XXVIII) risp. di tipo (1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (1, 1, 0, 0),
0,1,0,1,(@1,1,1,0), (1, 1, 0, 1). Inoltre, qualunque sia s, G non &
residuato a destra né a sinistra (v. (2) e XVIII), ed & un semireticolo
completo (avente il diagramma (60)).

Gli Esempi r ed s provano che esistono gruppoidi con ordine di
ogni tipo.

TEOREMA 3. Denotiamo con C [l'insieme costituito dalle quattro
condizioni (56):

C={I), (8", (5), (D}.

Se E e un insieme qualsiasi contenente almeno tre elementi (distinti),
e se 8, B sono due sottoinsiemi qualsiasi di C tali che valgano le due
seguenti (62):

(62) C=auB, dnB=0,

esiste sempre un gruppoide con ordine G avente le seguenti cinque
proprieta: 1) G é equipotente ad E*), 2) G é un semireticolo completo,
3) G soddisfa tutte le condizioni appartenenti ad &, 4) G non soddisfa
alcuna delle condizioni appartenenti a B, 5) G non é residuato a destra
né a sinistra.

4) Dicendo che un insieme A & equipotente ad un insieme B, intendiamo dire
che esiste una biiezione di A su B (cfr. [9], p. 54).
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Prova del Teorema 3: Se E ¢ finito, il Teor. 3 & provato dai pre-
cedenti Esempi r ed s. Supponiamo percid che E sia infinito. Per un
gruppoide con ordine, avere le due proprietd 3) e 4) equivale ad essere
di un certo tipo (i, ', s, i), univocamente determinato da & e &B. Sia
G il prodotto (n. 9) del gruppoide con ordine dell’Esempio 5 (di tipo
(1, 1, 1, 1)), supposto equipotente ad E, e del gruppoide con ordine
(finito) dell’Esempio q(6<q<21), di tipo (i’, s", s, i). Poiché il pro-
dotto A X B di un insieme infinito A per un insieme finito € non vuoto
B ¢ equipotente ad A (v. ad es. [17], p. 153, Cor. 1), G ha appunto
la proprieta 1). Inoltre G ha appunto la proprieta 2) (per l’osservazio-
ne fatta nel 4° capoverso del n. 9), le proprieta 3) e 4) (per la XXIX),
e la proprietd 5) (per la XXVII). //

Si ¢ visto (n. 8, Teorema 1) che le quattro condizioni (56) sono
necessarie e sufficienti per la completa distributivita della moltiplica-
zione rispetto all’'unione (in un gruppoide con ordine G che sia un
semireticolo completo). Il Teorema 3 prova, in particolare, che queste
quattro condizioni (56) sono del tutto indipendenti fra loro.
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