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SIMMETRIZZAZIONI DI UNA CATEGORIA

FraNco PaArobpI *)

PArTE III

ESTENSIONE DI FUNTORI ALLE CATEGORIE SIMMETRIZZATE

Introduzione.

In questa parte III del lavoro!) si affronta il problema di estendere
un funtore fra due date categorie alle categorie simmetrizzate.

Si perviene ad un teorema (3.1) di unicitad del funtore esteso, e ad
una condizione necessaria e sufficiente di estendibilita (3.2) da cui si
deduce immediatamente una condizione solo sufficiente (3.3) assai pil
maneggevole.

Questi risultati sono enunciati per comodita nelle varie versioni
duali.

Infine si fanno alcune applicazioni ed esempi; si analizza qua-
le delle condizioni di estendibilita verificano i funtori: Map (K, —),
Map(—, K), Somma diretta, Prodotto diretto, Kx , KX , Parti e Partizioni.

Si conclude costruendo dal funtore Parti nella categoria degli insie-
mi, covariante ., e controvariante [P*, un funtore Parti dalla categoria

*) Indirizzo dell’A.: Istituto di Matematica, Universita di Genova, Via L. B.
Alberti 4, 16132 Genova.

Lavoro eseguito nell’ambito dei programmi di ricerca matematica del C.N.R.
(Contratto di ricerca n. 13).

1) La Parte I e la Parte II di questo lavoro sono pubblicate sui Rendiconti del
Seminario Matematico dell’Universita di Padova, volume XLIV, pagg. 185-262.
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delle corrispondenze alla categoria degli insiemi si esegue la costruzione
duale per il funtore Partizioni®, e@" ottenendo un funtore Partizioni
dalla categoria dei trasduttori alla categoria degli insiemi.

Queste ultime costruzioni, anche se non si presentano come esten-
sioni di funtori nel senso trattato in precedenza, sono parse tuttavia inte-
ressanti poiché completano lo studio dei funtori « Parti » e « Partizioni »,
rilevandone anche il comportamento non duale per quanto riguarda pro-
prieta di aggiunzione.

Siano @ e @ categorie soddisfacenti le condizioni 2.i) 2.ii) 2.iii)
2.iv) 2 in modo che sia possibile applicare ad esse i processi di simme-

trizzazione descritti nella parte II. Consideriamo le categoric C e 5),
siano J: C—>C, F: D —->D le rispettive immersioni e ~:C—C,
—: D —>D le rispettive antiinvoluzioni.

TeoreMA 3.1.1. Sia F:C — 9 funtore covariante ¢ G, H: Co9d
funtori covarianti tali che: estendono F ovvero: GJ=9F, HI=FF; e
commutano con le antiinvoluzioni ovvero: G~ =—G, H~ = —H allora
G=H.

DiMm. E intanto immediato poich¢ G ed H estendono F e gli og-

getti di & sono tutti e soli gli oggetti di @, che per ogni oggetto A di C
G(A)=F(A)=H(A).

Sia poi I' : A —> B mappa di @ allora per il Teore 2.2 esistono ¢, ¥
mappe di C tali che T'=(J{) (Jo), dalle ipotesi fatte su G ed H si ha:

G(I') = G((FV)(T9)) =(GIV)GI)=(GIVNGIp) = (JFI)(FFo)
H(T)=H(§VXJ0)) = (HIV)HIo)=(HIV)HI9) = (FFI)(FFo)
pertanto G(I)=H(T").

PN

Oss. Poich¢ dunque & unico se esiste, il funtore covariante diC
in 9 che estende F: @ — D covariante, e commutata con le antiinvo-
luzioni lo indicheremo F quando esiste.

2) Vedi Parte II di questo lavoro.
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TeEOREMA 3.2.I. Sia F: C— 9 funtore covariante, condizione ne-
cessaria e sufficiente affinche esista un funtore covariante 3) F:Co%
tale che: estende F, ovvero Fg =YF; e commutata con le antiinvoluzioni,
ovvero Fm = —F, & che:

3.4.I) F conservi i monomorfismi.

3.i.I) F conservi i quadrati v-esatti *).

DiMm. Sia F: @ — 9 funtore covariante ed esista un funtore cova-
riante F: € — D tale che FI=FF e F~=—F, allora se p:A—A ¢
un monomotfismo di C, si ha Judu=1 (Teor. 2.5) pertanto

1= F(Gdu) = FFuFoun) = Fau)Fdu) = FFu)(FFu)
da cui JFp. & coretrazione di 9 quindi monomorfismo, ma allora per il

Teorema 2.7 Fu & monomotfismo di 9.
Se poi (@, Y; p, o) & un quadrato v-esatto di C

\B
ys

IIo=JoJp

D
4
A
PN
C
allora per il teorema 2.9 si ha

ed essendo dalle nostre ipotesi:
F(9Vd0) = FIV)FIo) =FI)(Fe)=(JFy)TFo)
F(§o90)=(FIo)(FIp) = (FIo)(FIp)=(FFa)(JFp)

3) Necessariamente unico come visto nel teorema precedente.
4) Si vedra negli esempi che le due condizioni sono indipendenti.
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risulta:

(JFYX(FFo)=(3Fa) FFp)

ma allora per il Teorema 2.9 si ha che il seguente quadrato di 9 &
v-esatto

FD

V’ Fo
FA FB
FC

La necessita delle condizioni 3.i.I) 3.ii.I) & cosi provata; proviamo ora
la sufficienza.

Sia F cosi definito: per ogni oggetto A di @ F(A)=F(A), per ogni
mappa I': A— B di @, F(T)=(JFY)JFo) essendo o, P mappe di C
tali che I'=(J{)(Jo).

\

Proviamo che questa & una buona definizione, infatti sia ¢’, ¢’

una coppia di mappe di C tali che (JV')Jo") =I‘=(§tl.7)(3<p) allora per
il Teorema 2.9 esistono y, v monomorfismi di € tali che sia commuta-
tivo il seguente diagramma di ®

7N

ma essendo F funtore & commutativo il seguente diagramma di 9
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FM

n N

F X
V AN
FA F¢' Fy FB

e grazie a 3.i.I) Fu, Fu' sono monomorfismi di 9 ma allora per il
Teorema 2.9

(FFYY(FFp) = (FFY')(FFe)
Proviamo ora che F cosi definito e un funtore di é in 9 ; siano
T:A-—>B A:B—>C

mappe di @ e siano ¢, ¥, x, A mappe di © tali che T'=JpJo,
A=J\Ix; consideriamo il diagramma

P
/ \
X Y
A B c
in cui (Y, %; p, 0) & un quadrato v-esatto, si ha

ATl'= 3(0‘)»)3(9({))

inoltre nel diagramma trasformato mediante il funtore F che conserva i
quadrati v-esatti (3.ii.I)
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FP
" N
FX FY
A
FA FB F

il quadrato (FY, Fx; Fp, Fo) & v-esatto, quindi

Cc

(FFx)(FFY) = (FFo)(FFp)
pertanto:
~ ~ o~ [ —
F(AT)=F(J(aM)I(pp)) = FF(eN) FF(pep) =
=JF(\)FF(0)FF(p) JF (@)= JF(N) FF () FF(L)FF ()= F(A)E(T)

ovviamente poi I::(1 ) =17 .

Che F estenda F & ovvio; verifichiamo qui che commuta con le anti-
involuzioni; infatti sia I' : A — B una mappa di Ce o, U mappe di C
tali che T=J(J¢ allora:

~ ~ _ o ~ _
F(T)=F(dVJ9)=F(JodY)=TFF(o)FF()) =
=JF)FF()=F(T).

Il seguente Teorema esprime una condizione sufficiente di estendibi-
lita di un funtore, in generale non necessaria come si rilevera negli
esempi ).

TeorEMA 3.3.1. Dato F :C— 9 funtore covariante tale che:
conversa i monomorfismi;
conserva i Push-Out;

5) Per esempi significativi di cid rimandiamo ai funtori « Parti» e « Parti-
zioni », ed alle loro proprieta studiate in dettaglio nel seguito.
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allora esiste F : € — @ funtore covariante che estende F e commuta con
le antiinvoluzioni.

DiM. E immediato dalla definizione di quadrato \ -esatto che un
funtore che conservi monomorfismi e Push-Out conserva i quadrati
V -esatti, pertanto verifica la condizione necessaria e sufficiente di esten-
dibilita espressa nel Teorema 2.2.1.

Oss. Siano C, 9, &, categorie soddisfacenti le condizioni 2, i)
2, ii) 2, iii) 2, iv) per cui sia possibile costruire é, 55, BeF:C— D,
G : © — & funtori covarianti soddisfacenti le condizioni 3.i.I) 3.ii.I) ne-
cessarie e sufficienti di estendibilita alle categorie simmetrizzate; & ovvio
che il funtore G-F : € — 9 soddisfa pure esso tali condizioni.

Oss. Si notino le seguenti proprieta:
Sia F : € — 9 un funtore covariante.
Se F & dotato di aggiunto a sinistra, F consetva i monomotrfismi ).
Se F & dotato di aggiunto a destra, F conserva i Push-Out.

Enunciamo i seguenti Teoremi ottenuti per dualita dai Teoremi so-
pra esposti.

Siano @ e 9D categorie soddlsfacentl le condizioni 2. 1*) 2.i*) 2 111*)
2.iv"). Consideriamo le categorie Ce®,sian0 J:Co>CF: DD le
rispettive immersioni e ~ C>C, —: 95Dl rispettive antiinvolu-
zioni.

TEOREMA 3.1.II. Sia F : € — 9 funtore covariante e G, H :é: - @

funtori covarianti che estendono F : GJ=F, e commutano con le anti-
involuzioni: G~=—G ¢ H~ =—H, allora G=H.

Oss. Poiché dunque & unico, se esiste, il funtore di @ in 9 che
estende F : @ — 9 covariante e commuta con le antiinvoluzioni, lo indi-

cheremo F quando esiste.

TeEoREMA 3.2.II. Sia F:C — @ funtore covariante, condizione ne-
cessaria e sufficiente affinché esista un funtore covariante F : @ — 9 che

¢) Confronta [1].
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estende F : FJ =JF, e commuta con le antiinvoluzioni: Fe=—F , & che:
3.i.II) F conservi gli epimorfismi

3.ii.II) F conservi i quadrati A -esatti.

TeoREMA 3.3.II. Sia F:C — 9 funtore covariante tale che:

conserva i monomorfismi;
conserva i Pull-Back;

allora esiste F : € — 9 funtore covariante che estende F ¢ commuta con
le antiinvoluzioni.

Oss. Siano F:C— 9D, G : D — & funtori covarianti soddisfacenti
le condizioni 3.i.II) 3.ii.II) & ovvio che il funtore G-F : € — & soddisfa
pure tali condizioni.

Oss. Si notino le seguenti proprieta.
Sia F : @ — 9 funtore covariante.
Se F & dotato di aggiunto a destra conserva gli epimorfismi.
Se F & dotato di aggiunto a sinistra conserva i Pull-Back.

Sia @ categoria soddisfacente le condizioni 2.i) 2.ii) 2.iii) 2.iv) e D
categoria soddisfacente le condizioni 2.i*) 2.ii*) 2.iii*) 2.iv*). Conside-

riamo le categoric @ e 9, siano J:C—>C, F:D — D le rispettive
immersioni, e ~ :C—>C, — : D — D le rispettive antiinvoluzioni.

TeEOREMA 3.1.III. Sia F:C—>9 funtore controvariante e
G, H: C—® funtori controvarianti che estendono F:GI=JF e
HJ=9F, e commutano con le antiinvoluzioni: G~=—G e H~=—H,
allora G=H.

Oss. Poiché dunque se esiste & unico il funtore controvariante di
C in 9D che estende F e commuta con le antiinvoluzioni, le indicheremo
F quando esiste.

TeEOREMA 3.2.III. Sia F:C — 9 funtore controvariante, condizio-
ne 11eces§aﬁa e sufficiente affinché esista un funtore controvariante
F :C—>9D tale che estende F :FJ=9F, e commuta con le antiinvolu-
zioni: F~=—F, & che:
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3.1.III) F trasformi monomorfismi in epimorfismi

3.ii.III) F trasformi quadrati V-esatti in quadrati A -esatti.

TeOREMA 3.3.III. Sia F :C — 9 funtore controvariante, tale che:
trasforma monomorfismi in epimorfismi;

trasforma Push-Out in Pull-Bak;

allora esiste F : @ — 9 funtore controvariante che estende F e commuta
con le antiinvoluzioni.

Oss. Siano F:C—> 9D, G :9 — & funtori controvarianti soddi-
sfacenti le condizioni 3.i.III) 3.ii.III) & ovvio che il funtore GF : @ — &
soddisfa pure tali condizioni.

Oss. Si notino le seguenti proprieta:

Sia F: @ — 9 funtore controvariante se F & dotato di aggiunto a sini-
stra ) muta monomorfismi in epimorfismi;

se F & dotato di aggiunto a destra?) muta i Push-Out in Pull-Back.

Sia @ categoria soddisfacente le condizioni 2.i*) 2.ii*) 2.iii*) 2.iv¥)
e D categoria soddisfacente le condizioni 2.i) 2.ii) 2.iii) 2.iv).

Consideriamo le categorie Ce D, siano J :@—)é, T DD le
rispettive immersioni, ~ :@—9@, — :‘:{) - €§ le rispettive antiinvolu-
zioni.

TEOREMA 3.1.IV. Sia F:C— 9D funtore controvariante e
G, H: € -9 funtori controvarianti che estendono F: GJ =9F,

HJI=FF e commutano con le antiinvoluzioni, G~=—G, H~=—H
allora H=G.

7) Ricordiamo che F : @ — 9 controvariante & dotato di aggiunto a sinistra se
esiste un funtore G: ® — € controvariante ed un isomorfismo naturale

Homg, (F(X), Y) = Homg (G(Y), X).

F:C—>9D controvariante & dotato di aggiunto a destra se esiste un funtore
G: 9D —C controvariante ed un isomorfismo naturale

HomS)(X, F(Y)) = Hom@(Y, G(X)).
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Oss. Poiche duvaque se esiste € unico il funtore controvariante di

@ in ® che estende F e commuta con le antiinvoluzioni, lo indicheremo
F quando esiste

TeEOREMA 3.2.IV. Sia F :C — 9 funtore controvariante, condizio-
ne necessaria e sufficiente affinché esista un funtore controvariante

F:C— 9 tale che: estende F:FJ= FF; e commuta con le antiinvo-
luzioni: F=~ —F, & che:

2.i.IV) F trasformi epimorfismi in monomorfismi

2.ii.IV) F trasformi quadrati A-esatti in quadrati V -esatti.

TEOREMA 3.3.IV. Sia F:C— 9 funtore controvariante tale che:
trasforma epimorfismi in monomorfismi;

trasforma i Pull-Back in Push-Out;

allora esiste F : @ — 9 funtore controvariante che estende F e commuta
con le antiinvoluzioni.

Oss. Siano F:C— 9, G : D — & funtori controvarianti soddisfa-
centi le condizioni 3.i.IV 3.ii.IV) & ovvio che il funtore GF : @ — & ve-
rifica le stesse condizioni.

Oss. Si notino le seguenti proprieta.
Sia F : € — 9 funtore controvariante.

Se F & dotato di aggiunto a destra muta epimorfismi in monomorfismi.

Se F & dotato di aggiunto a sinistra muta i Pull-Back in Push-Out.

__Sia © una categoria soddisfacente le condizioni 2.i) 2.ii) 2.ii) 2.iv)
e 9D una categoria soddisfacente le condizioni 2.i*) 2.ii*) 2.iii*) 2.iv*).

Consideriamo le categorie Red, siano J:C— G, T:D>D le
rispettive immersioni, e ~ :C—>C, — : D — D le rispettive antiinvo-
luzioni.

TEOREMA 34. Sia F:C—>9% funtore covariante e
G, H:C—> 9 funtori covarianti che estendono F
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QOVVEro:

GI=9YF, HI=YF
e commutano con le antiinvoluzioni ovvero:
G~=—G, H~=—H,; allora G=H.

DiM. Stessa dimostrazione del Teorema 2.1.1.

-~

Oss. Poiche dunque se esiste & unico il funtore covariante di ©C
in ® che estende F:C — 9 covariante, e commuta con le antiinvolu-
zioni, lo indicheremo F, quando esiste.

TEOREMA 3.5. Sia F:C — 9 funtore covariante, condizione ne-

cessaria e sufficiente affinché esista un funtore covariante F:C — 9
tale che estende F ovvero FJ=JF e commuta con le antiinvoluzioni ov-

vero F~ =—F & che:
2.iii) F trasformi monomorfismi in monic,

2.iv) F trasformi i quadrati V-esatti in quadrati A -esatti.

DiM. Questo teorema non si ottiene per dualita dal Teorema 3.2.1;
ma viene dimostrato direttamente.

Esista il funtore F:@ — ® che estende F e commuta con le anti-
involuzioni; sia p : A”—> A monomorfismo di C allora 3~u.3p.=1 (Teor.
25) da cui 1=F(Ipdw)=F(Iu)FIp)=(FFu)(JFu) ma allora Fu &
monic in @ (Teor. 2.6).

Se poi (¢, Y; p, &) & un quadrato V-esatto in C
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allora (Teor. 2.9) 3\])371):57739, vale allora l’eguaglianza
(FFY)(FFo)=F(3Vd9)=F(Jodp)=(FFa)(FFo)

da cui si deduce (Teorema 2.8) che & A -esatto il quadrato:
FD
FA FB
FC

Dimostrat~a la necessita della condizione trovia@o ora la sufficienza.
Sia F cosi definito: per ogni oggetto A di C
F(A)=F(A)
per ogni mappa
T :A— B, FI)=(JF)JFo)

essendo ¢, Y mappe di @ tali che I‘=5ﬁ)3¢p.

Proviamo che questa & una buona definizione, se infatti ¢’, ¢’ &
una coppia di mappe di C tali che esiste p monomorfismo per cui &
commutativo il diagramma
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allora

FGV'99)=(TF0)(IFo")=TFGFFuIFuIFo=TF3Fo

essendo nelle nostre ipotesi (3.iii) Fu monic ed allora FuFp=1 per il

Teorema 2.6*, questo basta a provare I'indipendenza di F(I') dal modo
particolare di rappresentarla.

Proviamo ora che F cosi definito & un funtore di € in E:S); siano
IF:A—>B, A:B—C mappe di C e siano o, Y, %, A, mappe di C tali
che T'=JVJo, A=JA\Ix; consideriamo il diagramma

N\
AN\

dove (4, k; k', §’) & un quadrato V -esatto: AI‘:c‘](t[J’)\.)?J(x'(p).

F(AT) = FF M FF ()= (FFYFFN)FFx FFo) =
= JFAIFY JFx FFo

F(A)F(T)= JFNJFrJFYFFo=JFNIFY IFx FFo

se si tiene conto che F trasforma quadrati V-esatti di € in quadrati
A-esatti di D e quindi FFxFJFY=FFL JFxr" per il Teorema 2.8 essendo

e
N A
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N\ -esatto. .

Resta allora provato che F(AT)=F(A)F() ovviamente poi
1‘3(14)::15(,;) per ogni A oggetto di c.

E poi ovvio per come & definito che F estende F e commuta con le
antiinvoluzioni.

TEOREMA 3.6. Dato F: C— 9@ covariante tale che
trasforma monomorfismi in monic
trasforma Push-Out in Pull-Bak

allora esiste F:C — 9 funtore covariante che estende F e commuta
con le antiinvoluzioni.

Per brevita omettiamo la esplicita enunciazione delle altre tre ver-
sioni duali di questi Teoremi 3.4 3.5 3.6 in ipotesi duali sulle categorie
C, @ e sul funtore F.

Oss. Nonostante la loro validita nel contesto di questa teoria,
questi teoremi 3.5, 3.6 e cosi le loro formulazioni duali sono di modesto
interesse dal punto di vista delle applicazioni; infatti, mentre si hanno
molti significativi esempi di funtori che verificano le condizioni 3.i)
3.ii) nelle loro varie formulazioni duali, in categorie interessanti (Abe-
liane, insiemi, spazi topologici) non conosco esempi di funtodi non co-
stanti che verifichino le condizioni 3.iii) 3.iv) anzi la condizione che
F:C— D trasformi Push Out in Pull Back (Teorema 3.6) impone ad F
di mutare gli epic in isomorfismi, pertanto almeno se © & categoria con
oggetto finale un tale funtore & necessariamente costante.

Esempi.
Funtori esatti in categorie Abeliane.

Ricordiamo che in Categorie Abeliane la nozione di quadrato
V-esatto e la nozione di quadrato A-esatto coincidono con la nozione
di quadrato esatto ®) e sono esatti tutti e solo i quadrati

8) Vedi [4].
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{0, 4} (p, ~0)
A®B

tali che sia esatta la sequenza

Date C e 9 categorie Abeliane, i funtori F: € — 9 additivi cova-
rianti (controvarianti) che conservano i quadrati esatti soon tutti e soli
i funtori esatti.

E ovvio, dalla caratterizzazione sopra ricordata, che i funtori esatti
conservano i quadrati esatti.

Viceversa se un funtore F : & — 9 covariante conserva i quadrati
esatti sia

? v
A—>B—C

una sequenza esatta, consideriamo il quadrato
Cc
/ \
B (o}
N /
A

¢ ovvviamente esatto, allora il quadrato trasformato
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FC
V \
FB o
:x /
FA

& esatto, ma allora la sequenza

Fo Fy
FA—— FB——> FC

¢ esatta.

Si ha allora che se @ ¢ 9 sono categorie abeliane i funtori additivi
covarianti (controvarianti) F : @ — 9 che possono essere estesi alle ca-
tegorie simmetrizzate sono tutti e soli i funtori esatti.

I funtori Map (K, —)-Map (—, K).

Sia @ una categoria, K un oggetto fissato di @, il funtore cova-
riante Map (K, —) : @ — § conserva i Pull Back, infatti: sia Pull Back
il quadrato

allora il quadrato trasformato
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Map ( KC)

7

Map(KA) Map(KB)

WA

Map (KP)

¢ Pull Back, poiché¢ se aeMap (K, A), BeMap (K, B) e p.(a)=0.(B),
sono o :K—> A, B3:K— B tali che ¢ commutattivo il diagramma se-

guente

\n
esiste allora una ed una sola mappa & : K — P tale che il diagramma
stesso commuti, come dire: mweMap (K, P) tale che

*i\ 7

o m)=a, Y.(m)=B.

19
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Il funtore Map (K, —) muta ovviamente i monic di € in appli-
cazioni iniettive, quindi conserva i monomorfismi.

11 funtore Map (K, —) muta gli epimorfismi di @ in applicazioni
suriettive se e solo se K & oggetto proiettivo di @ °).

Allora se C & una categoria verificante le condizioni 2.i*) 2.ii*)
2.ii*) 2.iv*) il funtore Mapg (K, —) si estende ad un funtore da C
alla categoria delle corrispondenze purché sia K oggetto proiettivo di €.

Si fanno facilmente esempi di categorie nelle quali il funtore
Map (K, —) non conserva i Push Out, ad esempio nella categoria degli
insiemi, qualunque sia K insieme tale che card K>2 il funtore non con-
serva i Push Out ¢ neppure i quadrati V-esatti, infatti il quadrato:

¢ un Push Out, mentre il quadrato trasformato mediante Map (K, —),
se card K=2, non & neppure V -esatto, infatti se cosi fosse, date
a,B:K—{1,2, 3}, oc(a)=0.(B) se e solo se =0 oppure Imac{2, 3}
e ImBc{2, 3}; invece se k ha almeno 2 elementi k;, k. le due seguenti
applicazioni:

9) Per la definizione di oggetto proiettivo cfr. [1].
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a:K—{1, 2, 3} definita a(k)=1, a(k)=2, a(k)=3
per ogni keK—{ki, k)

B:K—{1, 2, 3} definita B(k))=1, B(k2)=3, B(k)=2

per ogni keK—{ki, ka}
sono diverse, non verificano la condizione sopraddetta e tuttavia
o.(a)=0.(f).

Sia @ una categoria, K un oggetto fissato di € il funtore contro-
variante Map (—, K) : @ — & muta Push Out in Pull Back, infatti:

sia Push Out il quadrato
P
% X
A
X %
(o
allora il quadrato trasformato
Mar(RK)

N

Map(AK ) Map(BK)

WA

Map (C,K)
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¢ un Pull Back, poiche¢ se aeMap (A, K),BeMap (B, K) e ¢"(a)=4"(B),
sono a : A—> K, f3: B— k tali che & commutativo il diagramma seguente

K
A
l
lﬂ7
l
a 1 B
P
A B
' /
C

esiste allora una ed una sola mappa = : P —> K tale che il diagramma
stesso commuti, come dire t€eMap (P, K) tale che p'(w)=a, o (%)=0.

I1 funtore Map (—, K) muta ovviamente, qualunque sia K, gli epic
di @ in applicazioni iniettive, quindi muta gli epimorfismi di € in
monomorfismi.

11 funtore Map (—, K) muta i monomorfismi di @ in applicazioni
suriettive se e solo se K & oggetto iniettivo di C ).

Allora se C verifica le condizioni 2.i) 2.i) 2.ii) 2.iv) il funtore
Mape (—, K) si estende ad un funtore dalla categoria C alla catego-
ria dei trasduttori, purch¢ sia K oggetto iniettivo di C.

Si fanno facilmente esempi di categorie nelle quali il funtore
Mape (—, K) non muta i Pull Back in Push Out, ad esempio nella
categoria degli insiemi, qualunque sia K insieme tale che card k=2, il
funtore non muta Pull Back in Push Out, e neppure i quadrati A -esatti
in quadrati V -esatti, infatti il quadrato:

10) Per la definizione di oggetto iniettivo cfr. [1].
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1

P

¢ un Pull Back, mentre il quadrato trasformato mediante Map (—, K)
se card K=2 non & neppure V -esatto, infatti, se cosi fosse, date

a B:{1, 2, 3}>K

o*(a)=0"(B) se e solo se a=0
oppure

a(2)=a(3)=B(2)=06(3)
invece se K ha almeno 2 elementi ki , k2€K, le due seguenti applicazioni

a:{1, 2, 3}—= K definita a(1)=k:, a(2)=k, a(3)=k;

B:{1, 2, 3}—> K definita B(1)=k:, B2)=k:, B3) =k
sono diverse, non verificano la condizione sopra detta e tuttavia

9" () =y*(B).
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Funtori Somma e Prodotto.

Siano dati in una categoria G, con somme dirette i quadrati

R
e, N
B
A, v
x v,
c, vel.

Push Out per ogni i€l, & noto che il quadrato
2P

ZQL >0

SA, 8

zZ9 / 2,
2c,

¢ Push Out.
Si dird brevemente che somma di Push Out & Push Out!).
E ben noto che in generale somma di Pull Back non & detto che

1) Sji noti che il funtore ¥ : C'— @ covariante ha come aggiunto a destra il
el
funtore tacito £: C—C/, e(X) ={X},;.
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sia Pull Back, tuttavia la cosa & vera nella categoria degli insiemi ed in
categorie Abeliane.

Dimostriamolo nella categoria degli insiemi:

Siano dati nella categoria degli insiemi i quadrati

S
o o,
A B,
% Y,
R ' vel
Pull Back per ogni i€l, consideriamo il quadrato
2¢,
ze, 30
29, sy,
2P, el

.

esso & ovviamente commutativo. Siano date «, 3 applicazioni tali che
sia commutativo il diagramma seguente



296 Franco Parodi

/\

L

o

per la commutativita risulta per ogni vel

o (A)=a"X( EI px) " HC)=BX E.J 0x)"(C.)=B"1(B.)
posto allora Q.=a'(4,)=8"(C.) si ha Q= 2‘; Q.;

siano a. : Q. —> A., B.:Q.—> B. per ogni 1€l le ovvie restrizioni di a e
di B, allora per ogni i€l & commutativo il diagramma seguente

Q, o

A, B,
5 W
PL
»
|
0\ /8,
|
Q
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esiste allora per ogni t€l w. :Q,—> P, tale che il diagramma commuti
e posto = Y, . risulta ovviamente 1 1’'unica mappa che rende commu-

vel

tativo il diagramma sopra riportato.

La proprieta ora dimostrata nella categoria degli insiemi si prova
in modo analogo nella categoria degli spazi topologici, si dimostra pure
agevolmente in una categoria di moduli, quindi®) in ogni categoria
Abeliana.

Siano dati in una categoria @ con somme dirette & :A;—> A;,

i€l, epimorfismi & immediato provare che Y& : X A — X A & epi-
I vel

vel LE.
morfismo; ma questa proprietd non & in generale pitt vera per i mono-
morfismi anche se risulta ovviamente vera nelle categorie degli Insiemi,
degli spazi topologici ed in categorie Abeliane; le verifiche seguono im-
mediatamente dalle caratterizzazioni dei monomorfismi nelle categorie
sopra dette.

E noto dualmente che se in una categoria con Prodotti diretti, i
quadrati seguenti

<
e, o,
A, BL
(pc Y,
Pl. vel

sono Pull Back per ogni i€l, allora il quadrato

12) Grazie al Teorema di immersione cfr. [5].
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HCL

HOL II UL

¢ Pull Back, diremo brevemente che prodotto di Pull Back & Pull Back ).
Non & vero neppure nella categoria degli insiemi che Prodotto di Push
Out & Push Out ™), mentre cid & vero in categorie Abeliane, lo si prova

13) Si noti che il funtore IJ : @ — € covariante ha come aggiunto a sinistra il
vel
funtore tacito e: C— @/, ¢(X) ={X} ;.
14) EseMpio. 1l seguente esempio mostra come nella categoria degli insiemi
non sempre il Prodotto di Push Out & Push Out

N
N4

N
N

& Push Out non & Push Out

basta che sia A oppure B non vuoto, A e B finiti, ovviamente (A -+ B)2+A2}- B2.
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agevolmente nella categoria dei Moduli, quindi ¥) in ogni categoria Abe-
liana.

Se in una categoria @ con prodotti diretti,

mAL—> A, vel

sono monomorfismi allora

ODu.:ITA ' —>IIA

vel vel vel

¢ monomorfismo, questa proprieta non & in generale pili vera per epi-
morfismi anche se risulta vera nelle categorie degli insiemi, degli spazi
topologici, ed in categorie Abeliane.

Dalle considerazioni precedenti si hanno i seguenti fatti.
Sia € una categoria con somme dirette, X un oggetto di G, I un
insieme fissato, il funtore covariante

XXI=YX:C>C

vel

definito nel modo ovvio, conserva i Push Out, conserva gli epimorfismi,
non conserva in generale i monomotrfismi ma li conserva se C & la cate-
goria degli insiemi, o degli spazi topologici o una categoria Abeliana;
se poi @ & la categoria degli insiemi, oppure una categoria Abeliana, que-
sto funtore conserva anche i Pull Back.

Pertanto il funtore X X I :@ — € se € & una categoria Abeliana,
oppure la categoria degh insiemi o degli spam topologici pud essere
esteso sia dalla categoria C alla categoria @, sia dalla categoria @ alla

categoria @.

Sia @ una categoria con prodotti diretti, X un oggetto di €, I un
insieme fissato, il funtore covariante

X'=1IX:C—oC

vel

15) Grazie al Teorema di immersione cfr. [5].
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definito nel modo ovvio, conserva i Pull Back '), conserva i monomorfi-
smi, non conserva in generale gli epimorfismi, ma li conserva se C & la
categoria degli insiemi, o degli spazi topologici, o una categoria Abelia-
na. Questo funtore non conserva in generale i Push Out come visto in
un esempio nella categoria degli insiemi, tuttavia li conserva se & una
categoria Abeliana.

Pertanto il funtore X’ :C— C se € & una categoria Abeliana, op-

pure la categoria degli insiemi o degli spazi topologici pud essere esteso
dalla categoria @ alla categoria C.

I funtori Kx , K*.

Sia © una categoria con somme dirette, K un oggetto fisso di C,

X un insieme, si pud considerare Y K come funtore covariante da &
xeX

categoria degli insiemi in ‘@, definito nel modo seguente sulle mappe:
sia @:X—Y una applicazione fra insiemi, consideriamo per ogni
x€X il diagramma

£ K
yeyY
4
. I
P(%) [
I
|
|
K . "I K
® XEX

esiste una ed una sola mappa Y K— ¥ K che rende commutativo il
xeX yeY

16) Si noti che se @ & una categoria con somme diritte e prodotti diretti X X I
¢ aggiunto a sinistra di X7,
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diagramma per ogni x€ X diciamo ¢, tale mappa; & ovvio che si tratta
di un funtore covariante, lo noteremo:

Kx:S-—)@.

Si verifica immediatamente che il funtore K_ : § — '€ ha come aggiunto
a destra il funtore Mape (K, —) e pertanto conserva i Push Out, ed ov-
viamente poi, essendo definito nella categoria degli insiemi, covariante,
conserva monomorfismi ed epimorfismi.

Allora il funtore K_ pud essere esteso se @ & una categoria che ve-
rifica le condizioni 2.i), 2.ii), 2.iii), 2.iv) ottenendo un funtore

K_:§-C.

Dualmente sia © una categoria con prodotti diretti, K un oggetto di
@, X un insieme, si pud considerare II K come funtore controvariante

xeX

da § in @, definito nel modo seguente sulle mappe:

sia ¢:X—>Y una applicazione fra insiemi, consideriamo per ogni
xeX il diagramma

«— x II K
K % &X
0
I
T |
P (%) |
|
l
II K
yey

esiste una ed una sola mappa II K— II K che rende commutativo il
yeY xeX

diagramma per ogni x€X, diciamo ¢" tale mappa; & ovvio che si tratta
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di un funtore controvariante, lo noteremo
KX:8§ - C.

Si verifica facilmente che il funtore K- : 8§ — € controvariante ha
come aggiunto a destra il funtore Map (—, K), pertanto muta Push Out
in Pull Back, ed ovviamente poi essendo definito nella categoria degli
insiemi, controvariante, muta epimorfismi in monomorfismi e monomor-
fismi in epimorfismi.

Allora se @ ¢ una categoria soddisfacente le condizioni 2.i*), 2.ii*),
2.ii*), 2.iv*) il funtore K~ pud essere esteso ottenendo un funtore

.
~ ~

K-:§>¢C.
Oss.  Si noti che nella categoria degli insiemi valgono le seguenti
caratterizzazioni:
I funtori covarianti F : § — & che conservano i Push Out sono tutti
e soli del tipo

F(X)=Ko+Kx
con Ko, K insiemi fissati 7).

I funtori controvarianti F: & — & che mutano Push Out in Pull
Back sono tutti e soli del tipo

FX)= X KX
vel
con I, K. (vel) insiemi fissati 7).

Il Funtore « Parti » e il funtore « Partizioni ».

Concludiamo questi esempi studiando le proprieta di due partico-
lari funtori definiti nella categoria degli insiemi a valori nella categoria
degli insiemi che forniscono tra I’altro un esempio di funtore covariante
che conserva quadrati A -esatti € non i Pull Back, e un esempio di fun-

17) Si dimostra facilmente per induzione.
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tore controvariante che muta quadrati V-esatti in quadrati A-esatti e
non Push Out in Pull Back.

Sia X un insieme, denotiamo con P(X) linsieme delle parti di X

Parti covariante . :

definiamo per ogni insieme X  P.(X)=P(X)
e per ogni applicazione ¢ : X —Y [Po.:.(X)— DY)
I’applicazione definita: ¢,(A)=¢(A) per ogni A parte di X;

abbiamo cosi un funtore covariante.

Parti controvariante P :

definiamo per ogni insieme X P (X)=P(X)

e per ogni applicazione ¢ : X —Y ¢ : P'(Y)—= P(Y)
I’applicazione definita: ¢*(B)=¢~%(B) per ogni B parte di Y;
abbiamo ovviamente un funtore controvariante.

Sia X un insieme, denotiamo con @(X) l'insieme delle partizioni

Partizioni controvariante Q" :

definiamo per ogni insieme X @(X)=Q(X)
e per ogni applicazione ¢ : X —=Y o¢": Q(Y)— Q'(X)
I’applicazione che fa corrispondere ad ogni partizione di Y la parti-

zione di X ottenuta per controimmagine.

Osserviamo che data 8 partizione di Y resta individuato un epimor-

fismo B :Y — Y/B (con ovvio abuso di notazione); consideriamo la fat-
torizzazione canonica di B¢

B

*B

Y
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¢ epimorfismo p monomorfismo, € individua una partizione di X che
indicheremo con ¢ per abuso di notazione, si ha ¢*()=e. E facile veri-
ficare che & un funtore controvariante.

Partizioni covariante @, :
definiamo per ogni insieme X Q.(X)=Q(X)
e per ogni applicazione ¢ : X —Y ¢, : Q(X)—> Q.(Y)

I’applicazione che fa corrispondere ad ogni a partizione di X la

pitt fine delle partizioni di Y la cui controimmagine & meno fine
di o).

Data o partizione di X possiamo caratterizzare cosi ¢,(a): consi-
deriamo in X la partizione @’ dei sottoinsiemi saturi rispetto ad o e a ¢;
sia 8 la partizione di Y delle immagini mediante ¢ delle classi della par-
tizione o', e discreta fuori dell’immagine di ¢, si ha ¢.(a)=0.

E ancora

sia Push Out il quadrato

B & un epimorfismo, individua allora una partizione di Y che indiche-
remo ancora (3 per abuso di notazione, si ha ¢,(a)=0.

18) Questa definizione & quella buona, si presta ad estensioni a categorie piu
generali ed & duale di quella data per il funtore Parti controvariante.
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Nella seguente tabella sono esposte alcune proprietad di questi due
(quattro) funtori che motiveremo nel seguito:

Trasforma Parti D iPartizioni Q
Covariante

1 Pull Back  in Pull Back NO NO
2 A-esatti in A-esatti SI NO
3 Push Out in Push Out NO NO
4 v-esatti in yv-esatti NO NO

Controvariante
5 Pull Back in Push Out NO NO
6 A-esatti in y-esatti NO NO
7 Push Out in Pull Back SI NO
8 y-esatti in p-esatti SI SI

Da cui si deduce che: (ricordiamo & cat. corrispondenze, § cat. trasdut-

tori)

(¢l

P.

(¢’

[N
Q
Q

Motiviamo ora tutte le affermazioni riportate nella tabella:

L.B-2.PY.

* & estendibile a @ : S —§

estendibile a ITD 183
* & estendibile a P* (3 >8

non ammette estensioni del tipo considerato

o~
>
.

Mostriamo che B.:8—> 8 conserva i quadrati A -esatti; basta
mostrare che esso muta Pull Back in quadrati A -esatti poicheé certamente

conserva gli epimorfismi.

19) Qui e nel seguito il numero si riferisce alla riga, la lettera P o @ alla
colonna della casella in cui nella tabella precedente & contenuto in forma sintetica

P’enunciato. Per comodita di lettura ’enunciato & comunque ripetuto nel testo.

20
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Sia

N
A

Pull Back, consideriamo il quadrato ovviamente commutativo:

n(c)
N
PCA) n(B)

/7
k Yx
PC(P)

Siano A’eP(A), B'e P(B) tali che p.(A")=0.(B’) ovvero A'CA,
B’cB tali che p(A")=0(B’) posto

P=o (A )n{~Y(B)cP
risulta in modo ovvio dalla caratterizzazione di Pull Back nella categoria
degli insiemi: @(P")=A’, ((P")=B'.

Esiste quindi almeno una parte di P, P’ tale che

o.(P)=A", Y(P)=B
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\

essa perd non & individuata univocamente dalla coppia (A’, B) come
si vede nell’esempio seguente.

Il quadrato:

& Pull Back.
Si noti perd che:

({1, 2, 3, 4h=(1, 2} ({1, 2, 3, 4)=(1, 2}
({1, 2, 3)) ={1,2} d(1, 2, 3) ={1,2).

Cio prova che P. muta Pull Back in quadrati V-esatti e quindi conser-
va i quadrati V-esatti anche se non conserva i Pull Back.

3. D-4D.

I1 seguente esempio di Push Out che non viene conservato dal fun-
tore IP. mostra anche che tale funtore non conserva i quadrati \/ -esatti.
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Il quadrato

¢ Push Out, il quadrato trasformato
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non & Push Out infatti si vede facilmente che se fosse un Push Out al
vertice superiore del quadrato dovrebbe esserci un insieme di 6 elementi
e non uno di 4, ma allora il quadrato non & neppure V-esatto poiché
non ci sono monomorfismi da un insieme di 6 elementi ad un insieme
di 4.

5. P -6. D

Che il funtore [P* : & = & non muti Pull Back in Push Out e nem-
meno i quadrati A-esatti in quadrati V-esatti segue immediatamente
dagli isomorfismi naturali P(X)=2¥=Map (X, {1, 2}) e da proprieta
gia studiate del funtore Mapg (—, K).

7.0 -8 P

Per mostrare che il funtore P*:8 — & muta Push Out in Pull
Back, ¢ quindi quadrati V-esatti in quadrati A-esatti basta ricordare
ancora l'isomorfismo naturale P*(X)=2* per cui si presenta come un
caso particolare di una situazione pilt generale gia discussa. (K*).

. Q-2 Q@

I1 seguente esempio mostra che il funtore . : S — § non conserva
Pull Back n¢ quadrati V -esatti.

Il quadrato
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¢ Pull Back, il quadrato trasformato

non € Pull Back, se fosse Pull Back nel vertice inferiore dovrebbe tro-
varsi un insieme di 2 elementi e non di 1, allora ovviamente non & nep-
pure A-esatto poiché non ci sono epimorfismi da un insieme puntifor-
me ad un insieme di 2 elementi.

3.Q-4.Q.

I1 seguente esempio mostra che il funtore . :S — & non conserva
i Push Out n& i quadrati V -esatti.
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Il quadrato

N
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¢ Push Out, il quadrato trasformato

123

1,23

123

non ¢ Push Out, se fosse Push Out al vertice superiore del quadrato
dovrebbe essere un insieme di 4 elementi anziché di 2, pertanto non
¢ neppure V-esatto poiche¢ non ci sono monomorfismi da un insieme di
4 elementi ad uno di 2.

5. Q-6.@Q

11 seguente esempio mostra che il funtore @ : 8 — & controvarian-
te non muta Pull Back in Push Out e neppure muta quadrati A -esatti
in quadrati V -esatti.
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Il quadrato

N
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& Pull Back, il quadrato trasformato

non & Push Out, se fosse Push Out nel vertice inferiore dovrebbe es-
sere un insieme di 4 punti e non di 2 pertanto non & neppure un qua-
drato V-esatto poiché non ci sono monomorfismi da un insieme di 4
punti in un insieme di 2.

7.@Q -8 Q.

Proviamo che il funtore @*:8 — & muta Push Out in quadrati
A-esatti, non necessariamente in Pull Back, quindi, poich¢ ovviamente
muta monomorfismi in epimorfismi, muta quadrati V-esatti in A -esatti.
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Sia il quadrato

A /g///z o B
N A

un Push Out, consideriamo il quadrato trasformato

QcP)
= \ae
Qea) - Q(s)
R‘;k\\ ///;i:
Q(c)

¢ ovviamente commutativo, proviamo che & A -esatto.
Siano ae Q(A), Be@(B) tali che ¢"(a)=1U*(B), consideriamo il dia-
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gramma seguente

dove pe=agp e ve=f{¢ sono fattorizzazioni canoniche p, v monomotfi-
smi ¢ epimorfismo, e quindi ¢"(a)=e=y*(B);

(o, p; 0o, @)

Push Out e allora a’ & epimorfismo,

(%

(0, B; B, 0"

Push Out e allora 3’ & epimorfismo,

(¢}

(', B 87, ")

Push Out e allora a” e 3" sono epimorfismi.

o’
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Si ha allora che

(ap, B; 87", @”0)
& Push Out ed essendo & epimorfismo, anche
(1, v; 7", a”0’)
Push Out, quindi B”p’ ¢ a”¢” sono monomorfismi.

Posto v'=8"p’, p’=a"0’ monomorfismi ed n=B"a’=a”B’ si ha
che il diagramma

(¢4

P
3 Tn v
: : 5
0 o
A B
9 (]
C

& commutativo, esiste allora un epimorfismo m : P — P” tale che p'a=mnp
e VB=no ed entrambe sono fattorizzazioni canoniche.
Allora esiste una partizione 1 di P tale che p*(n)=a, ¢*(n)=0.

I1 seguente esempio mostra perd che il funtore ®* :S — & non mu-
ta Push Out in Pull Back:
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Il quadrato
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¢ Push Out, ma il quadrato trasformato

123

non & ovviamente Pull Back, se fosse Pull Back nel vertice in alto do-
vremmo avere un insieme di 4 elementi.

Ancora sui funtori « Parti » e « Partizioni ».

Dal funtore « Parti»

B. :S = 8 covariante, P*:S — § controvariante.

¢ possibile costruire un interessante funtore covariante dalla categoria

delle corrispondenze alla categoria degli insiemi che noteremo P:S — §,
definito nel modo seguente
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sugli oggetti: per ogni insieme X P(X)= P.(X)=D"(X)
sulle mappe: per ogni corrispondenza I' : X - Y, =g,

P@) : PX)— PY)
& l’applicazione cosi definita

PIXA)=1.(9°(A))

per qualunque A parte di X.

Si verifica immediatamente che la definizione non dipende dalla
rappresentazione di I', infatti se ¢ & epimorfismo e£"=1, e che si tratta
effettivamente di un funtore, infatti basta provare che se un quadrato

¢ Pull Back, allora il quadrato seguente

P(c)

€ commutativo.

21
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Sia A’c A, proviamo che o !(p(A")=U(p~YA")) intanto dall’egua-
glianza pp=0y e da ovvie proprieta di immagini e controimmagini si
hanno le relazioni

o7 'p(A") Do 'peo (A" ) =0""abe(A") D Yo~(A")
se poi bec'p(A’) allora o(b)ep(A’) ovvero esiste a€A’ tale che

a(b)=p(a) ed essendo (¢, ¢ :p, o) Pull Back esiste uno ed uno solo
p€eP tale che ¢(p)=a, YW(p)=>b ma allora pep~(A") e bedopi(A").

Il funtore I : 5§58 gode ovviamente di queste due proprieta,
se J :8— § & il funtore di immersione, e ~ : &—> & l’antiinvoluzione:

P.=P B'=P~J

Si noti inoltre che questo funtore :S—> & & aggiunto a destra

del funtore di inclusione J :§— §; aggiunzione data dall’isomorfismo
naturale
Mapg (X, Y)= Mapg (X, INY)).

Il funtore « parti» non si presta alla costruzione analoga a quella
ora descritta, di un funtore dalla categoria dei trasduttori § alla cate-
goria degli insiemi.

Basta osservare che il quadrato seguente
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¢ Push Out, ma il quadrato
Pr1)

N

AN

“)(1)2) D(‘)Z)
q>\ A‘L
P(1,2,3)

non & commutativo, infatti ovviamente
oo.({2h={1, 2}  bo'({2h=(2}.
Dal funtore « partizioni »
@. :8 — 8 covariante, @ :8 — § controvariante,

si costruisce un funtore covariante dalla categoria dei trasduttori alla
categoria degli insiemi, che noteremo @®:8 — & definito nel modo
seguente:

QX)= Q.(X)= Q"(X) per ogni insieme X,
per ogni trasduttore T': X —> Y, F:J)(p con ¢, { applicazioni,
QD) : QUX)— QYY)
¢ lapplicazione definita
Q) (@) = p.(a)
per ogni a partizione di X.

Si verifica immediatamente che la definizione non dipende dalla
rappresentazione di T, infatti se p & monomorfismo, w'w, =1 ovviamente,
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e che si tratta effettivamente di un funtore, infatti basta provare che se
un quadrato

7N
A

‘

¢ Push Out, allora il quadrato

Ny A

QP
¥
QA
*
BN
Qc

¢ commutativo.
Sia a una partizione di A, dimostriamo che o*p(a)=1.9"(a);
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consideriamo il seguente diagramma

e \ Y
a
Ara P "
a w e
Q c
(1]
A ¢ B
€
"4 Y
c

in cui (&, p; p’, &’) & Push Out e allora a'=p.(a), pe=og & la fattoriz-
zazione canonica e allora e=¢*(a), (¢, Y; ¢/, €’) & Push Out e allora
£ =U,(e)=V.p"(a) ed infine v & la applicazione che rende commutativo
il diagramma, in queste ipotesi risulta

(», ¥’ ¢°, v) Push Out (verifica ovvia!)

pertanto v & monomorfismo, allora ve’=ca’ & una fattorizzazione cano-
nica per cui si ha

¢ =c"(a')=0c"p,(a)
e quindi come si voleva

U9 (a)=0c"p.(a).

Il funtore Q:g—e S gode ovviamente di queste due proprieta: se
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J:S —>§ ¢ il funtore di immersione e ~ :S—> & I’antiinvoluzione:
Q.=QJI Q=Q~J.

Il funtore Q:S—) S non & aggiunto né a destra né a sinistra del
funtore J :§ — &%) infatti ad esempio

Mapz (D, {1, 2})= Mapg(@, Q{1, 2})
avendo il primo due elementi, il secondo uno solo.
Map3(9, {1, 2, 3})= Mapg(@(D), {1, 2, 3})
avendo il primo cinque elementi, il secondo tre soli.

I1 funtore « partizioni » non si presta alla costruzione analoga a
quella ora descritta, di un funtore dalla categoria delle corrispondenze
§ alla categoria degli insiemi.

Basta osservare che il quadrato:

(M

M) Si noti che la dualitd fra P e @ cade in difetto per quanto riguarda il
carattere di aggiunzione.
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¢ Pull Back, ma il quadrato

(1, 2)

o

Qm Q2,3

iz

non & commutativo poiché ,0*({1}) & la partizione discreta, mentre
dp.({1)={{1, 2}, {3}} non discreta.

VAN

Q)
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