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GENERALIZZAZIONE DI UNA PROPOSIZIONE
DI ANALISI FUNTORIALE. UN’APPLICAZIONE

GIULIANO BRATTI *)

§ 1. Oggetto di questo lavoro & di dare una generalizzazione della
seguente proposizione di N. Popa, [3], pag. 673: se AeOb(L8d)
BeOb(£QR) e se €4, e5: K — £, allora »{ea—> e}= Hom, (A; B) e
Aea—>ep} = Hom, (A; B), mediante I'isomorfismo T —> Ti, I il corpo
degli scalari, K una sottocategoria piena di LQC.

Precisamente dimostrerd, nel § 2, questa proposizione: sia F: H — £
un funtore tale che:

a) esiste ¥ E€p{€yc ey —F), (€cle ec»r — F)), con la proprieta
che x¢: slec—F} = F(C), x(S)=S1Q® 1), (x°: Jfec—F}— F((O)),
e isomorfismo (algebrico e) topologico, (C ¢ il corpo complesso su cui
e dato ogni spazio vettoriale topologico di £, %¢ & la C-esima compo-
nente del morfismo ¥);

b) F(C)eOb(£QR).

In tali ipotesi, se AeOb(L8E), s»{ea— F}= Hom, (A, F(C)),
(d{ea— F}= Hom, (A; F(C)).

Nel caso della proposizione di Popa ¢ facile vedere che le condizioni
a) e b) della generalizzazione sono soddisfatte: se F=¢z , BEe Ob(£QR),
F(C)=BeC=B,

b{Ec-—>F}: Homb (C; B):B,

({ec = F}= Hom, (C; B)=B);

*) Indirizzo dell’A.: Seminario Matematico Universita, 35100 Padova.
Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca matematica del C.N.R.
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il x di a), poi, & l'isomorfismo canonico. Che si tratti di una effettiva
generalizzazione sard visto mediante un esempio alla fine della dimostra-
zione della generalizzazione nell’osservazione 1; quest’esempio da, pure,
la risoluzione di un problema lasciato aperto dall’A. in un suo prece-
dente lavoro, [1], pag. 326. I simboli usati sono sempre quelli di [3].

§ 2. Sia ¢ : Hom, (A; s{ec—> F})—> s{ea—> F} la mappa lineare
tale che: WT)=yo(Tel) dove y & il morfismo funtoriale di a) e
Tel : ea—> gy.»ry con (Tel)E=Telg : AeE —> p{ec — F eE.

1) ¢ & iniettiva:
se per Te€ Hom; (A; s{ec — F}) con T0 fosse (T)=0 si avrebbe
Y(T)¢=0. Poiche esiste aeA con T(a)0 & anche T(a)°0; allora:

xo(Tele)[a @ 1]1=4(T)a® 1]=
=x°[T(@) ® 1]1=T(@)(1 @ 1)=0.

Assurdo, poiché Y(T) =0.

2) ¢ & suriettiva:

sia @ : s{gea—> F}—> Hom, (AeG; F(C)) la mappa lineare tale che
@(T)=TC. ¢ & iniettiva poiché¢ se T¢=0 e TE0 esisterebbe a ® e€
A @ E, denso in AcE, [4], pag. 46, con TE(a ® e)%0. Se n.: C—E
¢ la mappa (lineare e continua) tale che n.(y)=+ve, Y€C, e€E,

Fo) o T[a @ 1]1=0=T*a Q e).

Assurdo. Quindi se T¢=0, TE=0 VE€ Ob(HK). Indicato con m I’isomor-
fismo,

1 : Hom; (AeC; F(C)) = Hom; (A; F(C)), n(Dlal=la® 1)
e con 7’ l’isomorfismo,
1’ : Homs (A; F(C))— Hom; (A; s{ec — F}), n'()=(x)"o1,

le mappe ¥ e n’on o sono 1'una l'inversa dell’altra, (da cui la surietti-
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vita di ). Si ha, infatti, se T€s{ea—> F},
@o(n omo@)[T]1=x0[{(X) e nU)}el].

La C-componente di quest’ultima & la ¥ o [{(x)'om(T€)}elc] che coin-
cide con T€¢ poiché:

xEe H{x) e n(T)}elclla @ 11=xT{X) [T ® D]} @ 1].

GO UT @@ 1)]=S€p{ecc—>F} con S(1Q1N=T®1). Allora
S ® 1)=8(1 Q 1)=TC%a @ 1). Risulta facile verificare che anche
le E-componenti, VE€ &b(HK), dei morfismi T e yo [{(x6)'on(TC)})el]
coincidono.

3) ¥ & isomorfismo (algebrico e) topologico:

Iinversa della ¢, 1’ oMo, & continua poiché su ,{es—> F} vi ¢ la
topologia relativa dalla topologia di X{Hom; (AcE; F(E)), VE€ Ob(X)},
[2], pag. 150. Resta allora da dimostrare che la ¢ & continua per il
che ¢ sufficiente dimostrare, [2], pag. 150, che le

{F ;. Homy (A; »{ea—> F}) — Hom, (Aee; F(E)),

YE(T)=%F o (Telg) sono continue VEe€Ob(H). Poiche il funtore er &

fortemente continuo su £ (e compatto-continuo su K <(£QEC), [3],

pag. 672, e poiché la x® & continua, le {¥ sono senz’altro tutte continue.
La generalizzazione ¢ dimostrata.

OsserVAZIONE 1. Sia (B) la categoria degli spazi di Banach e
()™ : (B)— (B) il funtore biduale forte che associa ad ogni Ee©b(B)
E** biduale forte di E e ad ogni o€ Hom, (E: ; E;) “pe Hom, (E{*; F57)
bi-trasposta della ¢. La verifica che ()™ & fortemente continuo & facile,
che ()™ non sia funtore di Schwartz ¢ dimostrato in [1]. Risulta:
olec—> ()"} =C; infatti, se ve€p{ec—> ()"} & lelemento tale che VE,
E-componente di v, & cosi definita, vE(x)=uv., v:: E*—= C, v(a)=a(x),
e se T€p{ea—> ()"} e T°(1)=w,, allora TC=yv°. Si ha, in conseguenza,
T=yv poiché

TE1 ® e)=T" (1 ®: 9)(1 ® 1)=
="@e o (W1 @ D)="9vy)=v5e=(W)1 & e)
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se @, : C— E & la mappa (lineare e) continua con @.(x)=xe. L’ipotesi b)
resta soddisfatta; la x di a), in questo caso, ¢ la seguente:

VEeOb(B), x* : s{ec— ()" }eE = F(E)=E", x*[xv ® e]=1z. .
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