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SULLA INTERPOLAZIONE MULTILINEARE

ANGELO FAVINI *)

Premessa.

Uno degli scopi della presente ricerca è quello di stabilire risultati

di interpolazione per operatori multilineari, definiti sul prodotto di certi
spazi vettoriali topologici.

D’altra parte, è noto che, se E, F, G sono spazi di Banach, lo spazio
degli operatori bilineari continui da E X F a G è isometricamente iso-

morfo allo spazio degli operatori lineari continui da E ~1t F a G, dove
E F è il prodotto tensoriale di E e F, munito della topologia 7t.

Ciò ha motivato lo studio di diverse topologie tensoriali in relazione
alla proprietà di interpolazione.

Poichè esse ricorrono spesso nel corso della trattazione, abbiamo
creduto opportuno ricordare alcune definizioni.

1) Se (Eo, IL Il Eo), (E1, IL IIE1) sono due spazi di Banach, E1 si dice
immerso (immerso densamente) in Eo se:

(e Ei è denso in Eo).
Nel caso che C ---1, si parla di immersione normale (cfr. [ 9 ] , pp.

88-89).

2) Siano { Ea }, { F~, (O~(1~l), due famiglie di spazi di Banach, con
oc, 1 ] , è immerso densamente in Ea ;

*) Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico, Università di Bologna.
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a, 1 ] , è immerso in F~ .

Si dice che { E~} (o  a  1 ), ha la proprietà di interpolazione (rispet-
tivamente, di interpolazione f orte) relativa a ( F« ) } (o  a,  1 ), se per ogni
operatore lineare T : E1 - Fi , continuo da Eo a Fo e da E1 a Fi , accade
che T è continuo anche da Ea a Fa , Va E [0, 1 ] , cioè:

(rispettivamente, se ogni sottofamiglia (Ea} } di {Ea} } ha la

proprietà di interpolazione ralativa alla corrispondente sottofamiglia ( F« ) }
di { F« }).

Si parla di interpolazione normale se vale (i) e, inoltre,

infine, la proprietà di interpolazione si dice stretta, se è forte e:

3) Una famiglia (0~a: 1), di spazi di Banach forma una scala
normale continua su [o, 1 ] se:

1) a, 1 ] , è immerso normalmente in Ea ;

Una tale famiglia si dice regolare se per

(cfr. [9], p. 107).

4) Uno spazio limite proiettivo stretto (spazio LPS) E, è uno spazio
localmente convesso, separato, esprimibile come E = n Ei (I intervallo

1
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della retta reale), munito della topologia proiettiva determinata dagli
spazi di Banach Ei e tale che:

1 ) E è denso in ogni Ei ;

2) i  j # Ej è immerso normalmente in Ei , (cfr. [6], p. 40).

Uno spazio limite induttivo stretto (spazio LIS) F, è uno spazio 1o-
calmente convesso e separato F = U Fn , dove F è munito della topologia

n

induttiva definita dalla successione di spazi di Banach Fn soddisfacenti
la condizione che Fi è immerso in Fj , per i C i, e la topologia indotta su
Fi da quella di Fj è meno fine di quella iniziale su Fi .

1. Operatori multilineari e spazi di interpolazione.

Il punto di partenza della nostra ricerca è costituito dal seguente
risultato (cfr. [ 15], p. 354):

PROPOSIZIONE 1.1. Siano E, F, G rispettivamente uno spazio di

Fréchet, uno spazio vettoriale topologico metrizzabile, uno spazio local-
mente convesso.

Se B è un operatore bilineare separatamente continuo da E X F a G,
allora B è continuo da E X F a G.

Come prima conseguenza della Proposizione 1.1, stabiliamo il se-

guente

TEOREMA 1.1. Siano {E~l)}, ... , { Eàn&#x3E; } (0  oc  1 ), n &#x3E; 2,
scale normali continue di spazi di Banach, aventi la proprietà di interpo-
lazione (rispettivamente, di interpolazione forte) rispetto alla famiglia di
spazi di Banach { Fa } (0~1a,~1).

Se B è un operatore n-lineare continuo da X Eò1iJ X ... X E òn)
a Fo e da E il) X E12) X ... X E(ln) a F~, allora B è n-lineare continuo

da X E (Z) X ... X a Fa , Vae [0, 1 ] ;

(rispettivamente, se B è un operatore n-lineare continuo das E(’) X X

X ... X a Fa e da X X ... X a Fy, allora B è n-li-
neare continuo da

DIMOSTRAZIONE. Proviamo l’affermazione per n=2. Poichè B è
continuo da X a Fi (i=0, 1 ), B è separatamente continuo, cioè:
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y), è un operatore lineare e continuo da E(21
a Fi , (i=0, 1);

Syl : x - B~(x, y~), è un operatore lineare e continuo da 
1).

Dalla ipotesi sulla proprietà di interpolazione segue:

T, è lineare e continuo da Ej" a Fa, e, Sy, è li-
neare e continuo da a F~ , a e [ 0, 1 ] .

D’altra parte, se B(xi , 
Quindi, in base alla Proposizione 1.1, B è un operatore bilineare conti-
nuo da Ejl) a Fa , 1].

Ora, sia n = 3.
Sfruttiamo i seguenti isomorfismi isometrici canonici (cfr. [2],

p. 120):
Denotiamo con E2 , E3 ; F) lo spazio degli operatori 3-lineari

continui da Ei X E3 a F (Ei , E~ , E3, F spazi di Banach), munito
della norma abituale (che ne fà uno spazio di Banach). Allora:

Sia B un elemento di L(E&#x26;1), Eò2), EÒ3); E12), F~).
Allora, a B corrisponde biunivocamente un operatore UB apparte-

nente a L(Eõ1), Eò2); Fo)) n E12~; L(Ef3), F1)).
Ciò implica che:

l’operatore UB, x definito da: UB, x(y) = UB(x, y), è lineare e con-
tinuo da Eó ~ a @ Fo);

l’operatore VB, y definito da: VB, y(x) = UB(x, y), è lineare e con-
tinuo da Eòl) a Fo).

Ora, per ogni a UB, x corrisponde biunivocamente un ope-
ratore bilineare continuo UB, x da X a Fo.

Analogamente, per ogni a corrisponde biunivocamente
un operatore bilineare continuo da Eò1) X a Fo .

Ma, per ipotesi, lo stesso discorso può essere ripetuto considerando
Us appartenente allo spazio L(E(1), L(E (3) , F~)). Quindi, valgono
le seguenti implicazioni:
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è un operatore bilineare continuo da E=2~ a F,
(i=O, 1);

Vs, y è un operatore bilineare continuo da a Fi
(i# 0, 1).

Applicando il risultato ottenuto per n = 2, allora:

è bilineare continuo da X E~3~ a Fa , ae [0, 1 ] ;
è bilineare continuo da &#x3E;C a Fa , ae[0, 1].

Cioè,

VxcE(1), Us, x è lineare e continuo da a F~) e VB, v
è lineare continuo da E la (1) a L(Ea3~ , [o, 1 ] .

D’altra parte, UB(x, y)=UB,x(y)==VB,y(x). Quindi UB è bilineare con-
tinuo da a F«), come conseguenza della Proposizione 1.1.

Cos , per la identificazione (i), B risulta 3-lineare continuo da
X E~2~ X Ep) a Fa , 1 ] .
In modo del tutto analogo, cioè, sfruttando gli isomorfismi:

validi per ogni naturale n, (cfr. [ 2 ] , p. 105), si ottiene il risultato per
n=4, 5, ...

Finalmente, anche l’affermazione relativa alla interpolazione forte
è provata per mezzo d~el medesimo ragionamento.

APPLICAZIONE. Sia {Ha.}~(0:5a.:51), una scala normale continua di
spazi di Banach, avente la proprietà di interpolazione relativa a se stessa.

Se Ho e H~ sono due algebre di Banach, allora su Ha si può definire
una norma 111 J Illa, equivalente alla norma originale J J tale che

(Ha , II1 J 111a.) è anch’essa un’algebra di Banach, 1 [ .

In altre parole, interpolando fra algebre di Banach, si ottengono al-
gebre di Banach.

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi, l’operatore O definito da

è un operatore bilineare continuo da Hi X Hi a (i= 0, 1).
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Il Teorema 1.1 permette allora di dedurre la esistenza di una co-
stante C« , tale che:

Infatti, che esista una costante C per cui il B(x), y) ~ 
(x, y) E E X F, è condizione necessaria e sufficiente

perchè un operatore bilineare B sia continuo da E X F a G, E, F, G
spazi di Banach.

Ma allora, su H~, può essere definita una norma equivalente alla

data, che rende Ha un’algebra di Banach, (cfr. [3], pp. 274-275).

OSSERVAZIONE. Dalla dimostrazione, risulta chiaro che le prove
precedenti restano valide anche nel caso che le famiglie di spazi cor-si-
derate non siano scale normali continue di spazi di Banach, ma abbiano
certe proprietà di interpolazione; (ciò implica, fra l’altro, che gli spazi
sono legati dalla relazione di immersione densa).

Infine, notiamo che la Proposizione 1.1 vale anche per spazi più
complessi degli spazi di Banach.

In particolare, possiamo stabilire i due seguenti teoremi:

TEOREMA 1.2. Siano ( E« ) , { Fa }, { G~ } (0  a  1 ), tre famiglie di
spazi LPS:

Gli spazi Ea , Fa , Vae [0, 1 ], siano metrizzabili (è sufficiente sup-
porre per esempio, che gli insiemi di indici I, J coincidano con N) e:

1) Viel, la famiglia { Ea, i } ~(0  oc _ 1 ), abbia la proprietà di in-

terpolazione rispetto a ciascuna delle famiglie { Ga, k l (O:!5a::51);

2) la famiglia { Fa, ~ } (0:5(1,:::; 1), abbia la proprietà di in-

terpolazione relativa a ciascuna delle famiglie { Ga, k} } (0 _ ~oc~  1).

Allora, se B è un operatore bilineare continuo da Eo X Fo a Go e da
E1 &#x3E;C F~ a G~, B è un operatore bilineare continuo anche da Ea X F«
a Ga , 1].

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo x0EE1. Dalle ipotesi segue che l’ope-
ratore T,,,,, definito da:
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è lineare e continuo da Fo a Go e da Fi a G1 . Cioè, (cfr. [6], p. 41),

è lineare e continuo;

è lineare e continuo.

Supponiamo, per esempio, j  l.
Allora è lineare e continuo da Fo, i a Go, k . Cos , in virtù delle

assunzioni, T, si prolunga come operatore continuo da 
1 ].

Ma ciò equivale a dire T, è continuo da Fa a Ga , 0::5,a::5 l.
Ragionando in maniera analoga, si deduce che l’operatore

è lineare e continuo da Ea a Ga , Vae [0, 1 ] .
Quindi, B è continuo da Ea. X Fa. a Gx, in base alla Proposizione

1.1 e al fatto che:

TEOREMA 1.3. Siano { Ea }, { Fa}, } (0  a:5 1 ), tre famiglie di
spazi localmente convessi, Ea ed Fa spazi LPS, cioè:

Ea = n E«,; , F~ = n F a., j, come nel Teorema 1.2, ma G r~ sia uno
i i

spazio LIS, G r~ == U Valgano le ipotesi 1) e 2) del Teorema prece-
dente. 

n

Allora, se B è un operatore bilineare continuo da Eo X Fo a Go e
da E1 X F~ a G1, B è continuo anche da E« X Fa a G~ , Va e [0, 1 ] .

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo. xoeEi . L’operatore T,,,,, definito da:

è lineare e continuo da Fo a Go e da Fi a Gi . Quindi, in base alla carat-
terizzazione di tali operatori, (cfr. [ 5 ] ), si ha che:

è lineare e continuo;

ùkel, l E j, i è lineare e continuo.
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Poniamo m = max ( i, k), n=max (j, l ) . Allora T, risulta lineare e
continuo da Fo, m a Go, n e da Fi, m a G1, n .

In forza della assunzione2), T, è lineare e continuo da Fa, m a Ga, n ,
a,[0, 1 ] . Quindi, lo è anche da Fa a Ga (cfr. [5]).

Questo ragionamento si ripete per dimostrare che l’operatore Syo ,
definito da: yo), è lineare e continuo da Ea a Ga , a E [ 0, 1 ] .

A questo punto, la prova è terminata, essendo sufficiente applicare
la Proposizione 1.1.

La proposizione 1.1 non consente di stabilire affermazioni analoghe
alle precedenti nel caso che nessuno degli spazi su cui l’operatore bili-
neare B è definito, sia metrizzabile. Questo si verifica quando, per esem-
pio, essi sono spazi limiti induttivi.

Si può, però, in certi casi, rimediare a simili inconvenienti. Infatti,
ricordiamo la seguente proposizione (cfr. [ 15 ] , p. 421):

PROPOSIZIONE 1.2. Siano F, G due spazi localmente convessi, duali
forti di spazi di Fréchet riflessivi, ed E sia o uno spazio normato o il

duale forte di uno spazio di Fréchet riflessivo.
Allora ogni operatore bilineare separatamente continuo da E X F

a G è continuo.

TEOREMA 1.4. Siano { E~ }, { Fa }, { GQ } tre famiglie di
spazi LIS ed E~ , Fa , Ga risultino spazi duali forti di spazi LPS riflessivi
e di Fréchet, 1 [ .

Le famiglie { Ea }, { Fa } (0  ~oc  1 ), abbiano la proprietà di interpo-
lazione relativa alla famiglia { Ga } (0  ~c  1).

Se B è un operatore bilineare continuo da Eo X Fo a Ga e da E1 X Fl
a G~, allora B è continuo anche da Ea X Fa a Ga., Va e [0, 1 ].

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo f E E1. L’operatore definito da:

g), è, per ipotesi, lineare e continuo da Fo a Go e da F1 a G1 .
Quindi, si può concludere che T f è lineare e continuo da Fa a Ga ,

1]. Analogamente, l’operatore Sg , geF~ , tale che:

è lineare e continuo da Ei a GÌ , 1, e quindi, anche da Ea e Ga ,
per ~e[0, 1 ] . Allora, in virtù della Proposizione 1.2, B è un operatore
bilineare continuo da Ea X Fa a Ga , cc~[0, 1 ] .
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OSSERVAZIONE 1. Condizioni sufficienti ad assicurare che le f ami.

glie { Ea } e {F,.} } abbiano la proprietà di interpolazione relativa alla fami-
glia {GaL sono quelle enunciate a proposito degli spazi LPS nel Teo-
rema 1.2.

OSSERVAZIONE 2. Le ipotesi del Teorema 1.4 sono soddisfatte nel
caso in cui Ea , Fa , Ga. sono limiti induttivi stretti di spazi di Hilbert:

e la famiglia {G~.,,} } (0:c~l), ha la proprietà di interpolazione rela-
tiva alle f amiglie {J

Infatti, (cfr. [7], p. 363), il duale forte di uno spazio LIS E= 
n

En spazio dai Banach riflessivo, coincide (algebricamente e topologica-
mente) con E’ = 

n

Inoltre, se } (0:5 a 1), ha la proprietà di interpolazione ri-

spetto a { E~, m } e a allora } e } hanno la proprietà di
interpolazione relativa a { Ga, p }, (cfr. [4], p. 381). Ciò implica (cfr.
l’Osservazione 1), che { Ea }, { F~ } (o  ~  1 ), hanno la proprietà di inter-
polazione relativa a ~{ G~ } (  ~oc  1 ).

Finalmente, poichè E~, m , F~, n , G~, p , 1 ] e Vm, n, peN,
sono spazi dai Hilbert, si ha (cfr. [8], p. 296):

2. Prodotti tensoriali.

Ricordiamo la definizione di prodotto tensoriale di due spazi vet-
toriali, (cfr. [ 11 ] , pp. 82-83).

Siano E, F due spazi vettoriali. Denotiamo con E D F lo spazio vet-
toriale i cui elementi sono le combinazioni lineari formali

dove solo un numero finito dei coefficienti complessi ax, y sono diversi
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da 0 e le operazioni di addizione e di moltiplicazione scalare sono defi-
nite nel solito modo.

Sia N il sottospazio di E D F generato da tutti i vettori del tipo

Il prodotto tensoriale (algebrico) E 0 F è allora lo spazio quoziente
E0F=BDF/N.

Se p è la restrizione dell’applicazione 
allo spazio E X F, si pone p(x, y) = x (9 y.

Si può definire anche il ,prodotto tensoriale di due operatori. Preci-
samente, (cfr. [ 15 ] , p. 406):

Se E, F, E1 , Fi sono quattro spazi vettoriali sul campo complesso
e U : E -~ Ei , sono operatori lineari, allora c’è un solo ope-
ratore lineare da E Q F a E1 0 Fi , detto il prodotto tensoriale di U e
V, e denotato con U Q V, tale che:

Noi considereremo tre topologie tensoriali, cioè, il prodotto tenso-
riale hilbertiano, il prodotto tensoriale proiettivo e il prodotto tensoriale
E (o di convergenza bi~equicontinua).

I. Il prodotto tensoriale hilbertiano.

Ricordiamo la seguente:

DEFINIZIONE 2.1. Siano H e K due spazi di Hilbert, con prodotto
intero ( , ); (i=0, 1), rispettivamente.

Allora lo spazio vettoriale H (9 K può essere strutturato come uno
spazio pre-hil’bertiano attraverso il seguente prodotto scalare:

Lo spazio dei Hilbert ottenuto completando tale prodotto tensoriale
verrà denotato con H @-r K.
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Per la definizione della topologia t si può vedere [ 11 ] , p. 83 e [ 12 ]
p. 197 e ss.

TEOREMA 2.1. Siano { Ha }, } (0 a 1 ), due scale normali con-
tinue di spazi di Hilbert. Allora anche la famiglia { Ha @-r Ka } (o _ a _ 1)
è una scala normale continua di spazi di Hilbert.

DIMOSTRAZIONE. Dalla (i) di Definizione 2.1 segue che:

Ciò implica che:

Per ipotesi, Hl e Ki sono densi in e K~ , Vale [ o, 1 ] , rispettiva-
mente. Sia u (3 v un elemento di Ha 0r spazio pre-hilbertiano il cui

completamento è Ha Per ipotesi, allora:

Si ha, ponendo per brevità,
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Quindi, per t * ) -~ 0.
Questo significa che esiste un 0 vn E Hl 0r Ki , per cui:

D’altra parte, lo spazio pre-hilbertiano Ha 0~ Ka è denso in

Ha 0T Ka , per definizione stessa di completamento. Segue che anche
Hi 0~ Ki è denso in ciascuno degli spazi Ha. 0~ K. -

Per la stessa ragione, le disuguaglianze (1) e (2) si prolungano agli
spazi completati. Che la scala sia continua è conseguenza della defini-
zione di prodotto interno ( , della continuità delle scale { Ha },
{ Ka } e della densità degli spazi in oggetto.

COROLLARIO. Sia { E~ } (0  ~oc  1 ), una scala massimale, (cfr. [9],
p. 109), e sia { H~ é, Ka } (0  a  1 ), una scala come nel Teorema 2.1.

ha la proprietà di interpolazione stretta relativa alla famiglia
(H« é, Ka i.

DIMOSTRAZIONE. Conseguenza del Teorema 2.1 e delle proprietà
delle scale massimali, (cfr. [9], p. 111).

~: noto (cfr. [ 12 ] , p. 199) che il duale forte di H é, K, H e K
essendo spazi di Hilbert, coincide con 7;T 0r K’. Segue:

PROPOSIZIONE 2.1. Se le scale normali continue { Hà }, { Ka }
(0 ~c _ 1 ), di spazi di Hilbert sono regolari, allora è regolare anche la
scala {H~, Q§« Ka} (Uoc 1).

DIMOSTRAZIONE. Sia f 0 g un elemento di
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Dunque, per ogni elemento del tipo f o g E H’a 0~ K’a , la Proposi-
zione 2.1 è vera. D’altra parte, ogni elemento di H’a ®.~ K’a è il limite

di una successione di elementi della forma li 0 VieN, per la densità
di H’a 0T K’a in H’a 0T K’« . Si ottiene, in tal modo, l’affermazione.

COROLLARIO. Siano { H~}, } (0~0,~1), due scale normali con-
tinue regolari di spazi di Hilbert. Allora la scala ( H« @-r K~ } (O:!5~ oc  1)
ha la proprietà di interpolazione normale relativa a qualsiasi scala mi-
nimale.

DIMOSTRAZIONE. Per la Proposizione 2.1, la scala { H~ ~.~ K«) } è

regolare; quindi, essa ha la proprietà di interpolazione normale relativa
a ogni scala minimale, (cfr. [9], p. 108).

Ricordiamo ora che, se H, K, H’ , Ki sono spazi di Hilbert, e U, V
sono due operatori lineari e continui da H a Hi e da K a K, , rispetti-
vamente, allora l’operatore I~ (9 V è lineare continuo da H 0~ K a

(cfr. [ 12], p. 197). Denotiamo con U (8) V’ il prolungamento di U 0 V
allo spazio H 0~ K: esso è lineare e continuo da H (g)", K a Hl 1 (8)", K~ .

Questi richiami permettono di stabilire il seguente:
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TEOREMA 2.2. Siano (E«), { Fa }, (H«), { K~ } (0a 1 ), scale nor-
mali continue di spazi di Hilbert e } (rispettivamente, { Fa } ) abbia la

proprietà d’interpolazione normale [rispett., stretta] relativa a { Ha } (ri-
spettivamente, a { K~ } ).

Se U e V sono operatori lineari e continui da Ei a Hi e da Fi a K~ ,
(i = 0, 1 ), rispettivamente, allora U é V è lineare continuo da Ea @-r Fa

nel secondo caso,

DIMOSTRAZIONE. Dalle ipotesi segue che:

U è un operatore lineare e continuo da Ea a Ha e

V è un operatore lineare e continuo dal Fx a Ka e

Quindi, (cfr. il richiamo precedente il Teorema), U ® V è continuo
da EQ 0~ F. a Ha. e:
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Ma allora, il prolungamento di U 0 V a Ea F« è continuo da

E« 0-r F CI. a H CI. [O, 1 ] .
D’altro canto, la norma di U 0 V come operatore da E« 0-r Fa a

Ha è conservata quando l’operatore viene prolungato a Ea. 0-r Fa .
Per cui:

In modo simile si prova l’affermazione relativa alla interpolazione
stretta.

Notiamo che, se H e K sono due spazi ~di Hilbert, il prodotto ten-
soriale completato H Q9~; K può essere identificato con lo spazio degli
operatori di tipo Hilbert-Schmidt da H’ a K, (cfr. [ 12], p. 199).

TEOREMA 2.3 . Siano ~{ H~, }, ( K« ) (O::5a::5 1 ), due scale normali con-
tinue di spazi di Hilbert, e Ha, Ka , a e ] 0, 1 [, siano ottenuti da Ho , Hi
e da Ko , K1, rispettivamente, attraverso il metodo complesso (di Calde-
ron), cioè {Ha}, {Ka} siano delle AK-scale.

Allora anche la scala { Ha Q9~; K« ) } (o _ ~ _ 1), è una AK-scala.

DIMOSTRAzIONE. Sia V l’insieme delle funzioni 1&#x3E;’, definite su

{ z E C, 0::5 Re z  1 }, a valori in tali che:

1) (~&#x3E; è limitata e continua dal

2) D è analitica da

è continua e limitata da

Su V si definisce la norma:

(V, ~ ~ è uno spazio di Banach.
L’insieme lB« di tutte le funzioni OEV tali che O(a)=0, è un

sottospazio chiuso di 1~. Denotiamo con } (0a 1) lo spazio quo-
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ziente la cui norma è definita da:

(cfr. [9], p. 132).
,.... ,....

i (0a 1), con Ko , K1, è la AK-scala
costruita da e 4h .

Analogamente, denoteremo con Bt) " 0" gli spazi corrispondenti di
11) relativi alle coppie Ho , H1 ~ e Ko , K, , per cui:

Supponiamo xeHtI., y E Ka . Allora:

Ora,

Poniamo ~ «z). Allora:

1) Dalle proprietà di p segue che la funzione cos  defi-
nita appartiene a B1). Inoltre:
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Ciò implica che, poiché i

Ora, (cfr. [ 10 ] , p. 150), se denotiamo con AK(Eo , E1 , a) lo spazio
di Hilbert ottenuto da Eo e £1 (Ei spazio di Hilbert, i = 0, 1), corrispon-
dente a a,]0, 1 [ , allora:

Quindi, ragionando come nella .prima parte della dimostrazione,

Cioè:

Notiamo che ~’a e K’« sono spazi di Hilbert e si sa che la
topologia su Ha Q9 Ka che rende quest’ultimo uno spazio pre-hilbertiano
e il suo completamento uno spazio di Hilbert, è unica ed è propria la
topologia T.

In altre parole, esiste una sola topologia hilbertiana tale che:

D’altro canto, è uno spazio di Hilbert, per cui

Si può dunque concludere é, K’a .
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Ma allora, per dualità

Ciò conclude la prova.

II. Il prodotto tensoriale proiettivo.

Ricordiamo la seguente:

DEFINIZIONE 2.1’. Siano E, F due spazi normati; la topologia proiet-
tiva, o ~-topologia, su E Q F è la topologia definita dalla norma:

dove l’estremo inferiore è calcolato su tutti gli insiemi finiti di coppie
(Xi, yi) tali che:

~

(cfr. [ 15 ], p. 435).

Per le proprietà del prodotto tensoriale proiettivo di due spazi nor-
mati, o, più in generale, di due spazi vettoriali topologici localmente
convessi, rimandiamo al citato testo di Treves (cfr. [ 15], pp. 434-445).

TEOREMA 2.1’. Siano { E~ }, { F~ (0.-5 a- 1), due scale normali con-
tinue di spazi di Banach. Allora la famiglia { E~ Fa} (0a 1), di

spazi di Banach Ea. @1t E« gode delle seguenti proprietà:

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo 0~c~P~l. Allora,

con xieep, i =1, 2, ..., n.
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Ora,

poichè

Cioè

n

Sia ora 6 == 1: Xi Q9 yi un qualunque elemento di Ea Qx Fu..
i=1

Poichè Xi e Eu., yz E Fa , per ogni indice i che compare nella espres-
sione di 9, e poichè { E~ }, { Fa }, (o  oc _ 1 ), sono scale normali continue:

Valutiamo Si ha:
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= (poichè il prodotto tensoriale 0 è un operatore bilineare da

Facendo tendere k all’infinito, quest’ultima somma tende a 0, in

virtù di (i) e di (ii). Quindi, E1 0~ Fi è denso in Ea Fa , Vae[0, 1 ] .
D’altra parte, per definizione, Ea (5)1f; Fa è denso in Ea 0~c Fa . Quin-

di, anche Ei 0n Fi è denso in Ea @1f; Fa .
Ciò è sufficiente anche per concludere che la disuguaglianza (*) si

prolunga ai completamenti, cioè, per affermare che:

OSSERVAZIONE. Dalla prova del Teorema 2.1’ segue che questo
resta valido nella sola ipotesi che:

~c, ae[O, 1 ] , ~oc  ~3 ~ Ef3 e Fø sono immersi normalmente in Ea e Fa , ri-
spettivamente.

TEOREMA 2.2’. Siano { E~ }, { Fa }, { Ga }, » (0:5rL:51), famiglie
di spazi di Banach ed { Ea } (rispettivamente, ( F«)) abbia la proprietà di
interpolazione normale [stretta] relativa a { Ga (rispettivamente, a ~{H~;}).
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Se U e V sono operatori lineari e continui da Ei a Gi e da Fi a Hi ,
(i= 0, 1), rispettivamente, allora il prolungamento U é V di U ® V a
E« @1C Fa è lineare continuo da Ea a Ga @1C H~, , a e [0, 1 ] e

nel secondo caso,

DIMOSTRAZIONE. Si sa, (cfr. [ 15], p. 444), che, dati quattro spazi
di Banach E, F, G, H e due operatori U E L(E, G), V E L(F, H), l’ope-
ratore lineare U 0 V è continuo da E F a G e

quindi, la prova è analoga a quella del Teorema 2.2.

Siano E, F, G tre spazi normati; allora lo spazio B(E, F; G)=
= L(E, F; G) degli operatori bilineari continui da E X F a G è isome-
tricamente isomorfo allo spazio L(E ®T F, G) degli operatori lineari e
continui da E F a G (cfr. [ 15 ] , p. 443).

TEOREMA 2.3’. Siano { E~ }, { Fa }, { Ga } (0a 1 ), tre scale nor-
mali continue di spazi di Banach ed { Ea }, { Fa } abbiano la proprietà di
interpolazione relativa a { G~}.

Allora, se T è un operatore lineare continuo da Eo @1t Fo a Go e
da a G1, T è continuo anche da a 1 ] .
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DIMOSTRAZIONE. Consideriamo la restrizione di T a Ei ~1t F~ , &#x3E;

1. In virtù della identificazione richiamata sopra, a T corrisponde
biunivocamente un operatore bilineare continuo BT da Ei X Fi a Gi
(i* 0, 1).

Dalle ipotesi, utilizzando il Teorema 1.1, segue che Br risulta bili-
neare continuo da Ea X Fa a Ga , 1 ] . A BT corrisponde, attraverso
a Ga , che coincide con T, per la densità di E1 F~ in ogni Ea ~1t Fa .

Il prolungamento di T a Ea @1t Fa è, di conseguenza, lineare e con-
tinuo da Ea a Ga , 1 ] .

COROLLARIO. Siano {E(1)a}, {E(2)a}, ..., } scale normali continue
di spazi di Banach su [O, 1 ], n &#x3E; 2, aventi la propYietà di interpolazione
relativa alla famiglia ( Fi) } (o  o~  1 ), d i spazi d i Banach.

Se T è un operatore lineare continuo da ... 

Fi, 1, allora T è continuo da ... Fa , Va E [O, 1 ] .

DIMOSTRAZIONE. La prova corre come quella del Teorema 2.3’,
in base al Teorema 1.1 e al fatto che:

OSSERVAZIONE. Si supponga che le scale che entrano nello enun-
ciato del Teorema 2.3’ siano AK-scale. È noto, allora, (cfr. [ 1 ] , p. 120),
che:

Dunque, si può dire che:
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In particolare, vale una affermazione analoga per oc, 03B2, y e [0, 1 ] ,
dal momento che le AK-scale hanno la proprietà di interpola-

zione stretta relativa l’una all’altra.

Infine, se 1 ] , allora:

cioè, la famiglia } (o  ~a  1 ), è regolare.

Nota. Ricordiamo che, se H e K sono due spazi di Hilbert, il duale
forte di H K coincide con lo spazio L(H’, K), munito della topologia
forte d’operatore, (cfr. [15], p. 498).

Finalmente, lo stesso spazio H éx K non è altro che lo spazio degli
operatori nucleari da H’ a K, munito della norma-traccia, (cfr. [ 15 ] , pp.
495-496).

III. Il prodotto tensoriale s (o di convergenza bi-equicontinua) . 
’

PROPOSIZIONE 2.1". Siano E, F due spazi normati. Sullo spazio
vettoriale E Q9 F viene definita una topologia s associando a ogni ele-
mento u di E Q9 F il numero positivo:

La ap~p~licazione : u 2013&#x3E; j risulta essere una norma su E Q F
ed è precisamente la norma indotta su E Q F da

(cfr. [ 14], Exposé 7, pp. 5-6). 
-

In seguito, denoteremo con E é, F il completamento di E 0e F.
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TEOREMA 2.1 ". Siano { Ea }, { Fa } (0  a  1 ), due scale normali con-
tinue di spazi di Banach. Allora:

1 ) 1 ~ E~ ®e F~ è immerso normalmente in E« é, Fa..
2) Se gli spazi Ea., Fa sono riflessivi, a e [0, 1 ], e ~3, ye [0, 1 ],

c~~y

allora:

DIMOSTRAZIONE. 1) Per ipotesi,

Quindi,

Segue che:

E allora:
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Ciò implica:

Ora ricordiamo che (cfr. [ 15 ] , p. 440): 
- -

Se E, F sono due spazi normati, allora E 0c F è denso in E 0c F,
E e F essendo i completamenti di E e di F, rispettivamente. Nel nostro
caso, lo spazio normato (Ei, jj ] è, per ipotesi, denso in (Ea., Il ] 
e quindi, il completamento di rispetto alla norma ll llEa co-

incide con Ea .
Cos , da queste osservazioni, segue che E1 0e Fi è denso in ciascuno

degli spazi Ea 0e F« ; perciò, anche E1 0e F1 è denso in Ea ée F.. ,
1 ] .

Ciò implica, fra l’altro, che la disuguaglianza (1) si prolunga ai com-
pletamenti degli spazi.

2) Sussistono i seguenti isomorfismi:

Se F è riflessivo, F" = F. Quindi, B(E’, F’) =- L(E’, F).
D’altra parte, la topologia F- su E 0 F coincide, come è stato richia-

mato, con la topologia indotta da B(E’, F’) - L(E’, F).
Ma:

In base alla ipotesi (i), allora, si ottiene la disuguaglianza (*).

COROLLARIO 1. Nelle ipotesi del Teorema 2.1", se vale la condi-
zione 2) (i) dello stesso teorema, allora la famiglia { E~ é. F~} } (o _ ~oc  1 ),
forma una scala normale continua di spazi di Banach.

DIMOSTRAZIONE. Per il Teorema 2.1", rimane da verificare ~la con-
tinuità della scala. D’altronde, ciò è conseguenza della definizione di

I I 1 ] , e della continuità delle scale { E~ } e {F~}.
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COROLLARIO 2. Una scala massimale ha la proprietà di interpola-
zione stretta relativa a ogni scala del tipo { E~ Qge Fa } (0:5 a::5 1).

DIMOSTRAZIONE. Dis~cende dal fatto che ogni scala massimale ha
la proprietà d’interpolazione stretta rispetto a qualsiasi scala normale.

Adoperando il medesimo ra~gionamento per dimostrare il Teorema
2.2’ e servendosi di un risultato concernente il prodotto tensoriale di due
operatori, si prova il seguente:

COROLLARIO 3. Siano { Ea }, -{ Fa }, { Ga }, { Ha (0:5a:51), scale nor-
mali continue di spazi di Banach ed {E~} (rispettivamente, {Fa}) abbia la
proprietà di interpolazione normale [stretta] relativa a f{ G~} (rispetti-
vamente, a { H.~ }).

Se U e V sono due operatori lineari e continui da Ei a Gi (i = o, 1 ~
e da Fi a Hi (i = o, 1 ), rispettivamente, allora l’operatore U Q9 V, pro-
lungamento di U Q9 V a Ea Qge Fx , è lineare continuo da Ea Fa a

DIMOSTRAZIONE. Analoga a quella del Teorema 2.2’, in base al

fatto che:
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NOTA. Siano E, F due spazi di Banach ed E’ abbia la proprietà
di approssimazione, cioè, l’operatore identico su E’ può essere approssi-
mato, uniformememente su ogni sottoinsieme precompatto di E’, da ope-
ratori lineari continui di dimensione finita; (ricordiamo che ogni spazio
di Hilbert ha la proprietà di approssimazione, (cfr. [ 13 ] , p. 108)).

Allora lo spazio E’ 0e F può essere identificato con lo spazio degli
operatori lineari compatti dal E a F, (cfr. [13], p. 114).

IV. Relazioni f ra le topologie "e, 1t, E.

Ricordiamo il seguente lemma (cfr. [9], p. 151):

LEMMA. Sia Eo uno spazio di Hilbert, immerso normalmente nello
spazio di Banach E_1 . Allora esiste una scala normale continua di spazi
di Banach che connette i tre spazi E_1, Eo e E1= (E_1)’.

TEOREMA 2.1"’. Siano H1 e H2 due spazi di Hilbert. Allora esiste
una scala normale continua di spazi di Banach che connette gli spazi

DIMOSTRAZIONE. Segue dal Lemma, in conseguenza del fatto che:

OSSERVAZIONE. Abbiamo già ricordato che H1 Ò, H2 , H1 0~ H2,
H1 H2 sono topologicamente isomorfi allo spazio degli operatori com-
patti, di tipo Hilbert-Schmidt, nucleari, da H’l a H2 , rispettivamente.

Rileviamo, inoltre, che lo spazio degli operatori di dimensione finita
da H’1 1 a H2 è denso in ciascuno dai tali spazi, i quali risultano essere
proprio il suo completamento rispetto alle norme IL 
I I I è l’usuale norma 

_ ~ ~n , ( T I H~1 ~ H2 = [ ~ ~~] 1~~, dove i numeri reali positivi ~ sono
n n

gli autovalori ~dell’operatore positivo autoaggiunto (T*T)I/2. (cfr. [ 11 ] ,
p. 161 e [5]).

Cos , identificando con Hi, possiamo stabilire:
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COROLLARIO. Sia T un operatore nucleare da H1 a H , Hi spazio
di Hilbert per i=1, 2. Allora esiste aE]0, 1’[, tale che:

TEOREMA 2.2. Siano ( E« ), { F~ } (05,a51), due scale normali con-
tinue di spazi di Banach, { Ha }, { K~ } ( 0  a  1 ), due scale normali con-
tinue di spazi di Hilbert.

Se le famiglie { Ea e { F~ } hanno la proprietà di interpolazione rela-
tiva alla famiglia { Ha @~ } (05a.::; 1 ), allora anche { Ea é« F~ } ha

la proprietà di interpolazione rispetto a { Ha @~ K~ }.
DIMOSTRAZIONE. Sia T un operatore lineare e continuo da Ei é« Fi

a Hi é« Ki (i = o, 1). All’operatore T corrisponde biunivocamente, per la
proprietà della topologia 1t, un operatore bilineare BT , continuo da

Ei &#x3E;C Fi a Hi @-r Ki ~(i = o, 1). Dalle assunzioni, in base al Teorema 1.1,

segue che BT è bilineare continuo da £(1. &#x3E;C Fa a H~ Ò Ka , a E [ 0, 1 ] .
Cioè l’operatore T è lineare continuo da E(1. Fa a Ha é« K« .
Quindi, l’estensione di T a Ea; ®~ F(1. è continua da

COROLLARIO 1. Siano { Eai~ }, ~{ Ea2~ }, ..., 1 } (0  ~  1 ), n &#x3E; 2,
scale normali continue di spazi di Banach, { H« } e { K« } (0  ~a  1 ), due
scale normali continue di spazi di Hilbert.

Se { Ea~~,} ha la proprietà di interpolazione relativa a { H« @’t K« }
(0  ac  1 ), i =1, 2, ..., n, allora, se T è un operatore lineare continuo

da ®~ E(2) o @~ ... a Ho é, Ko e da ®~ E12~ ®~ ... é.E( n
a H~ @’t K~ , T è lineare continuo da

DIMOSTRAZIONE. Analoga a quella del Teorema 2.2"’, in base al
Teorema 1.1, per n &#x3E; 2 .

COROLLARIO 2. Valgano le ipotesi del Teorema 2.2"’ e, in più,
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le scale {B.} ~ {F.) siano scale massimali. Allora {E. F (1.} ha la pro-
prietà di interpolazione relativa a {Ha X Ka}.

DIMOSTRAZIONE. Infatti, {E,,} ed 1, F,,,} hanno la proprietà di inter-

polazione relativa a {~0~~.}, poichè {~~~a) (0:5a::5 1), è una

scala normale.

Osserviamo che il Teorema 2.2’" e i ~suoi Corollari rimangono validi
se si sostituisce la scala con una scala Gu. e L&#x26;
spazi di Banach, (cfr. Corollari 1 e 2 del Teorema 2.1").
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