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SULLA INTERPOLAZIONE MULTILINEARE

ANGELO FAVINI *)

Premessa.

Uno degli scopi della presente ricerca & quello di stabilire risultati
di interpolazione per operatori multilineari, definiti sul prodotto di certi
spazi vettoriali topologici.

D’altra parte, & noto che, se E, F, G sono spazi di Banach, lo spazio
degli operatori bilineari continui da E X F a G & isometricamente iso-
morfo allo spazio degli operatori lineari continui da E @ F a G, dove
E @ F ¢ il prodotto tensoriale di E e F, munito della topologia .

Ci0d ha motivato lo studio di diverse topologie tensoriali in relazione
alla proprieta di interpolazione.

Poiche esse ricorrono spesso nel corso della trattazione, abbiamo
creduto opportuno ricordare alcune definizioni.

1) Se (Eo, || ||z)s (E1, || ||z) sono due spazi di Banach, E; si dice
immerso (immerso densamente) in Ep se:

x€E; = x€E,, HdC>0, I x||le.=C || x ||z, » Vx€eE,

(e E; & denso in Eyp).
Nel caso che C=1, si parla di immersione normale (cfr. [9], pp.
88-89).

2) Siano {E,}, {F.} (0<a=<1), due famiglie di spazi di Banach, con
a, Bel0, 1], a<B= Es ¢ immerso densamente in E,;

%) Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico, Universitda di Bologna.
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a, Be[0, 1], a<B= Fg & immerso in F,.

Si dice che {E.} (0<a<1), ha la proprieta di interpolazione (rispet-
tivamente, di interpolazione forte) relativa a {F,} (0=<a=<1), se per ogni
operatore lineare T : E;—> F;, continuo da Ey a Fy e da E; a F;, accade
che T & continuo anche da E, a F,, Va€[0, 1], cioé:

(i) TeL(Eo, Fo)r L(E\, F1)= TeL(E., F,);

(rispettivamente, se ogni sottofamiglia {E,} (w=<a=<f), di {E,} ha la
proprieta di interpolazione ralativa alla corrispondente sottofamiglia {F,}
(w=<a=<f), di {F.)}).

Si parla di interpolazione normale se vale (i) e, inoltre,

I T llepsra <I T SN T l[2r, s

infine, la proprietad di interpolazione si dice stretta, se & forte e:

Y-8 B-a
Y

I T lleysrg <L T lzusr LI T [l2,5r, 17, 0<a<B<y=<I.

3) Una famiglia {E,} (0=<a=<1), di spazi di Banach forma una scala
normale continua su [0, 1] se:

1) a, Be[0, 1], a<B = Es ¢ immerso normalmente in E, ;

2) a, B, vel0, 1], a<B<y, x€Ei= || x|l5,<|| x ||E,ll x |Iz, ¢
_r=8 ,_B—a,
y—a’ rY—a’

w
3) xeEi= || x ”5“—_1> [| x ||&, , (cfr. [9]1, p. 98).

Una tale famiglia si dice regolare se per 0<a<f<y=<1 e feE',,

7l <117l 715
(cfr. [9], p. 107).

4) Uno spazio limite proiettivo stretto (spazio LPS) E, & uno spazio
localmente convesso, separato, esprimibile come E= QEl- (I intervallo
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della retta reale), munito della topologia proiettiva determinata dagh
spazi di Banach E; e tale che:

1) E & denso in ogni E;;
2) i<j=> E; & immerso normalmente in E;, (cfr. [6], p. 40).

Uno spazio limite induttivo stretto (spazio LIS) F, & uno spazio lo-
calmente convesso e separato F= UF,, dove F & munito della topologia

induttiva definita dalla successione di spazi di Banach F, soddisfacenti
la condizione che F; & immerso in F;, per i<j, e la topologia indotta su
F; da quella di F; & meno fine di quella iniziale su F;.

1. Operatori multilineari e spazi di interpolazione.

N

Il punto di partenza della nostra ricerca & costituito dal seguente
risultato (cfr. [15], p. 354):

ProrosizioNE 1.1. Siano E, F, G rispettivamente uno spazio di
Fréchet, uno spazio vettoriale topologico metrizzabile, uno spazio local-
mente convesso.

Se B ¢ un operatore bilineare separatamente continuo da E X F a G,
allora B é continuo da E X F a G.

Come prima conseguenza della Proposizione 1.1, stabiliamo il se-
guente

TeOREMA 1.1. Siano {EQ ), {E®@}, ..., {E®} (0<a=<1), n=2,
scale normali continue di spazi di Banach, aventi la proprieta di interpo-
lazione (rispettivamente, di interpolazione forte) rispetto alla famiglia di
spazi di Banach {F,} (0<a=1).

Se B ¢ un operatore n-lineare continuo da E§ X ER X ... X E§®
aFoeda EXPXEPX ... XEM™ a Fy, allora B ¢ n-lineare continuo
da EQ XEP X ... XE™ aF,, Va€e[0, 1];

(rispettivamente, se B & un operatore n-lineare continuo da EP X E® X
X . XEM™ aF, eda EP XE®X ... XE®" aF,, alora B ¢ n-li-
neare continuo da Ef X EP X ... X E a Fg, (0<a<fB<y=<1)).

DIMOSTRAZIONE. Proviamo l’affermazione per n=2. Poich¢ B &
continuo da E{Y X E® a F; (i=0, 1), B & separatamente continuo, ciog:
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Vxi€E, Ty, : y—>B(x1, y), & un operatore lineare e continuo da E{
a Fi ’ (i=0’ 1);

Vyn€E®, S,,: x—> B(x, y1), & un operatore lineare e continuo da E{"
aF;, (i=0, 1).

Dalla ipotesi sulla proprieta di interpolazione segue:

Vx€E{", T,, & lineare e continuo da E® a F., e, Vyi€EP, S,, & li-
neare e continuo da E® a F,, a€[O0, 1].

D’altra parte, se x€EP, yi€E?, B(x1, y1)=Tx()=S,(x1).
Quindi, in base alla Proposizione 1.1, B & un operatore bilineare conti-
nuo da E®P XE® a F,, Vaeflo0, 1].

Ora, sia n=3.

Sfruttiamo i seguenti isomorfismi isometrici canonici (cfr. [2],
p. 120):

‘ Denotiamo con Ly(E;, E;, Es; F) lo spazio degli operatori 3-lineari
continui da E1 X E; X E; a F (E1, Ez, Es, F spazi di Banach), munito
della norma abituale (che ne fa uno spazio di Banach). Allora:

(i)  LE, Ex, Es; F)=L(E:, E;; L(Es, F))=L(E;; I(E:, Es; F)).

Sia B un elemento di L(E®, E®?, E»; Fo)n L(E{", E®, E®; F)).

Allora, a B corrisponde biunivocamente un operatore Up apparte-
nente a I(ES"’, E$; L(E®, Fo)) n L(E", E(®; L(E{®, Fy)).

Cio implica che:

VxeE®, I'operatore Us, . definito da: Us,«(y)=Us(x, y), & lineare e con-
tinuo da E? a L(EJ®, Fo);

VyeE{® , I'operatore Vs,, definito da: Vs, ,(x)=Us(x, y), & lineare e con-
tinuo da E{" a L(E{®, Fo).

Ora, per ogni x€E{", a Us,. corrisponde biunivocamente un ope-
ratore bilineare continuo Us,, da EQ X E§ a Fo.

Analogamente, per ogni yeEY’, a Vg,, corrisponde biunivocamente
un operatore bilineare continuo Vz,, da E{®> X E® a Fo.

Ma, per ipotesi, lo stesso discorso pud essere ripetuto considerando
U appartenente allo spazio L(E{", E® ; L(E{®, F1)). Quindi, valgono
le seguenti implicazioni:
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VxeE{", Up . & un operatore bilineare continuo da E® X E® a F;
(i=0, 1);
VyeE®, Vb, & un operatore bilineare continuo da E® X E® a F;
(i=0, 1).
Applicando il risultato ottenuto per n=2, allora:
VxeE(", Up,, & bilineare continuo da E®@ X E® a F., a€[0, 1];
VyeE®, Vs,, & bilineare continuo da EP X E® aF,, acl0, 1].
Ciog,
VxeE{, Us, . & lineare e continuo da E® a L(E®, F.) e VyeE®, Vg, »
¢ lineare continuo da E{Y a L(EY, F.), a€[0, 1].

D’altra parte, U(x, y)="Us,(y)= Va3, y(x). Quindi Up & bilineare con-
tinuo da EXXE@ a L(E®, F,), come conseguenza della Proposizione 1.1.

Cosi, per la identificazione (i), B risulta 3-lineare continuo da
EP X E® X E® aF,, ac[0, 1].

In modo del tutto analogo, ciog, sfruttando gli isomorfismi:

L(Ey, Ez, .., En; Fy=L(E:; L(Ez, .., L(En., F)) ..),

validi per ogni naturale n, (cfr. [2], p. 105), si ottiene il risultato per
n=4,5, ..

Finalmente, anche 1’affermazione relativa alla interpolazione forte
& provata per mezzo del medesimo ragionamento.

APPLICAZIONE. Sia {H,J(0<a=<1), una scala normale continua di
spazi di Banach, avente la proprieta di interpolazione relativa a se stessa.

Se Ho e Hy sono due algebre di Banach, allora su H. si puo definire
una norma ||| |||l., equivalente alla norma originale || ||z,, tale che
(Ha, ||| |lle) & anch’essa un’algebra di Banach, Ve€]O0, 1.

In altre parole, interpolando fra algebre di Banach, si ottengono al-
gebre di Banach.

DiMOSTRAZIONE. Per ipotesi, ’operatore @ definito da
D(x, y)=xy,

€ un operatore bilineare continuo da H; X H; a H;, (i=0, 1).
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Il Teorema 1.1 permette allora di dedurre la esistenza di una co-
stante C,, tale che:

| xy lla, =<Ce |l % |||l ¥ Il

Infatti, che esista una costante C per cui || B(x), ) |lc=
<C||x|lellyllr> (x, yYYJEE X F, & condizione necessaria e sufficiente
perché un operatore bilineare B sia continuo da E X F a G, E, F, G
spazi di Banach.

Ma allora, su H, pud essere definita una norma equivalente alla
data, che rende H, un’algebra di Banach, (cfr. [3], pp. 274-275).

OsservVAZIONE. Dalla dimostrazione, risulta chiaro che le prove
precedenti restano valide anche nel caso che le famiglie di spazi corsi-
derate non siano scale normali continue di spazi di Banach, ma abbiano
certe proprieta di interpolazione; (cid0 implica, fra P’altro, che gli spazi
sono legati dalla relazione di immersione densa).

Infine, notiamo che la Proposizione 1.1 vale anche per spazi piu
complessi degli spazi di Banach.

In particolare, possiamo stabilire i due seguenti teoremi:

TEOREMA 1.2. Siano {E.}, {F.}, {G.} (0 <a.=<1), tre famiglie di
spazi LPS:
Eu= nEa,i, F¢= ﬂF,,,;, Ga: ﬂG.,,k.
1 J K

Gli spazi E. , F,, Va€[0, 1], siano metrizzabili (¢ sufficiente sup-
porre per esempio, che gli insiemi di indici I, ] coincidano con N) e:
1) Viel, la famiglia {E,,;} (0<a<1), abbia la proprieta di in-
terpolazione rispetto a ciascuna delle famiglie {G. i} (0<a<1);
2) Vje], la famiglia {F,,;} (0<a<1), abbia la proprieta di in-
terpolazione relativa a ciascuna delle famiglie (G, 1} (0<a=<1).
Allora, se B e un operatore bilineare continuo da Eo X Fy a Go e da

Ei X F1 a Gy, B & un operatore bilineare continuo anche da E., X F,
a G., a€[0, 1].

DiMoSTRAZIONE. Fissiamo xo€E;. Dalle ipotesi segue che l’ope-
ratore T, , definito da:

Txo()’) - B(xo ) }’),
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¢ lineare e continuo da Fy a Go € da F, a G;. Ciog, (cfr. [6], p. 41),

VkeKdje], Tx, : Fo,j—> Go,x & lineare e continuo;

VkeKdle], Ty, : F1,1— G1,« ¢ lineare e continuo.

Supponiamo, per esempio, j<I.

Allora T, ¢ lineare e continuo da Fy,; a Go,« . Cosi, in virti delle
assunzioni, T, si prolunga come operatore continuo da F,: a Ggx,
a€e[0, 1].

Ma cio equivale a dire T,, & continuo da F, a G, , 0<a=<1.

Ragionando in maniera analoga, si deduce che I’operatore

Sy, : x = B(x, y0), Y€Fy, fissato,

¢ lineare e continuo da E, a G., Vae[O0, 1].
Quindi, B & continuo da E, X F, a G,, in base alla Proposizione
1.1 e al fatto che:

(x, Y EE1 X F1 = B(x, y)="Ti(y)==S8y(x).
TEOREMA 1.3. Siano {E.}, {F.}, {G.} (0=<a<1), tre famiglie di

spazi localmente convessi, E,. ed F. spazi LPS, cioe:

E,=NE.;, Fa=NF.j, come nel Teorema 1.2, ma G, sia uno
I J

spazio LIS, G,= U G,,.. Valgano le ipotesi 1) e 2) del Teorema prece-
dente. "

Allora, se B ¢ un operatore bilineare continuo da Eo X Fy a Gy e
da E1 X Fy a Gy, B é continuo anche da E, X F, a G, , Va€[0, 1].

DIMoOSTRAZIONE. Fissiamc x0€E;. L’operatore T.,, definito da:

Tx(y)=B(xo , ¥),
¢ lineare e continuo da Fo a Gy € da F; a G;. Quindi, in base alla carat-
terizzazione di tali operatori, (cfr. [5]), si ha che:
diel, je], Tx : Fo,i—> Go,; & lineare e continuo;

dkel, le], Tx : F1,x—> G1,1 € lineare e continuo.
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Poniamo m=max (i, k), n=max (j, [). Allora T, risulta lineare e
continuo da Fo. a Go,n € da Fi,m a Gy,x.

In forza della assunzione2), T, & lineare e continuo da Fu,m 8 Ga,n ,
a€[0, 1]. Quindi, lo & anche da F, a G, (cfr. [5]).

Questo ragionamento si ripete per dimostrare che 1’operatore S,, ,
definito da: Sy(x)=B(x, ), € lineare e continuo da E, a G, , a€[0, 1].

A questo punto, la prova & terminata, essendo sufficiente applicare
la Proposizione 1.1.

La proposizione 1.1 non consente di stabilire affermazioni analoghe
alle precedenti nel caso che nessuno degli spazi su cui ’'operatore bili-
neare B & definito, sia metrizzabile. Questo si verifica quando, per esem-
pio, essi sono spazi limiti induttivi.

Si pud, perd, in certi casi, rimediare a simili inconvenienti. Infatti,
ricordiamo la seguente proposizione (cfr. [15], p. 421):

ProposiziONE 1.2. Siano F, G due spazi localmente convessi, duali
forti di spazi di Fréchet riflessivi, ed E sia o uno spazio normato o il
duale forte di uno spazio di Fréchet riflessivo.

Allora ogni operatore bilineare separatamente continuo da E X F
a G ¢& continuo.

TEOREMA 1.4. Siano {E.}, {F.}, {G.} (0=<a=<1), tre famiglie di
spazi LIS ed E, , F. , G, risultino spazi duali forti di spazi LPS riflessivi
e di Fréchet, Vo€ ]0, 1[.

Le famiglie {E.}, {F.}) (0<a<1), abbiano la proprietd di interpo-
lazione relativa alla famiglia {G.} (0<a.<1).

Se B ¢é un operatore bilineare continuo da Eo X Fo a Gg e da E; X F,
a Gy, allora B é continuo anche da E, X F, a G, Vo.€[0, 1].

DiMOSTRAZIONE. Fissiamo feE;. L’operatore Ty, definito da:
THg)=B(f, g), ¢, per ipotesi, lineare e continuo da Fo a Go e da F; a G, .
Quindi, si pud concludere che T; & lineare e continuo da F, a G.,
Vae[0, 1]. Analogamente, ’operatore S;, g€F:, tale che:

Sg(f):B(f, g)’

& lineare e continuo da E; a Gi, i=0, 1, e quindi, anche da E, ¢ G.,
per a€[0, 1]. Allora, in virtlt della Proposizione 1.2, B & un operatore
bilineare continuo da E. X F, a G, a€[0, 1].
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OsserRVAZIONE 1. Condizioni sufficienti ad assicurare che le fami-
glie {E.} e {F.} abbiano la proprieta di interpolazione relativa alla fami-
glia {G,}, sono quelle enunciate a proposito degli spazi LPS nel Teo-
rema 1.2.

OsSERVAZIONE 2. Le ipotesi del Teorema 1.4 sono soddisfatte nel
caso in cui E., Fo, G, sono limiti induttivi stretti di spazi di Hilbert:

Ea:UEa,n’ Fa=UFa,n’ Ga=UGa,n’

n

e la famiglia {G; ,} (0<a=<1), ha la proprieta di interpolazione rela-
tiva alle famiglie {E, ,,} e {F, ,} (0<a=<1), Vm, n, peN.

Infatti, (cfr. [7], p. 363), il duale forte di uno spazio LIS E=UE,,

E, spazio di Banach riflessivo, coincide (algebricamente e topologica-
mente) con E'=NE’,.
n

Inoltre, se {G, ,} (0=<a=<1), ha la proprieta di interpolazione ri-
spetto a {E, ,,} e a {F, ,}, allora {Es m} € {Fa,»} hanno la proprieta di
interpolazione relativa a {G,,,}, (cfr. [4], p. 381). Cid implica (cfr.
I’Osservazione 1), che {E,}, {F} (0<a=1), hanno la proprieta di inter-
polazione relativa a {G,} (Za<1).

Finalmente, poiché E; ., F. ., G, , , Va€[0, 1] e Vm, n, peN,
sono spazi di Hilbert, si ha (cfr. [8], p. 296):

(nE;,n)’z UEE,n s (nF;,n)': UFu,n; (nG;,n)’: UGu,n-

2. Prodotti tensoriali.

Ricordiamo la definizione di prodotto tensoriale di due spazi vet-
toriali, (cfr. [11], pp. 82-83).

Siano E, F due spazi vettoriali. Denotiamo con E [ F lo spazio vet-
toriale i cui elementi sono le combinazioni lineari formali

Xay, y(x, y), X€E, y€F,

dove solo un numero finito dei coefficienti complessi a.,y sono diversi
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da 0 e le operazioni di addizione e di moltiplicazione scalare sono defi-
nite nel solito modo.
Sia N il sottospazio di E [0 F generato da tutti i vettori del tipo

(x’ )"I‘Z)—'(x, )’)-(X, 2)9 (x+w’ }’)—(x, }’)“(W, }"),
()\'x’ }’)—)v(x, )’), (xa )\r}’)—)\f(x, )’)-

I1 prodotto tensoriale (algebrico) E @ F ¢ allora lo spazio quoziente
EQ F=EOF/N.

Se ¢ ¢ la restrizione dell’applicazione canonica Y : EOF—>EQ F
allo spazio E X F, si pone o(x, y)=x Q y.

Si puo definire anche il prodotto tensoriale di due operatori. Preci-
samente, (cfr. [15], p. 406):

Se E, F, E;, F, sono quattro spazi vettoriali sul campo complesso
eU:E—E;,V:F—F;, sono operatori lineari, allora c¢’¢ un solo ope-
ratore lineare da EQ F a E; Q Fy, detto il prodotto tensoriale di U e
V, e denotato con U Q V, tale che:

UQRV)xQ®y)=UxQ® Vy, x€E, yeF.

Noi considereremo tre topologie tensoriali, ciog, il prodotto tenso-
riale hilbertiano, il prodotto tensoriale proiettivo e il prodotto tensoriale
€ (o di convergenza bi-equicontinua).

I. Il prodotto tensoriale hilbertiano.

Ricordiamo la seguente:

DEeFINizIONE 2.1. Siano H e K due spazi di Hilbert, con prodotto
interno (,); (i=0, 1), rispettivamente.

Allora lo spazio vettoriale H @ K pu0 essere strutturato come uno
spazio pre-hilbertiano attraverso il seguente prodotto scalare:

@) (u@uv, @ v)=(u, whl{vi, v2)2, i, we€H, v, v2€K.

Lo spazio di Hilbert ottenuto completando tale prodotto tensoriale
verra denotato con H - K.
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Per la definizione della topologia < si pud vedere [11], p. 83 ¢ [12]
p. 197 e ss.

TEOREMA 2.1.  Siano {H.}, {K.} (0=a=<1), due scale normali con-
tinue di spazi di Hilbert. Allora anche la famiglia {H, Q- K.} (0<a=<1)
& una scala normale continua di spazi di Hilbert.

DiMoSTRAZIONE. Dalla (i) di Definizione 2.1 segue che:
ueH,, veKe > | u @ v ||n, @.x,=(u @ v, u @ v)if> @&, =
=(u, W (v, )2 =] ulln.|l 2|k, a€l0, 11.

Cio implica che:

(1« Bel0, 1], a<B=2 | u @ 2 [ln,@.x, =l ulla, || v Ik, =
<l ullmg 12 llxy =1l 4 ® v lluy @, x . VucHs , veKs;
@ a B vel0, 1], a<B<y =2 |u® v |lny@.xp=Il u|lny || v |lx =
<l ullt il 2l o Ik, = v @ v lln, @&l u @ 2 |ln,ex]"
y=8 ,_B-a

ueH,, vekK,, p=-—=, v= .
Y v > [ Y—a Y —a

Per ipotesi, H, e K, sono densi in H, ¢ K,, Va€[0, 1], rispettiva-
mente. Sia ¥ Q » un elemento di H, ®- K, , spazio pre-hilbertiano il cui
completamento &€ H, Q- K. . Per ipotesi, allora:

Hu,€H,, VneN, || u.—u ”Hm-__>0;
n€=oco

dv.€K:, VneN, ” Un—0 “Ka'—"—>0'
n-yc0

Si ha, ponendo per brevita, {,)n, ®.x,={,)a,

(*) {un @ va—u @ v, un Qua—u R v)a|=
=| (un®vn, un®vn)a“'<un®vn; u®v)¢——(u®v, un®vn>u+
Hu®v, u@va|=|(ttn, tn)ufvn, va)k,—{tn, Wnvn, v)x,—

——(u9 u'l>Hu(v, Vn.)K¢+(u9 u)Ha(v’ v)Ka.I'
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Ora,
| {tn, tnda,—u, udg,|—>0, |{vn, va)x,—{v, v)x,|—>0,

| {tin, udn,—(u, u)u, | —>0, ecc.
Quindi, per n—> o, (*)— 0.
Questo significa che esiste u, @ v.€ H; Q- K1, YneN, per cui:

| un @ va—u @ v ||n, @, x, —> 0.

n—» oo

_Dcaltra parte, lo spazio pre-hilbertiano H. ®:K. & denso in
H, @- K., per definizione stessa di completamento. Segue che anche
H; ®- K; & denso in ciascuno degli spazi H, ®-K..

Per la stessa ragione, le disuguaglianze (1) e (2) si prolungano agli

a

spazi completati. Che la scala sia continua & conseguenza della defini-
zione di prodotto interno { , )u,®.k,, della continuita delle scale {H.},
{K,} e della densita degli spazi in oggetto.

CoRrROLLARIO. Sia {E,} (0<a=<1), una scala massimale, (cfr. [9],

p- 109), e sia {H, @1 K.} (0<a=<1), una scala come nel Teorema 2.1.
Allora {E,} ha la proprieta di interpolazione stretta relativa alla famiglia

{H, ®-K.).

DiMosTRAZIONE. Conseguenza del Teorema 2.1 e delle proprieta
delle scale massimali, (cfr. [9], p. 111).

E noto (cfr. [12], p. 199) che il duale forte di HR®.K,HeK
essendo spazi di Hilbert, coincide con H’ Q- K’. Segue:

ProprosiziONE 2.1. Se le scale normali continue {Hgz}, {Ku}
(0<a=x1), di spazi di Hilbert sono regolari, allora é regolare anche la

scala {H, @- K.} (0<a<1).

DIMOSTRAZIONE. Sia f® g un elemento di

H'G ®1 K’uCH’B ®‘! ,3CH"\' ®1’ K’T ’
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0<a<fB<y=1. Allora:

| f ¢ llay @ x; =1 f s, I & llx; =
<O AN o0 £ 11 2D g N2 g Ul 2=
=0 £ e 1 g Ul LI 1 e, 1l g s, I =
U ®elle, @« I f ® g llx, . %1%

_r—B _B-ua
w= v—a’ V= y—a'

Dunque, per ogni elemento del tipo f @ geH’, &- K’ , la Proposi-
zione 2.1 & vera. D’altra parte, ogni elemento di H'x @- K’, & il limite
di una successione di elementi della forma f; ® g:, VieN, per la densita
di H, ®-.K’, in H . @K’ . Si ottiene, in tal modo, 1’affermazione.

CoroLLARIO. Siano {H,}, {K.} (0=<a=<1), due scale normali con-

tinue regolari di spazi di Hilbert. Allora la scala {H, @- K.} (0<a=<1)
ha la proprieta di interpolazione normale relativa a qualsiasi scala mi-
nimale.

DiMosTRAZIONE. Per la Proposizione 2.1, la scala {H, ér K.} &
regolare; quindi, essa ha la proprieta di interpolazione normale relativa
a ogni scala minimale, (cfr. [9], p. 108).

Ricordiamo ora che, se H, K, H,, K, sono spazi di Hilbert, e U, V
sono due operatori lineari e continui da H a H; e da K a K, rispetti-
vamente, allora ’operatore U@ V & lineare continuo da H ®.K a
Hi Q-:K; e

NUQV lla@.k>m@ &=l Ullasn |l V lx-x, ,

(cfr. [12], p. 197). Denotiamo con U ® V il prolungamento di U ® V
allo spazio H @- K: esso ¢ lineare e continuo da H Q- K a H; Q- K; .
Questi richiami permettono di stabilire il seguente:
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TEOREMA 2.2. Siano {E.}, {F.}, {H.}, {K.} (0<a=<1), scale nor-
mali continue di spazi di Hilbert e {E} (rispettivamente, {F,}) abbia la
proprieta d’interpolazione normale [rispett., stretta] relativa a {H.} (ri-
spettivamente, a {K,)).

Se U e V sono operatori lineari e continui da E; a H; e da F; a K;,

(i=0, 1), rispettivamente, allora U ® V é lineare continuo da E, Q- F,
a H, ®-K,, Vae[0, 1] e

” U ® 14 ”Eaét Fa."”a@‘r a =

SV ad. sr&. k] I UV |58, rsm &.x.]1%
[nel secondo caso,

UeL(E,, H,)n L(E,, H,),
VeLl(F,, KOnL(F,, K)) U Q VeL(Es ®- Fs, Hs ®- Kp),
lu®@v llzs ®.Fp>rp @ K5 =<
<NUBV £.8.ruot. 8.k LUV e, 8. yor, &, 1%
_r=8  _ B—_a]

p’ Y"‘a’ _Y—a

DimosTrAaZIONE. Dalle ipotesi segue che:

U ¢ un operatore lineare e continuo da E, a H, e
WU llepsm <N U lIE% 8, 1 U Iz, m, 5
V & un operatore lineare e continuo da F, a K, e
IV llres ik, <1V ISk, TV IIE Sk, -
Quindi, (cfr. il richiamo precedente il Teorema), U @ V & continuo
daE.®-F.aH, Q- K., e:
NU®V llz,@. fastu@ k= U llzosr, | V llresk, <
<UNELa 1U Nz LNV IIES I VIS ]1=
=[1U®V lle@. e te@. &1L U Q@ V ||, @ £, 1, @ 1%



Sulla interpolazione multilineare 33

Ma allora, jl prolungamento di UQ V a E, é), F, & continuo da
E.®-F. a H. ®- K., Vae[0, 1].
D’altro canto, la norma di U @ V come operatore da E, Q- F, a

H, ®- K., & conservata quando ’operatore viene prolungato a E, @T F, .
Per cui:

” U ® 14 ”EaérFa*Haé'rKas

SNURV adr-md.0]I [ UV |58, rsr &,k

In modo simile si prova 'affermazione relativa alla interpolazione
stretta.

Notiamo che, se H e K sono due spazi di Hilbert, il prodotto ten-

soriale completato H ®- K pud essere identificato con lo spazio degli
operatori di tipo Hilbert-Schmidt da H" a K, (cfr. [12], p. 199).

TEOREMA 2.3. Siano {H,.}, {K.} (0<a=<1), due scale normali con-
tinue di spazi di Hilbert, e H, , K,,, a.€]0, 1[, siano ottenuti da Ho, H,
e da Ko, K, rispettivamente, attraverso il metodo complesso (di Calde-
ron), cioé {H,}, {K,} siano delle AK-scale.

Allora anche la scala {H, ®- K.} (0<a<1), é una AK-scala.

DiMosTRAZIONE. Sia U linsieme delle funzioni @&, definite su
{zeC, 0< Re z=<1}, a valori in Ho ®- Ko, tali che:

1) @ ¢ limitata e continua da {zeC, 0< Rez=<1} a H, @T Ko
2) @ & analitica da {z€C, 0< Rez<1} a Hy®-: Ko ;

3) O(1+it)eH: ®.Ki e d(1+it) & continua e limitata da
—o<Tt<+o a H@:K;.

Su U si definisce la norma:

| @ [lo=max { sup || (i) ||lw@.x, sup || @(1+i7)|ln&. ).
—00<T< 00 —00<T< + o0

(U, || |lv) & uno spazio di Banach.
L’insieme &, di tutte le funzioni ®eV tali che ®(a)=0, & un
sottospazio chiuso di V. Denotiamo con {®.} (0<a=<1) lo spazio quo-
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ziente V/&B., la cui norma & definita da:

| wllog=_inf ||@]v,
D(a)=w

(cfr. [9], p. 132).

{@.) (0=<a=<1), con Bo=Ho ®: Ko, ®»1=H; ®. K, & la AK-scala
costruita da @ e .

Analogamente, denoteremo con V', U gli spazi corrispondenti di
U relativi alle coppie Ho, H: e Ko, Ki, per cui:

| xlla,= inf {l@lo,  |lyllt=inf || 4]lo~.
o(a)=x Y(a)=y
Supponiamo x€H., yeK.. Allora:

l*®y & x. =% |la, |l ¥ [l =

=[ inf || o |loIl inf || b |lo~1= inf || o [lo || ¥ [lo~.
o(x)=x Ya)=y o(a)=x
Y(a)=y
Ora,

@ llo- [ b [fo= max {(sup || (%) |l , sup | 9(1+i) || }-
- max {sup || Wit) ||x , sup || W(1+iv |l }=

= max {sup (|| o(#) [la, || W) i, sup (|| @(1+77) |la || Y1 +i) (i) )

Poniamo (¢-¢)(z)=0(z) @ Y(z). Allora:

1) Dalle proprieta di ¢ e ¥ segue che la funzione ¢-{ cosi defi-
nita appartiene a V. Inoltre:

max {sllp Ul @) ||, || VGv) |10, sup (I (1 4i%) ||m || Y1 4+i7) ||&)} =
= max {sup Il (0 9)i) |G ko » sup [l (- V)1 +i7) |le. G} =1 - ||v.

D’altra parte, (¢-PXa)=0(e) @ Y(a)=x ® y. Quindi,
lo-dlozllx®yllo, -
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Percid, x @ yeH, @, K= x Q@ yed, e
lx®yllo,<Il x @y |lz,&. x, =l % |l | ¥ llx, -
Cid implica che, poiché (Ho ®- K.Y =H'a ®-K'a,
I ®ellw, &<l f®ello, -
Ora, (cfr. [10], p. 150), se denotiamo con AK(E,, E;, &) lo spazio

di Hilbert ottenuto da Eyp e E; (E; spazio di Hilbert, i=0, 1), corrispon-
dente a a€]0, 1[, allora:

q)'a=14K(¢|Il ’ ¢’0 ’ l_a)’ H’z:AK(H’l ) ’0 ’ l—a)’
K’a=AK(K,l s ,0 ) l_a)'
Quindi, ragionando come nella prima parte della dimostrazione,

I Qelle.<Ilf®gllx,&.x, .
Cioe:

I ®eglle,=Ilf ® g llu,&.x,= Il fllu; Il & llx, -

Notiamo che @', ¢ H’x ®- K’. sono spazi di Hilbert e si sa che la
topologia su H, @ K, che rende quest’ultimo uno spazio pre-hilbertiano
e il suo completamento uno spazio di Hilbert, & unica ed & propria la
topologia <.

In altre parole, esiste una sola topologia hilbertiana tale che:

feH's, geK'e= || @ gl .k, =l |, Il g Il -

D’altro canto, @', € uno spazio di Hilbert, per cui

Il ® gllo,=Il 11l | & llx, -

Si pud dunque concludere che ®',=H’, @, K.
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Ma allora, per dualita
Oy =0, =Hy & K/=H, Q. K. .

Ci0 conclude la prova.

II. 1l prodotto tensoriale proiettivo.
Ricordiamo la seguente:
DEFINIZIONE 2.1°.  Siano E, F due spazi normati; la topologia proiet-

tiva, o w-topologia, su E @ F ¢ la topologia definita dalla norma:

110 1lz @,r= inf X[ x: lle || y: [lr,

N

dove l’estremo inferiore & calcolato su tutti gli insiemi finiti di coppie
(x:, y:;) tali che:

0= Z Xi ® yi, xieE, inF.
(cfr. [15], p. 435).

Per le proprieta del prodotto tensoriale proiettivo di due spazi nor-
mati, o, pilt in generale, di due spazi vettoriali topologici localmente
convessi, rimandiamo al citato testo di Treves (cfr. [15], pp. 434-445).

TeoOREMA 2.1°. Siano {E.}, {F.} (0<a=<1), due scale normali con-
tinue di spazi di Banach. Allora la famiglia {E, Q. F.} (0<a=<1), di
spazi di Banach E, &= Ea gode delle seguenti proprieta:

1) 0<a<B=1, 0€E; Q= Fs= || 0 ||e, 8,7, =1 0 ||z, &7y 5
2) Ei @« F1 & denso in E, @« F., Vae[0, 1].

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo 0<a<(3=<1. Allora,

0eE; @ Fg= 0= _2‘,nlx,-®y.~,

con x;€E;, yieFg, i=1, 2, .., n.
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Ora,

0€E; Q:Fs= || 0 |lg,@. 7= e—zigfgy- zl; I % llzg 1| yi llrg =
b i
xieElﬁ s }’iEFB
= 9=§i2féyi ; ” Xi ”E“ ” i ”F“:” 0 IlEu@nFa ’
i

xieEa , vieF o

poiche
xi€Es = x:€E,, yi€Fg = y;€F,
e
W lleg =<l xilleg . Iy lle, =<l yillrg .
Ciog

(*) 0€E; @< Fs= 0€E. Q- Fo € || 0 |le, 2.7, =| 9 |l£; ®, Fp -

Sia ora 0= ¥ x; ® y; un qualunque elemento di E, Q- F..
i=1

Poiché x:;€E,, y:€F,, per ogni indice i che compare nella espres-
sione di 0, e poiché {E.}, {F.}, (0=<a=<1), sono scale normali continue:

(i) dxe,.€E:, ||xk.i—xi||Eak——’0?
- 00

(i) Hye,:€F1, || yr,i—yi|lr, k_> 0.
—> o0

Valutiamo || X xt,i @ yi,i— X x: @ yi ||, ®,F, - Si ha:
i=1 i=1

“ .glxk,i ® Yk,i_ _Zl Xi ® yi ||E1®n a.:
=11 & [xe: @ ye.i=%: @ yil llz, @7, =
= ‘5,1” X, Q v, i— % Q yillz, @, 7, =

n
= ;1” Xe,i @ Vi, i— Xk, i Q yi+xi,i Q yi—x: Q yi ”Ea®nFa_<_
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" Xk, i ® Yk, i— Xk, i ® yi "Ea®1c Fu+

M=

=<

i=1

+ iZ;II i ® yi—% @ yi ||z, @ F.=
=(poiche il prodotto tensoriale @ & un operatore bilineare da
EeX Fe 8 E@ F= % [l sl Il e i=3: [l T+
+ 5 Ul wei=sille 1| e lle 1<

= [ i lle, 1 DT 1 e e=s D 1+
T 1 [F O P [ P P

Facendo tendere k all’infinito, quest’ultima somma tende a 0, in
virti di (i) e di (ii). Quindi, E; @« F; & denso in E, @« F., Va€[0, 1].

D’altra parte, per definizione, E, @ F. € denso in E, ®x F. . Quin-
di, anche E; @, F, & denso in E, @,, F..

Cio ¢ sufficiente anche per concludere che la disuguaglianza (*) si
prolunga ai completamenti, ciog, per affermare che:

a, Be[0, 11, a<B, 0€E; ®x Fs= 0€E, ®- F.

19 1l2, & r.=<I1 0 ||z &, -

OsSERVAZIONE. Dalla prova del Teorema 2.1’ segue che questo
resta valido nella sola ipotesi che:

o, B€[0, 1], a<B = Eg e Fs sono immersi normalmente in E, e F,, ri-
spettivamente.

TEOREMA 2.2°. Siano {E.}, {F.}, {Ga}, {H.} (0<a=<1), famiglie
di spazi di Banach ed (E.} (rispettivamente, {F.}) abbia la proprieta di
interpolazione normale [stretta] relativa a { G, } (rispettivamente, a { Hj}).
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Se U e V sono operatori lineari e continui da E; a G; e da F; a H;,
(1_0 1), rispettivamente, allora il prolungamento U ® VdUQRQVa
E. ®,,F ¢ lineare continuo da E, ®,,F a G.®xH., a€[0,1] e

1BV llzBerumca <
= [” U ® \4 ”Eo@,; Fo—PGA)@” Ho]l_a[” U ® \4 ”Exéﬂ Fl—bcléﬂfh]a;

[nel secondo caso,
UEL(Ea , Gu.) n (EY ’ G‘Y)’

VeL(F., H)nLFy, H)= U Q VeI Es ®- Fs , G & Hp)

NU @V llsy &erp—66 8=
S[” U ® V “Eaénpa"’ccz@rrli ]ll[” u ® V "E'ré‘n F\»"’G'rényy ]V’

Y—B B—a]
< < = 1.
0<a<f<y=t, p= o’ v +—a

DiMOSTRAZIONE. Si sa, (cfr. [15], p. 444), che, dati quattro spazi
di Banach E, F, G, H e due operatori Ue L(E, G), Ve L(F, H), I’'ope-
ratore lineare U ® V & continuo da EQ:F a G ®:H ¢

NU®V lle@.rsc@.a=lUllec || Vllesn;

quindi, la prova & analoga a quella del Teorema 2.2.

Siano E, F, G tre spazi normati; allora lo spazio B(E, F; G)=
=L(E, F; G) degli operatori bilineari continui da E X F a G & isome-
tricamente isomorfo allo spazio L(E Q- F, G) degli operatori lineari e
continui da E @< F a G (cfr. [15], p. 443).

TEOREMA 2.3". Siano {E.}, {F.}, {G.} (0<a=<1), tre scale nor-
mali continue di spazi di Banach ed {E.}, {F.} abbiano la proprieta di
interpolazione relativa a {Gy). _

Allora, se T ¢ un operatore lineare continuo da Eo@.Fo a Gy e

da Ex®:F, a Gy, T ¢ continuo anche da E, ®xF. a G, Vea[O, 1].
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DiMoSTRAZIONE. Consideriamo la restrizione di T a E: Q- F:,
i=0, 1. In virth della identificazione richiamata sopra, a T corrisponde
biunivocamente un operatore bilineare continuo Br da E; X F; a G;
(i=0, 1).

Dalle ipotesi, utilizzando il Teorema 1.1, segue che Br risulta bili-
neare continuo da E, X F, a G, a€[0, 1]. A Br corrisponde, attraverso
a G, , che coincide con T, per la densita di E1 @+ F1 in ogni Eq Q= F, .

Il prolungamento di T a E, ®-F. &, di conseguenza, lineare e con-
tinuo da E, @ F. a G, , a€[0, 1].

CoroLLARIO. Siano {EQP}, {E®}, ..., {E™)} scale normali continue
di spazi di Banach su [0, 1], n>2, aventi la proprieta di interpolazione
relativa alla famiglia {F,} (0<a=<1), di spazi di Banach.

Se T & un operatore lineare continuo da E® ®E® ... R E®M a
F:,i=0, 1, allora T é continuo da EQ @,,E,?’ @w EMaF,, VaelO0, 1].

DIMOSTRAZIONE. La prova corre come quella del Teorema 2.3,
in base al Teorema 1.1 e al fatto che:

L(E:, Ez, vy En; F)=L(E1, Ez, o, En1; L(En, F)=
= .. =L{E, Ex; LEs, L(.) )= '
= L(E: @ Ez; L(Es, L(.) ) =IE: ®xE2 @ Es, L(Es, L(.) .))=
= L(E: @+ E2 ®s ... ®= En, F).

OSSERVAZIONE. Si supponga che le scale che entrano nello enun-
ciato del Teorema 2.3’ siano AK-scale. E noto, allora, (cfr. [1], p. 120),
che:

BeL(Eo, Fo; Go)nL(E1, F1; Gi)= BEL(E., Fo; Go)
” B ”szpa—)cus[” B ”E0 XF0—>GO]1—°L[“ B ”Elel_)Gx]a'

Dunque, si pud dire che:

T € L(Eo ®x Fo, Go) N L(Ey Q< F1, G1)= T€L(E. ®F., Ga)
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I T lz@.res0 <L T ll2 &, ros o LI T || &, risc 1"

In particolare, vale una affermazione analoga per a, 3, Y€[O0, 1],
a<B<7, dal momento che le AK-scale hanno la proprietad di interpola-
zione stretta relativa 1’una all’altra.

Infine, se G.=C, Va€e[0, 1], allora:

Te(E, ®x F.) n(E, @:F,Y = Te(E; ®- Fg)’

I T llceg &y <L T |2y & rr LI T 2, &, 2015
ciog, la famiglia {E, ®: F.} (0<a=<1), ¢ regolare.

Nota. Ricordiamo che, se H e K sono due spazi di Hilbert, il duale

forte di H @n K coincide con lo spazio L(H’, K), munito della topologia
forte d’operatore, (cfr. [15], p. 498).

Finalmente, lo stesso spazio H @n K non ¢ altro che lo spazio degli
operatori nucleari da H” a K, munito della norma-traccia, (cfr. [15], pp.
495-496).

III. 1l prodotto tensoriale ¢ (o di convergenza bi-equicontinua).

ProposiziONE 2.1”. Siano E, F due spazi normati. Sullo spazio
vettoriale E @ F viene definita una topologia & associando a ogni ele-
mento u di EQ F il numero positivo:

| u|le®,r= sup & @yl

= llg =1 ||y |lpr =

La applicazione: u—> || u || g, r risulta essere una norma su E @ F
ed & precisamente la norma indotta su E @ F da

B(E’, F)=B(E’, F’; C)=(E' @.F)=(E' @ F,

(cfr. [14], Exposé 7, pp. 5-6).
In seguito, denoteremo con E Q. F il completamento di E Q. F.
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TEOREMA 2.1”. Siano {E.}, {F.} (0<a=<1), due scale normali con-
tinue di spazi di Banach. Allora:

1) 0<a<B<1=>E @. Fp & immerso normalmente in E, @, Fe.

2) Se gli spazi E, , F. sono riflessivi, a€[0, 1], e Va, 8, ye [0, 1],
a<f<y

(i) TeI(E'., F)NI(E'y, F,) > TeL(E’s, Fp)
e
1T gy < T WEpor N T Npor,,  w=X=2,  v=B22,
allora:
(*) 0<a<B<y<1, 0eE, ®.F,= |0 [ERRES

<[l 8 ||z, ®. 7 LIl 8 Iz, &7, 1"
DiMosTRAZIONE. 1) Per ipotesi,
0<a<B=1= [l xlle=<llxllzp Iy llra=Il»Ilr, -
Quindi,
O<a<Bst= || |l=1 2 |z, 1Y Il =y e .
Segue che:
|2 lle,<1= || |l <1, [y llr,<1= [y [l =1.

E allora:

, ¥ g, =tlcx, ||« |l <1),

W Y llE=ticty, |y Il =<1}
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Cio implica:

Y I ulle, @cr,= sup | (¢ @yu|=

x|’ =1, || |Ip’ <1
I+ 1, <. 111,

< sup lI " Qyu|=|lullz@.r -

gy St Y

Ora ricordiamo che (cfr. [15], p. 440): L

Se E, F sono due spazi normati, allora E Q. F & denso in E ®.F,
Ee F essendo i completamenti di E e di F, rispettivamente. Nel nostro
caso, lo spazio normato (E;, || ||z,) &, per ipotesi, denso in (E. , || ||z,)
e quindi, il completamento di (E1, || ||z,) rispetto alla norma || ||z, co-
incide con E,.

Cosi, da queste osservazioni, segue che E; @: F; & denso in ciascuno
degli spazi E, @.F,; percido, anche E, @; F, & denso in E, @s Fa.,
Vael0, 1].

Cid implica, fra I’altro, che la disuguaglianza (1) si prolunga ai com-
pletamenti degli spazi.

2) Sussistono i seguenti isomorfismi:
I(E’, F'; C)=B(E', F)=L(E’, IL(F’, C))=L(E’, F").

Se F ¢& riflessivo, F”=F. Quindi, B(E’, F'y=L(E’, F).

D’altra parte, la topologia £ su E @ F coincide, come & stato richia-
mato, con la topologia indotta da B(E’, F')=L(E’, F).

Ma:;

Ei:®.FicE:®.FicL(E", F)) ¢ E1 ®.F\CE, ®.F..

In base alla ipotesi (i), allora, si ottiene la disuguaglianza (*).

CoroLLARIO 1. Nelle ipotesi del Teorema 2.1”, se vale la condi-

zione 2) (i) dello stesso teorema, allora la famiglia {E, @; F.} (0<a=<1),
forma una scala normale continua di spazi di Banach.

DIMOSTRAZIONE. Per il Teorema 2.1”, rimane da verificare la con-

*

tinuitd della scala. D’altronde, cid & conseguenza della definizione di
Il e, ®. F, » 2€[0, 1], € della continuita delle scale {E.} e {Fa}.
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COROLLARIO 2. Una scala massimale ha la proprieta di interpola-
zione siretta relativa a ogni scala del tipo {E, Q. F.} (0<a=<1).

DiMosTRAZIONE. Discende dal fatto che ogni scala massimale ha
la proprietd d’interpolazione stretta rispetto a qualsiasi scala normale.

Adoperando il medesimo ragionamento per dimostrare il Teorema
2.2" e servendosi di un risultato concernente il prodotto tensoriale di due
operatori, si prova il seguente:

COROLLARIO 3. Siano {E.}, {F.}, {Ga}, {H.} (0=<a=<1), scale nor-
mali continue di spazi di Banach ed {E,} (rispettivamente, {F,}) abbia la
proprieta di interpolazione normale [stretta] relativa a {Gs} (rispetti-
vamente, a {H,}).

Se U e V sono due operatori lineari e continui da E; a G; (i=0, 1)
e da F; a H; (i=0, 1), rispettivamente, allora Uoperatore U ® V, pro-
lungamento di UQV a E, @E F., & lineare continuo da E, @; Fo. a
G.®.H., a€[0, 1] e

NU RV 5,8 rums 60 B 1o <

S[” U @ V ”E"@eFﬂ—)GO@aHO]l_a[”U @ V ”El®gpl—>61®31{1]a
. [U(—:L(Ea, , G)nL(E,, Gy, VELIF,, H)n L(F,, Hy) =

=UQ® VeL(E; ®.Fy, Gy Q. Hp)

” U @ |4 “EB@eFG—)Gﬁ@SHﬁs[” U ® 14 ”Ea®aFa‘>Ga.®sHa]u'
r—8 ,_B-c ]

) [” U®Vv ”E-réeﬂr"Gr@sHY]v’ n= y—a’' ' y—a

DIMOSTRAZIONE. Analoga a quella del Teorema 2.2°, in base al
fatto che:

IU®Vle@rscou=|Ulle-cl Vlr-z.

(cfr. [15], p. 444).
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NortaA. Siano E, F due spazi di Banach ed E’ abbia la proprieta
di approssimazione, ciog, 'operatore identico su E’ pud essere approssi-
mato, uniformememente su ogni sottoinsieme precompatto di E’, da ope-
ratori lineari continui di dimensione finita; (ricordiamo che ogni spazio
di Hilbert ha la proprietél di approssimazione, (cfr. [13], p. 108)).

Allora lo spazio E’ @. F pud essere identificato con lo spazio degli
operatori lineari compatti da E a F, (cfr. [13], p. 114).

IV. Relazioni fra le topologie <, T, «.

Ricordiamo il seguente lemma (cfr. [9], p. 151):

LeMMA. Sia Eo uno spazio di Hilbert, immerso normalmente nello
spazio di Banach E_, . Allora esiste una scala normale continua di spazi
di Banach che connette i tre spazi E_y, Ey e E;=(E_1)".

17’

TEOREMA 2.1 Siano H, e H, due spazi di Hilbert. Allora esiste
una scala normale contmua di spazi di Banach che connette gli spazi

H; Q.H,, H; ®1 H,, H, ®r: »=H, ®1:H2

DiMOSTRAZIONE. Segue dal Lemma, in conseguenza del fatto che:

(H1 ®s Hz)'EH'1 ®1\: H’z .
(cfr. [15], p. 497).

OSSERVAZIONE. Abbiamo gia ricordato che H; @e H,, H; @, H,,
H,; é),, H, sono topologicamente isomorfi allo spazio degli operatori com-
patti, di tipo Hilbert-Schmidt, nucleari, da H'; a H, , rispettivamente.

Rileviamo, inoltre, che lo spazio degli operatori di dimensione finita
da H’: a H; & denso in ciascuno di tali spazi, i quali risultano essere
proprio il suo completamento rispetto alle norme || ||, -5, | |laom;
Il lgy># - || ||ai>nm, & lusuale norma d’operatore; ||| T |||z,,—»n, =
=Y M | T oy, =[X M?]Y2, dove i numeri reali positivi A» sono

n n

gli autovalori dell’operatore positivo autoaggiunto (T*T)Y2 (cfr. [11],
p. 161 e [5]).

Cosi, identificando H’y con H;, possiamo stabilire:
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CoroLLARIO. Sia T un operatore nucleare da H, a H., H; spazio
di Hilbert per i=1, 2. Allora esiste a€]0, 1[, tale che:

I T IH1—>H2$[” T ””1—>H2]1-a[|” T I”Hx—*Hz]a‘

TEOREMA 2.2. Siano {E,}, {Fs} (0<a=<1), due scale normali con-
tinue di spazi di Banach, {H,}, {Ks} (0<a=<1), due scale normali con-
tinue di spazi di Hilbert.

Se le famiglie {E,} e {F.} hanno la proprieta di interpolazione rela-
tiva alla famiglia {H, ®- K.} (0<a=<1), allora anche {E,Q®.F.} ha
la proprieta di interpolazione rispetto a {H. Q- K,}.

DiMosTRAZIONE. Sia T un operatore lineare e continuo da E; Q. F;

a H; ®- K: (i=0, 1). All’operatore T corrisponde biunivocamente, per la
proprieta della topologia ®, un operatore bilineare Br, continuo da

E;: X F; a H; ®T K; (i=0, 1). Dalle assunzioni, in base al Teorema 1.1,

segue che Br & bilineare continuo da E, X F, a H, Q- K., a€lo, 1].
Cioé I'operatore T ¢& lineare continuo da E, Q- F. a H, @1 K. .
Quindi, ’estensione di T a E, @n F. & continua da

E. ®+F. a H, Q- K. .

COROLLARIO 1. Siano {EQ), {E@}, .., {EM} (0=a=<1), n>2,
scale normali continue di spazi di Banach, {H,} e {K.} (0<a=<1), due
scale normali continue di spazi di Hilbert.

Se {ED} ha la proprieta di interpolazione relativa a {H, @, K.}
O=<ax1), i=1, 2, ..., n, allora, se T & un operatore lineare continuo

da E® R EP ®r ... ®:E a Ho Q<Ko e da EN R EP®x ... Qu EP
a Hy @, K, T é lineare continuo da

ED RE? ®: .. :E™ a H, ®- K., Vae[0, 1].

DIMOSTRAZIONE. Analoga a quella del Teorema 2.2"”, in base al
Teorema 1.1, per n>2.

COROLLARIO 2. Valgano le ipotesi del Teorema 2.2"" e, in pit,
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le scale {E,) e {F.) siano scale massimali. Allora {E, @« F.} ha la pro-
prieta di interpolazione relativa a {H. @- K. ).

DiMosTRAZIONE. Infatti, {E.} ed {F.} hanno la proprieta di inter-

polazione relativa a {H, ®- K.}, poiche {H, ®-K.) (0<a<1), & una
scala normale.

Osserviamo che il Teorema 2.2 e i suoi Corollari rimangono validi

se si sostituisce la scala {H, @, K.} con una scala {G, ®s L.}, Gx e L.
spazi di Banach, (cfr. Corollari 1 e 2 del Teorema 2.1”).
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