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ZUR THEORIE VOLLREDUZIBLER
UND HALBEINFACHER GRUPPEN

EricH WITTMANN *)

Herrn Prof. W. Specht zum 65. Geburtstag gewidmet.

Einleitung.

Eine Gruppe G heiBit vollreduzibel, wenn zu jedem Normalteiler
N <G ein Normalteiler N* <G existiert, so daB G=N X N* ist. A. Kertész
[1] und B. H. Neumann (in Wiegold [1]) haben bewiesen, daB eine
Gruppe genau dann vollreduzibel ist, wenn sie direktes (restringiertes)
Produkt einfacher Gruppen ist.

Eine Gruppe G heiBt halbeinfach, wenn in G kein abelscher von 1
verschiedener Normalteiler existiert. Wie H. Fitting [1] und P. A.
Gol’berg [1] gezeigt haben, lassen sich in gewisen Fillen halbeinfache
Gruppen als Automorphismengruppen vollreduzibler Gruppen charak-
terisieren.

Die Begriffe « vollreduzibel » und « halbeinfach » kann man un-
schwer auf Gruppen mit Operatoren ausdehnen; man gelangt hierbei
zu weitgehend analogen Resultaten (Kertész [2], Wittmann [1]).

Dariiber hinaus liegt aber auch eine Strukturtheorie halbeinfacher
Gruppen fiir Liesche Transformationsgruppen vor. Fundamental ist der
Satz von E. Cartan [1], nach dem jede reelle halbeinfache zusammen-
hingende und kompakte Transformationsgruppe direktes Produkt ein-
facher Transformationsgruppen ist.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, auf axiomatischem Wege zu
einer allgemeinen Theorie vollreduzibler und halbeinfacher Gruppen zu
gelangen, welche die obigen Beispiele als Spezialfdlle umfaBlit. Die zen-

*) Indirizzo dell’A.: Mathematisches Seminar der P#ddagogischen Hochschule
Ruhr, 46 Dortmund, Germania Occ.
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trale Rolle wird bei diesen Untersuchungen der Begriff « geschlossenes
Untergruppensystem » spielen.

BEZEICHNUNGEN.

J(G) = innere Automorphismengruppe von G
C;(V) = Zentralisator von V in G

H=<G: = H ist Untergruppe von G

H < G:=H ist Normalteiler von G

(K)=die vom Komplex K erzeugte Untergruppe.

§1. Geschlossene Untergruppensysteme.

1. DeFiNiTION. Ein System & von Untergruppen einer Gruppe G heifit
geschlossen, wenn es folgende fiinf AbschlieBungseigenschaften besitzt:

1.1. Ge$%H, 1€9.
1.2, Wenn U;e® fiir alle iel, dann auch NU;e%S.
iel

1.3. Wenn P=¢>§ U; und U;e® fiir alle i€l, dann auch PeS.

1.4. Wenn Ue®, dann auch Ut=g 'Uge® fiir alle geG.

1.5. Wenn U, Ve S, UV, so existriert genau eine Untergruppe
zn(0) 1 Cv(U), zr(U)e®, welche alle Te® mit T<Cy(U) umfaBt.
zr(U) heiBt der ©-Zentralisator von U in V.

Eine Gruppe G, in der ein geschlossenes Untergruppensystem 9
ausgezeichnet ist, wird mit (G; 9) bezeichnet. Eine Untergruppe (bzw.
ein Normalteiler) Ue® heifit auch -Untergruppe (bzw. S-Normal-
teiler).

2. BEISPIELE FUR GESCHLOSSENE UNTERGRUPPENSYSTEME.
2.1. Die Menge V(G) aller Untergruppen einer Gruppe G.
2.2. Die Menge V(G; Q) der Q-zuldssigen Untergruppen einer

Gruppe G mit Operatorbereich 2, wenn V(G; Q) abgeschlossen ist
gegen J(G). Einen wichtigen Spezialfall erhélt man, wenn man fiir Q
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eine J(G) umfassende Automorphismengruppe von G wihlt. Ist G
abelsch, so ist bei beliebigem Operatorbereich Q iiber G die Menge
V(G; Q) in trivialer Weise gegen J(G) abgeschlossen. Daher bilden z.B.
die Mengen der Links- bzw. Rechts- bzw. zweiseitigen Ideale eines Rin-
ges geschlossene Untergruppensysteme der zugrundeliegenden abelschen

Gruppe.

2.3. Die Menge V(G; Q) der Q-zuldssigen Untergruppen einer
Multioperatorgruppe in Sinne von HieGiNs [1], wenn V(G; Q) abge-
schlossen ist gegen J(G), was fiir abelsches G wieder trivial erfiillt ist.

2.4. Die Menge der zusammenhingenden und abgeschlossenen
Lieschen Subnormalteiler einer reellen zusammenhéngenden, kompakten
halbeinfachen Lieschen Gruppe. (CArTAN [1]).

3. BEMERKUNGEN.
3.1. Aus 1.4, aund 1.5. folgt sofort zy(U)<1V.
3.2. Fiir U=V heiBt zW(U) das S-Zentrum von U.

3.3 Fiir eine ©-Untergruppe U einer Gruppe (G; ) ist die Menge
S|U={T:Te®S, T<U)

offensichtlich ein geschlossenes Untergruppensystem von U, welches
die Restriktion von % auf U heifit.

Bei den folgenden Uberlegungen wird es wesentlich darauf ankom-
men, nur solche Operationen anzuwenden, die per definitionem nicht
aus einem geschlossenen System herausfiihren. Wir werden dies aber
nicht immer ausdriicklich erwihnen. % bezeichnet im folgenden stets
ein geschlossenes Untergruppensystem.

§2. S-vollreduzible Gruppe.

4. DEFINITION. Eine Untergruppe U einer Gruppe (G; 9) heiBt
% -vollreduzibel, wenn Ue ® und wenn zu jedem $S-Normalteiler N
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von U ein ©-Normalteiler N* von U existiert mit
1 U=N X N*.

In diese Definition geht nur das System & |U ein. Die $-Vollre-
duzibilitit von U kann daher als innere Eigenschaft von U angesehen
werden.

Die Struktur % -vollreduzibler Untergruppen 1dBt sich sofort redu-
zieren:

5. SATz. Eine %-vollreduzible Untergruppe U von (G; D) ist direktes
Produkt

2 U=z(U) X C

ihres S-Zentrums und einer Gruppe C ohne -Zentrum.

BEwEIs. Nach Bemerkung 3.1. gilt jedenfalls z(U) <{U, so daB
eine Zerlegung (2) existiert. Wegen (2) ist

[z(C), z(U)]1=z(C)nz(U)=1,

woraus z(C)=<z(U) und z(C)=1 folgt.

6. BEMERKUNG. Wenn U eine %-vollreduzible Untergruppe von (G; %)
ohne %-Zentrum ist, so gilt in (1) z(N)=1 und N"=zy(N), d.h. N*
ist in diesem Falle eindeutig bestimmt.

BEwEIs. Wegen z(N)<z(U) gilt z(N)=1. Weiter gilt auch N*<
<zy(N). Daher folgt aus (1)

zg(N)=N" X (N n zu(N)).

Wegen Nnzy(N)<z(N)=1 ergibt sich hieraus die Behauptung.

Der folgende Satz dient zur Vorbereitung des Struktursatzes fiir
S-vollreduzible Gruppen und des Reduktionssatzes fiir gewisse %-hal-
beinfache Gruppen.
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7. SATZ.

7.1. Jeder ©-Normalteiler N einer S-vollreduziblen Untergruppe
U einer Gruppe (G; ®) ist 9-vollreduzibel. Eine $%-Untergruppe R
von N ist genau dann normal in U, wenn sie normal in N ist.

7.2. Das Kompositum K=MN zweier S-vollreduzibler Normal-
teiler M und N von (G; 9) ist genau dann %-vollreduzibel, wenn die
%-Zentren z(M) und z(N) kommutieren:

[z(M), z(N)]=1.

7.3. Die Vereinigung V= 'UzNi einer aufsteigenden Kette ©-voll-

reduzibler Normalteiler N; von G ist S-vollreduzibel.

BEwEIls. Den einfachen Beweis von 7.1. libergehen wir.

ad 7.2: Man sieht leicht, daB die Kommutatorbedingung notwendig ist.
Die Umkehrung erledigen wir in mehreren Schritten.

a) Wir nehmen zunichst speziell M n N=1 oder &quivalent damit
K=M X N an. Jedenfalls ist dann nach 1.3. Ke%. Wenn R K,
Re S, existiert wegen RN Me®S eine Zerlegung

3) M=RnM) X M (M'eD),

wobei RNM'=RnMnM =1 ist.
Da wir S: =R X M’€ S haben, existiert eine Zerlegung

“) N=(SnN) XN’ (N'e®).
Hierin ist wieder

(5) SNN'=1.

(3), (4) und (5) fithren nun sofort auf

K=R X M’ X N'.
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Da M’ X N'e & ist, haben wir damit K als $-vollreduzibel nachge-
wiesen.

b) Sei jetzt z(M)=z(N)=1.
Mit D=MnNe%S und D'=zy(D)e S erhalten wir nach Bemer-
kung 6 die Beziehung

(6) M=D X D".

Wegen 1.4. und 1.5. gilt D* <1 K; aus (6) folgt D'nN=DnD*=1, so
daB das Produkt K=ND" direkt ist. Nun ist D* nach 7.1. %-vollredu-
zibel, so daB Fall b) auf @) zuriickgefiihrt ist. Natiirlich gilt z(K)=1.

Speziell folgt aus b), daB der Normalteiler C in (2) eindeutig be-
stimmt ist.

¢) Allgemeiner Fall.
Nach Satz 5 haben wir Zerlegungen

M=z(M) X M (MeS)
N=z(N) X N (Ne%).

Wegen der Eindeutigkeit von M und N gilt M« G, N<4G.

Aus b) schlieBen wir nun, daB K=(M, N) ein S-vollreduxibler
Normalteiler von G ohne %-Zentrum ist.

Wegen [z(M), z(N)]=1 ist Z=(z(M), z(N)) ein abelscher Nor-
malteiler von G. Mit der Abkiirzung

T=z(M)n z(N) (TeD)
erhélt man
zZ(M)=T X T’ (T'eD).
Wieder folgt
T nz(N)=z(M)nz(N)nT'=1,
so daB fiir Z

Z=T" X z(N)
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folgt, was einerseits Z€ ® und nach a) die $-Vollreduzibilitit von Z
zeigt.
Da K keinen abelschen $-Normalteiler 1 besitzt, gilt

ZnK=1

und daher ergibt sich die %--Vollreduzibilitdit von K aus a).
ad 7.3.: Sei

1=No=N;=< ... =N;=< ... (iel)

eine Kette ®-vollreduzibler Normalteiler von G.
Da speziell auch N; /N, fiir alle i€l ist, folgen Zerlegungen

Nisi=N; X N*;.

Nach 7.1. gilt N*; A N; fiir j=i und daher N*; 4V.

Transfinite Induktion zeigt nun, daB V direktes Produkt von &-Nor-
malteilern von G und damit selbst $-Normalteiler ist.

Zu einem $S-Normalteiler N von V 1dBt sich in folgender Weise
ein 9-Kofaktor N* konstruieren. Wir bilden die Kette (N N Ni)ier. Zu

jedem i€l existiert nach Voraussetzung ein N:<IN:, so daB

) Ni=(NnN) X N;
ist. Wieder haben wir N; <1V fiir alle i€l.
Weiter gilt
(8) UI(NnN¢)=Nn(_LJINi)=NnV=N.

Nun zeigt man leicht, daB

(9) N=UN;
ein direkter &-Kofaktor von N bzgl. V ist.

8. DErFINITION. Ein Automorphismus a€ Aut G heit S-Automorphis-
mus von (G; %), wenn S unter o« invariant ist. Eine ©-Untergruppe
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U von (G; 9) heiBt S-charakteristisch, wenn sie bei allen S-Auto-
morphismen von G invariant ist.

Wegen 1.4. ist jede S-charakteristische Untergruppe von G jeden-
falls ein Normalteiler von G.
Unmittelbare Folge von Satz 7 ist

7*. SA1Z. In jeder Gruppe (G; ) existiert genau ein maximaler S-voll-
reduzibler Normalteiler V ohne %-Zentrum, der ©-charakteristisch ist.

Das Kompositum einer Menge ©-vollreduzibler Normalteiler ist
genau dann S-vollreduzibel, wenn deren -Zentren paarweise kom-
mutieren.

§3. Charkterisierung S-vollreduzibler Gruppen.

9. DEFINITION. Eine %-Untergruppe U von (G; %) heifit %-einfach,
wenn sie keine nichttriviale $-Untergruppe N <l U enthilt.

Satz 7* zeigt zunichst, daB eine 9-Untergruppe U von G, welche
direktes Produkt %-einfacher Untergruppen ist, %-vollreduzibel ist, da
hierbei die Kommutatorbedingung der ®-Zentren trivial erfiillt ist. Von
dieser Aussage gilt aber auch die Umkehrung.

10. SaTtz. Eine Untergruppe U von (G; %) ist genau dann %-vollre-
duzibel, wenn sie direktes Produkt

(10) U= X E;

iel
S-einfacher Gruppen E; ist.

Beweis. Die Beweisidee von B. H. Neumann (Wiegold [1]) fiir
den Fall $=V(G) (Beispiel 2.1.) 1aBt sich fiir den allgemeinen Fall
modifizieren.

Das Kompositum S aller minimalen %-Normalteiler von U (der
%-Sockel von U) ist aufgrund des Zornschen Lemmas direktes .Produkt
S= X E; (E:€%) minimaler ®-Normalteiler E; von U. Insbesondere gilt

iel



Zur Theorie vollreduzibler und halbeinfacher Gruppen 207

also Se®. Die %-vollreduzible Gruppe U gestattet nun eine Zerlegung
U=SX§ (S’eD).

Dabei hat S* folgende Eigenschaft: In jedem ®-Normalteiler V U,
1<V =<S", existiert ein ®-Normalteiler W qU mit 1<W=<V. Daher
14Bt jeder von 1 verschiedene %-Normalteiler X von U, der in S* enthal-
ten ist, eine Darstellung

X8

(11) X=X X,

n=1

zu, wobei 1< X, U, X, fiir n=1, 2, .... Wire nun S*¢1, so wiirde
ein aeS*\1 existieren. Wegen 1.2. existiert dann ein minimaler %-Nor-
malteiler A U, a€A. In einer Darstellung (11) von A diirfte aber das
Element a wegen der Minimalitét von a keine nichttriviale Komponente
besitzen. Dies widerspricht der Direktheit von (11). Daher ist S*=1
und U=S. Nun sieht man, daB die E; als minimale %-Normalteiler von
U S-einfach sind, womit der Satz bewiesen ist.

Die zuletzt bewiesene Tatsache legt dem geschlossenen Normal-
teilersystem

& |U={N: N <U, Ne%)

von U eine Endlichkeitsbedingung auf, die spéter eine Rolle spielen
wird. Wir erinnern dazu an folgenden Begriff (W. Specht [1], S. 111):
Eine beziiglich der Relation « < » teilweise geordnete Mende L erfiillt
die schwache Minimalbedingung, wenn jedes halboffene Interval (a, b]=
={x€L :a<x<b} ein minimales Element besitzt.

Dieser Begriff kann auf jede Teilmenge von Untergruppen einer
Gruppe angewendet werden, wenn wir als Ordnungsrelation die Inklu-
sion beniitzen, insbesondere also auf geschlossene Untergruppensysteme.

Es gilt

11. SATz. In einer S-vollreduziblen Untergruppe U einer Gruppe (G;
%) erfiillt S*|U die schwache Minimalbedingung.

Beweis. Sei (N, M] ein (halboffenes) Intervall aus %*|U. Man
hat eine Zerlegung M=N X N’, in der N’>¢1 und nach Satz 7.1. eben-
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falls &-vollreduzibel ist. Nach Satz 10 existiert ein minimaler %-Normal-
teiler EQU, EN’. N=N X E ist dann offenbar ein minimales Ele-
ment von (N, M].

12. BEMERKUNGEN.

12.1. Wenn %" | U die Minimalbedingung erfiillt, ist das Produkt
(10) endlich und umgekehrt.

12.2. Bei den Uberlegungen von § 3 sind die Eigenschaften 1.4.
und 1.5., welche eine Vertriglichkeit von & mit der Konjugation in G
sicherstellen, nicht benétigt worden. Die Resultate dieses Paragraphen
gelten daher sinngemdB auch fiir Gruppen mit Untergruppensystemen,
die nur den schwachen Forderungen 1.1., 1.2. und 1.3. geniigen.

§4. S-halbeinfache Gruppen.

13. DerFINITION. Eine Gruppe (G; ) heiBt S-halbeinfach, wenn in G
kein von 1 verschiedener abelscher %-Normalteiler existiert.

Eine triviale Folge dieser Definition ist, daB jede ©-vollreduzible
Gruppe (G; 9) ohne %-Zentrum $-halbeinfach ist. Andererseits hat
auch jeder S-vollreduzible Normalteiler N einer ®-halbeinfachen Gruppe
(G; %) ein triviales %-Zentrum. z(N) ist nimlich nach 1.5. ein % | N-cha-
rakteristischer Normalteiler von N und daher wegen 1.4. normal in G,
woraus z(N)=1 folgt.

Satz 7* sichert somit in einer -halbeinfachen Gruppe G die Exi-
stenz eines eindeutig bestimmten maximalen S-vollreduziblen Normaltei-
lers V, der in G %-charakteristisch ist und ein triviales $-Zentrum
besitzt.

Die Reduktion der Struktur von G auf die von V héngt entschei-
dend vom Zentralisator C«V) ab. Man kommt aber dabei nur zu
geeigneten Aussagen, wenn man G Nebenbedingungen unterwirft. In
der folgenden Verschidrfung und Verallgemeinerung eines Satzes von
GoL’BERG ([1], Theorem 5) wird dies dadurch erreicht, daB man die
schwache Minimalbedingung fiir %-Normalteiler, die nach Satz 11 in V
ohnehin erfiillt ist, fiir jeden $-charakteristischen Normalteiler von G
fordert.
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14. SATZ. In einer %-halbeinfachen Gruppe (G; 9) erfiille fiir jeden
S-charakteristischen Normalteiler N G die Menge

S| N=({T:T <N, TeS}

die schwache Minimalbedingung.
Dann gilt

14.1. Der maximale %-vollreduzible Normalteiler V von G ist der
Sockel von G.

14.2. Der ©-Zentralisator zc(V) ist trivial.

BEwEls. Wir schicken zunichst eine allgemeine Betrachtung vo-
raus.
Wegen der ©-Halbeinfachheit von G gilt fiir den Durchschnitt einer
S-charakteristischen Untergruppe C von G mit ihrem (ebenfalls %-charak-
teristischen) %-Zentralisator C*=zg(C)

(12) CnC'=1.

Falls C*s1 ist, besitzt C* nach Voraussetzung minimale $-Normalteiler
und somit auch einen nichttrivialen % -Sockel S(C*), welcher direktes
Produkt

(13) S(CH= XI M;
einer Menge minimaler %-Normalteiler M; < C* ist.

S(C*) ist &| C*-charakteristisch in der ©-charakteristischen Unter-
gruppe C* von G, also ebenfalls -charakteristisch in G und erfiillt
daher die schwache Minimalbedingung fiir &-Normalteiler. Diese Bedin-
gung iibertrigt sich auf jedes M;, da jeder S-Normalteiler von M; auch
normal in S(C*) ist. Jedes M; besitzt somit einen nichttrivialen %-Sockel
S: AC*, S;€%. Aus der Minimalitiit von M; folgt M;=S; und eine Zet-

legung
(14) M= X M,

jely

wobei jedes M;; ein ®-einfacher Normalteiler von M; ist. (13) und (14)

14
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ergeben zusammen

(15) S(CH= X ( X My).

iel jelj
Satz 11 zeigt nun die %-Vollreduzibilitdt von S(C*) und daher gilt
(16) S(CH=V.

Zum Beweis der ersten Behauptung des Satzes wihlen wir nun speziell
C=1. Dann ist C"=Ge % (wegen 1.1.). (16) liefert in diesem Fall
S(G)<V. Wire nun S(G)=V, so wiirde eine Zerlegung

V=S(G)XT (TeD)

existieren mit T 1. Das Intervall (1, T] enthielte dann nach Vorausset-
zung einen minimalen &-Normalteiler von G, was unméglich ist, da alle
minimalen %-Normalteiler von G in S(G) enthalten sind.

Fiir die zweite Behauptung setzen wir C=V. Wire V' =2z¢(V) 1,
so auch S(V*)=1. Aus (16) ergibt sich nun einerseits

S(VHINV=S(V")=1,
aus (12) andererseits

S(VHYAV=V'nV=1,

was einander widersprechende Aussagen sind. Mithin ist V*=1.
Die Aussage 14.2. 14Bt nun in zwei wichtigen Spezialfillen weiter-
gehende Folgerungen zu.

14*. KorOLLAR. Eine reelle zusammenhingende und kompakte halb-
einfache Liesche Transformationsgruppe ist direktes Produkt endlich
vieler einfacher Liegruppen.

BeEwers. Wir wihlen % gemiB Beispiel 2.4. G ist dann %-halb-
einfach im Sinne von Definition 13. Da & die Minimalbedingung erfiillt,
sind die Voraussetzungen von Satz 14 gegeben. In G existiert genau ein
maximaler abgeschlossener und zusammenhéngender Normalteiler V, der
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nach Bemerkung 12 endliches direktes Produkt einfacher Liegruppen
ist. Eine solche Gruppe besitzt aber keine duBeren Lie-Automorphismen
(HErMANN [1], S. 17), so daB G Produkt von V mit Cg((V) ist. Da
z6(V) nach Satz 14 trivial ist, ist Ce(V) diskret. Das homomorphe Bild
G/V ist nun wegen G/V=C/CnV einerseits diskret, da aber G zusam-
menhingend ist, auch zusammenhéngend, woraus G/V=1 und G=V
folgt.

Man sieht also, daB in diesem Fall die Begriffe « halbeinfach » und
« vollreduzibel » zusammenfallen.

Zur zweiten Folgerung aus Satz 14 spezialisieren wir nun & nach
einer anderen Richtung.

15. DeFiniTION.  Eine geschlossenes Untergruppensystem % einer Grup-
pe G heifit zentral geschlossen, wenn an Stelle von 1.5. die stdrkere
Eigenschaft gilt

1.5.* Ist Ue®, so auch Ce(U)eS.

14** KOROLLAR. Sei (G; 9) eine 9-halbeinfache Gruppe, S ein zen-
tral gechlossenes Untergruppensystem. Wenn dann fiir jede S-charakteri-
stische Untergruppe N von G %°|N die schwache Minimalbedingung
erfiillt, so ist G isomorph zu einer %-Automorphismengruppe des maxi-
malen $-vollreduziblen Normalteilers V von G, welche J(V) umfaft.

BEwels. Satz 14 zeigt sofort, daB fiir zentral geschlossene Systeme
Co(V)=1 ist. Die Behauptung ergibt sich nun daraus, daB} die von G
in V induzierte Automorphismengruppe, die wegen 1.4. eine %S-Automor-
phismengruppe ist, isomorph zu G/Cs(V) ist.

Im folgenden beschrdnken wir uns auf zentral geschlossene Unter-
gruppensysteme. Eine ®-vollreduzible Gruppe (V; %) ohne %-Zentrum
ist in diesem Falle eine Gruppe ohne Zentrum. Wenn wir daher jedem
x€V den von x in V induzierten inneren Automorphismus <(x) zuord-
nen, erhalten wir einen Isomorphismus von V auf J(V). Dem zentral
geschlossenen System % wird dabei ein zentral geschlossenes System
%' zugeordnet.

Korollar 14** 148 sich nun in folgender Weise interpretieren: Im

Falle Co(V)=1 sind diejenigen &-halbeinfachen Gruppen (G; g), die
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(V; %) (bis auf ®-Isimorphie) als maximalen &-vollreduziblen Normal-
teiler besitzen, (bis auf Isomorphie) ©-Automorphismengruppen von V
mit zentral geschlossenen Untergruppensystemen &. Die folgende Verall-
gemeinerung eines Satzes von Gol’berg ([1], Theorem 7) zeigt, daB
die Umkehrung gilt.

16. Satz. (V; D) sei eine H-vollreduzible Gruppe ohne Zentrum, A
eine J(V) umfassende &-Automorphismengruppe von V und & ein zentral

geschlossenes Untergruppensystem von A mit §| J(V)=%'. Dann ist
jede &-Untergruppe H mit J(V)<H<A eine % | H-halbeinfache Gruppe,
die J(V) als maximalen % |H-vollreduziblen Normalteiler besitzt.

Bewels. Die entscheidende Rolle spielt folgendes Lemma (W.
Specht [1]. S. 97): Bei einer Gruppe V ohne Zentrum ist der Zentral-
isator von J(V) in Aut V trivial.

Sei nun H eine §-Untergruppe mit J(V)<H=<A un Ne$ ein
abelscher Normalteiler von H. Da J(V) keinen abelschen &-Normalteiler
#1 besitzt, gilt [N, J(V)I=Nn]J(V)=1. Somit gehdrt N zum Zentrali-
sator von J(V) in A. Das Lemma zeigt N=1, was H als | H-halbeinfach
charakterisiert. Wire nun J(V) im §| H-vollreduziblen Normalteiler K
von H echt enthalten, so wiirde eine Zerlegung K=J(V) X J" mit J'=1,
J'e$S existieren, was wiederum wegen des Lemmas unmoglich ist.
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