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SUR L’UTILISATION DES SUITES INCONDITIONELLEMENT
SOMMABLES DANS LA THEORIE
DES ESPACES D’INTERPOLATION

JAAK PEETRE *)

0. Introduction.

Cet article fait suite d’un article antérieur (cf. Peetre [18]). Il est
aussi en partie inspiré par un travail récent de Gagliardo [7]. Essentiel-
lement, cet auteur montre que a l’aide des espaces de suites inconditio-
nellement sommables on peut obtenir tous les espaces d’interpolation (tan-
dis que, par exemple, les espaces de moyennes de Lions- Peetre [14],
dont on a une théorie assez bien développée, dépendent d’une utilisation
des suites absolument sommables). Des idées trés voisines se trouvent
d’ailleur aussi dans Deutsch [6]; bien entendu, ce dernier auteur s’occupe
du cas beaucoup plus technique des espaces localement convexes. Men-
tionnons aussi que Gagliardo (encore dans [7]) se serve des suites incon-
ditionellement sommables pour donner une nouvelle démonstration du
théoréme de Riesz-Thorin. J’ai d’ailleurs apercu moi-méme déja en 1962
T'utilité potentielle de la sommabilité inconditionelle (cf. Peetre-Persson
[24], p. 41) mais je n’avais pas, a cet époque, des motifs suffisants, et
I’énergie pour essayer d’approfondir cette remarque. En redigant [18]
j’avais également pensé d’y ajouter quelquechose sur la sommabilité in-
conditionelle. Maintenant vient enfin une version un peu elaborée de mes
idées dans cette direction. Bien entendu, il ne s’agit aucunement d’une
théorie compléte mais seulement d’un nombre d’observations plus ou
moins isolées, ayant comme dénominateur commun l’idée de la somma-

*) Indirizzo dell’A.: Tekniska Hogskolan i Lund, Fack 725, 220 07 Lund 7,
Sverige.
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bilité inconditionelle, accompagnées par une petite liste de probleémes
ouverts.

Le plan de larticle est le suivant. Au n. 1 on introduit certains
espaces espaces de suites a valeurs vectorielles et des espaces d’intepo-

>
lation associés a ces espaces, en particulier certains espaces notés (A s .
Au n. 2 on donne des relations d’inclusion entre ces espaces d’interpo-
lation, notamment un complément au résultat principal de [18]. Enfin,

-
au n. 3 on donne des exemples concrets des espaces (A ) . Le n. 4 con-
tient une discussion de la possibilité d’utiliser la théorie des espaces
d’interpolation dans 1’étude des idéaux de Banach d’opérateurs. Le n. 5
donne une nouvelle démonstration d’un théoréme de Marcinkiewicz-

Zygmund [15], [16].

1. Espaces de suites a valeurs vectorielles et espaces d’interpolation
associés.

Soit A un espace de Banach complexe. Nous allons considérer des
u={ux)_., a valeurs dans A (c’est-a-dire des applications de Z dans
A). Introduisons trois espaces de suites, comme suit (p étant un nombre
tel que 1<p=< oo, avec l'interpretation habituelle si p=oo):

I(A). C’est I'espace du suites de puissance p éme absolument som-
mable. On a u€el,(A) si, et seulement si

( Z llullpy/r=c<o.

Ap(A). C’est I’espace de suites de puissance p &me inconditionelle-
ment sommable. On a u€hy(A) si, et seulement si quelle que soit e=
={&}i=_. une suite numérique telle que

( E It-:kl”')l/”'Sl (_1._'_1_':1)
ke p p
la limite

V1
Y sath= lim X s
k=—oc0 vi=> 00 k=v,
Yo—> =00
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existe et satisfait a 1'inégalité (C ne dépend pas de ¢€)

||kz extd |[a=SC < oo.

(On notera que Ay(A) pour 1<p=< oo s’identifie & £(I’y, A), M(A) seu-
lement a un sous-espace fermé de £(l.., A)).

s (A). C’est I’espace de suites u qui sont les coefficients de Fourier
d’une fonction a puissance p’-eme intégrable sur T (tore), & valeurs
dans A, en autres mots, on a:

. o
( J Il I |Iﬁdn] <C< oo,
T

Dans chaqu’un des trois cas posons
|| u||=inf C

olt C parcourt I’ensemble des C figurant dans les inégalités respectives
ci-dessus. C’est une norme dans l’espace correspondant qui en fait un
espace de Banach.

Voici maintenant des espaces d’interpolation associés a ces espaces
de suites. Soient Ao et A; des espaces de Banach comme dans [18], n. 1,

autrement dit A={Ao, Ay} est un couple de Banach (notation abreviée
introduite dans Peetre [19]). On pose alors (0, po, p1 étant des nombres
tels que 0<0<1, 1<pp, p1<oo):

->
(A, o, p=(A0, A1), po, ;. Clest I’espace des a€Ao+A; tels qu’il
existe une suite u avec

(1.1) a= 3 w

k=—o00
satisfaisant a

2_k°u € lpo(AO), 2—"(9_1)11 € lpl'(Al).

Cf. Lions-Peetre [13].



176 Jaak Peetre

(A, o, ;= Ao, A1)o, 00 - Méme définition, avec Ay Ao), Ap(A1) au
lieu de I,(Ao), Ip(A1). Cf. Peetre-Persson [24], p. 42.

[AJo, po. :=[Ao, A1le, 0o - MEme définition, avec su(Ao), sp(A1) au
lieu de l,(Ao), lp(A:). Cf. Calderén [3], [4].

Ce sont des espaces de Banach, la norme étant défini par la for-
mule

Il @ ||= inf max (|| 2% |, || 27%*"Pu||)
u

ou u parcourt ’ensemble des u figurant dans la définition.
Lorsque po=pi=1 (c’est le cas le plus intéressant) on écrit simple-

ment (A, (Ade, [Ale, au lieu de (Ads,1,1, (Ao, 1,1, [Ale,1,1, respec-
tivement. Puisque évidamment

L(A)cM(A)csi(A),

on a
(1.2) (Anc(Apc[Al.

Au n. 2 on va examiner dans quelle mesure ces relations d’inclusion se
-
laissent améliorer. Remarquons aussi que [AJs, 5,5, en effet effectivement

ne dépend que de 0 (cf. [18], Lemme 1.1). De méme, (A, p,p D€
1—0
Po

le « théoréme des paramétres »; cf. Peetre [22]); pour cela on va écrire

depend effectivement que de 0 et de p, défini parll;: +§— (d’apres
1

- -
simplement (A)s,, au lieu de (Ao, o, o1 -
Evidamment, on peut généraliser la construction ci-dessus. Etant

donnés un couple de « foncteurs de suites » 5 ={®, @} (Ca veut dire,
étant fixé /To:{Ao , A1}, on a ®(A)={Do(Ao), ®1(A1)}, un couple d’espa-

s
cesces de suites), on introduit I’espace F3(A) des a€Ao+ A tels qu'’il
existe une suite u avec (1.1) satisfaisant a

u G(I)o(Ao) n ¢1(A1).
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On notera que le paramétre 0 de tout a I’heure est absorbé dans la
définition de ®@o(Ao) et ®i(A1). Les trois cas particuliers, que nous avons

envisagés, sont tous de type ®o(A)=28D(Ao), P1(A)=2"-DD(A,) ot @
est un foncteur de suite donné, invariant par translations (de Z). En
particulier si on prend ®@,(A,) de la forme L((P«(R))’, Ay), disons « de
type de sommabilité inconditionelle », on obtient une extension consi-

-

dérable de (A ) . Comme nous avons remarqué dans l'introduction, Ga-

gliardo [7] a démontré qu’on peut obtenir tous les espaces d’interpola-

tion a I'aide de ces espaces particuliers, plus précisement comme la som-
-

me d’une famille d’espaces Fg(A), « de type de sommabilité inconditio-
nelle ».

-

ProBLEME 1.1. Faire une étude systématique des espaces Fgz (A),
notamment dans le cas « invariant par translations », indiqué tout a
I’heure.

On notera enfin qu’on peut refaire tout ce que nous avons dit en
utilisant une variable « continue » H0<t< o), au lieu d’une variable
« discrete » k (k entier, — oo <k < o).

ProBLEME 1.2. Dans quelles conditions, peut on affirmer que la
définition « continue » conduit au méme espaces que la définition di-
screte.

Il est bien connu que c’est le cas pour les espaces (A, p,p (donc
le cas de sommabilité absolue); cf. Lions-Peetre [14], chap. II. Dans
les autres cas je ne connais pas la réponse. En particulier je ne sais pas

si la définition de [Z]e de tout a I’heure est équivalente a la habituelle
(Calderén [3], [4], Lions [13]).

2. Relations d’inclusion entre les espaces d’interpolation.

Soit encore A un espace de Banach. Soit p un numbre tel que
1<p=2. Nous disons que A est de A-type p lorsqu’on a l’inclusion

)\.1(A) [ lp(A)

12
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et de s-type p lorsqu’on a:
I,(A) c sp(A).

D’aprés le théoréme de Dvoretsky-Rogers (cf. par exemple Day [5],
p. 61) pour que A soit de A-type p il faut que p=2, sauf dans le cas
dim A< oo. De méme d’aprés un résultat bien-connu (cf. par exemple
Zygmund [32] t. 2, p. 101) pour que A soit de s-type p il faut que
P=<2.

ExempPLE 2.1. L, est de Mtype q pour g=min (p, p’) (d’aprés
[18], ex. 2.3) et de s-type g pour g= max (p, 2) (d’aprés un résultat
classique d’Orlicz; cf. Day [5], p. 63).

Résumons maintenant le résultat principal de [18] (cf. notamment
th. 2.1 et th. 3.1).

THEOREME 2.1. Soit A={Ao, Ai} un couple tel que Ao est de
s-type po et A; de s-type p; . Alors on a:

- =, 1 1—0 0
A A —_—= — 4 —.
(A),p,c[Ale avec > po +p1

De plus, (X)O,p est de s-type p.

DEMONSTRATION. Cf. [18]. 4

On va maintenant étendre ce résultat au cas « A ».

THHEOREME 2.2. Soit A={Ao, A1} un couple tel que Ao est de
s-type po et A; de s-type p: . Alors on a:

1—6 0
= — 4+ —
bo

(/; Yo (X)e, » avec .
P1

1
p

En particulier, si Ao et A; sont tous les deux de s-type 2 (c’est le cas
optimal d’aprés ce qu’on vient de dire (ex. 2.1)), on a:

(ANc(Ak,:.
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DEMONSTRATION. Soit a€{A ) . Alors il existe u tel que (1.1) a
licu et tel que

2_k°u€)\.1(Ao), 2“"‘9'")ue)\,1(A1).
Mais d’aprés le définition de s-type il résulte alors
2 ¥y ely(Ao), 27 -Vyel,(A).

Donc on a a€(Ao, Ao, po, ;> €t (Ao, Ao po,m=(Ac, A1)y, d’aprés le
« théoréme des paramétres ».

CorOLLAIRE 3.1. Soient Ao et A; tous les deux de s-type p et
de M-type 2 et admettons aussi que

2.1) (Ay=[Als.

Alors vient:

(Z)e,pC [Z]eC(Z)e,z .

DEMONSTRATION. Conséquence immédiate du th. 2.1 et du th.
22. #

ProBLEME 2.1. Dans quelles hypothéses, est satisfaite la condi-
tion (2.1)? (Je ne connais aucun exemple ol (2.1) n’a pas lieu).

3. Exemples concrets des espace (A .

Donnons d’abord I’application au théoréme de Riesz-Thorin, due
a Gagliardo [7] (déja mentionnée dans I’Introduction).

THEoREME 3.1 (Gagliardo). (L, LyJe=L, si = =0+ &
p Po P

DEMONSTRATION. a) Soit a6 L,. Posons

a(x) si xeEx
“WO= 10 s ¢kl
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Er={x]|c*<|a(x) |< c**'},

¢ étant une constante qu’il faut encore déterminer. Alors il vient,
£={e:} étant une suite quelconque avec |& |<1,

| = ex2~ us ||z, <= 2"°°"°f| a(x) | dx<
Ep

<C X 2~ Mpockiro-p) f |a(x) |7 dx<

Ej,

<Cx J |ax) [P dx=C||allt, ,
Ex

si on détermine ¢ par ¢*~?=2%, De méme, il vient
| = w2~ e |2, <C | allt, ,

. . . 1 1—0 0

si on determine ¢ par ¢»?=2¢-D7 QOr, vue la relation —=——+—.
p Do 141

ces deux determinations de ¢ sont consistantes. Donc, avec ce choix de

c,on a
2"y eM(Lp,), 27 DureM(Ly,).

Parce que évidamment

il en résulte que a€{Lp , Ly, o .

ii) Inversement, soit a€{Lp,, Lp)o. D’aprés (1.2), on a€[L,,,
LpJo. Or, d’aprés Caldéron [4], [Lp , L, ]=L,. D’olt aeL,. 3#

REMARQUE 3.1. A-vrai-dire le th. 3.1 ne redonne pas enteri¢re-
ment le théoréme de Riesz-Thorin parcequ’on n’obtient par la bonne
constante 1 dans l’inégalité (de convexité) correspondente. Mais c’est
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facile de refaire tout ce que nous avons dite, avec le « nombre de base »
2 remplacé par un nombre quelquonque k>1, et puis faire k tendre
vers 1. Alors on va obtenir la constante 1 qu’il faut.

ProBLEME 3.1. La démonstration du th. 3.1 fait intervenir les

espace [A]o . Donc I’hypothese que les scalaires sont complexes intervient
manifestetment. Mais le th. 3.1, est-il vrai encore dans le cas réel? (Il
parait que pour cela il faut introduire des espaces de suites sommables
presque sirment, de sorte qu'au lieu de || T exux ||a<C vient une rela-
tion de type (&( || = exux ||5)V?<C, & désignant [I’ésperience de e=
=i{€x}z>_., considerée comme variable aléatoire).

ProBLEME 3.2. Le th. 3.1, peut-on I’étendre au cas vectoriel (c’est-
a-dire des couples de type {Ln(Ao), Lp{A1)}). Ceci est un cas particulier
d’un probléme général, a savoir de déterminer tous les foncteurs d’in-
terpolation F qui commutent avec L, au sens suivant:

F({Ln(A1), Lp(A}))=Ly({F(Ao), F(A1))).

olt encore, plus briévement,
F(Ly (A)=Ly(F(A)) avec p=(po, p.
Des exemples de tels functeurs sont:
i) F(X):[A]e (d’aprés Calderén [4]),

ii) F(Z):[Z]o,p (d’aprés Lions-Peetre [14]).
1—0 0

avec 0 donné par 1_1=9, % .
P Po 12!

Donnons ensuite une application liée aux espaces de Besov By et
les espaces de Sobolev « fractionnaires » H5 (cf. [18], n. 4). Il s’agit
de la relation bien connue (cf. Besov [1], Taibleson [29]; cf. également
Zygmund [32], t. 2, chap. 15)

(3.1) B cH; By pour 1<p=<2
(B2 cHscBs? pour 2<p< o).
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Les cas p<2 et p=2 étant duaux 'un a l'autre il suffit d’envisager
le premier cas, donc p<2, seulement. L’inclusion By c H; résulte alors
par application du th. 2.1 (cf. [18], n. 4 pour les détails). Nous allons
maintenant déduire d’une fagon analogue linclusion HicBZ, en utili-
sant cette fois le th. 2.2. Donc, en somme, nous aurons une démonstra-
tion compléte de (3.1) fondée sur la théorie des espaces d’interpolation.
Mais, bien entendu, au fond cette démonstration ne différe aucunement
des démonstrations usuelles, tous les difficultés essentielles étant seule-
ment cachées dans un langage peut &tre plus suggestif. Voici le raison-
nement qu’il faut. L’espace H: étant isomorphe a L,, il résulte d’apres
I’exemple 2.1 que HS est de s-type 2 (pour 1<p=<2). Donc on peut
utiliser le th. 2.2. Il vient:

(Hy, Hy W< (Hy, H)u=B;,
avec
s=(1—0)so+0s;,
Donc tout ce qu’il faut, est de démontrer le

THEOREME 3.2. (Hp, Hy Yy=H5 avec s=(1—0)s+08s (0<0<1,
1<p< ).

DEMONSTRATION. a) Soit a€ Hj . Soit {Qi}ie une suite de func-
tions dans S(R") telle que le support de ak est contenu dans [;={2*!<
<|E|=<2*'} (k=1, 2, ...) le support de :;;o dans Ir={] £ |<2}, avec

T odE)=1, ou®)=a (fk] k=1, 2, .).
k=0

(Cf. Peetre [21]). Alors on a, d’aprés une forme du théoréme de Paley-
Littlewood,

I(Z @*|oe*al 7|l ,<Cllalss .
k=0

Posons

U= * ak=0, 1, ..), ik=0k=—1, —2, ..).
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Alors on a également, e={¢:} étant une suite quelconque avec |& |<1,
1€ 2 @ [eun Y7 |l,=C | a|lx; .

D’oli, encore d’aprés Paley-Littlewood,

1% 20wy | <C || @ |l
1% 2t |3 <C [ [l

Comme évidamment

a=X uy

il en résulte sans peine ae(Hy, Hy ).

b) Inversement, soit ae(Hy , H} ). D’aprés (1i2), on a
ae[Hy , HyJo. Or, d’aprés Calderén [4] (Cf. Peetre [21]), [H} .
H}1=H; . Dol aeH;. #

REMARQUE 3.2. Si on pouvait résoudre le probléme 3.2, on pour-
rait peut-étre déduire le th. 3.2 directement du th. 3.1 (cf. Grisvard
[8], Peetre [21] pour une situation analogue (les cas i) et ii) mention-
nés tout a I’heure).

ProBLEME 3.3. En ce qui concerne linterpolation des espaces
s, le cas p=1 semble étre tout a fait ouvert. (Tous les traitement
jusqu’ici utilise de facon essentielle Paley-Littlewood).

4. Application de la théorie des espaces d’interpolation aux idéaux de
Banach d’opérateurs.

C’est surtout Pietsch (cf. surtout [24], [25]; cf. également Pietsch-
Triebel [27], Triebel [31], [30], Kwapién [11]) qui a insité sur 1'uti-
lisation des espaces d’interpolation dans 1’étude des idéaux de Banach
d’opérateurs. Par un idéal de Banach d’opérateurs on entend, selon
Pietsch, la donnée, pour tous deux espaces de Banach A et B, un sous-
espace vectoriel J(A, B) de £(A, B), stable par multiplication, c’est-a-dire
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que, quels soient A; et By des espaces de Banach, on a RefL(A:, A)
Ted(A, B), SeL(B, B)) = STReJ(A:, B;) muni d’'une norme i, jouis-
sant de la propriété sous-multiplicative.

USTR)=<|| S ||e@.8puT) || T |lgca,. 2

et qui en fait un espace de Banach.

EXEMPLE 4.1. J(A, B)=8p,¢(A, B)= l'ideal de Banach d’opé-
rateurs absolument (p, q)-sommants (c’est-a-dire que Te€l(,, q(A, B) si,
et seulement si {x,}€A(A) = {Txn}€l(B)).

ExempLE 4.2. J(X, Y)= $,(A, B)=I'idéal de Banach d’opéra-
teurs @ trace p-éme fini (c’est-a-dire que Te€ 9, (A, B) si, et seulement
si {s/(T)}€l,, ot s.(T) sont les nombres d’approximation de T, définis
par

s«(T)= inf || T—F||¢e,5)-
rang F<n

Indiquons briévement quelquesunes des applications des espaces
d’interpolation qu’on connait jusqu’ici.

THEOREME 4.1 (Kwapien). On a: Qq,qo(h, L,))=L0, I,), avec
1 1

1
= T2

DEMONSTRATION. Le résultat est vrai pour p=1 et p= oo (d’aprés
Orlicz, v. ex. 1.1), avec g=2, et pour p=2 (d’aprés le « théoréme fon-
damental » de Grothendieck [9]; cfr. Lindenstrauss-Pelczynski I[12]),
avec g=1. L’espace £(I, l,) peut s’identifier a l’espace [.(l,). Etant
donné {x,}€M(l) on va considérer 1’application

L: T — {Txa}.
On a alors évidamment (d’aprés Otlicz et Grothendieck):
(4.1) L: {l.(h), lo(k)} = {ILl), L)}
D’oui par interpolation

L: [1.(l), 1.()]e—> [L(l), L()]e.
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Or d’aprés Calderén [4]

[lz(ll), ll(lz)]0=lq(lp)
[1.(l), 1) Jo=1.(lp)

pour
Lo, it
ou, en faisant 1’elimination
L )
9 2 p 2 p

Autrement dit, si TeL(h, L), {x.}€M(l,) entraine {Tx,}€ll,) donc
Telqu, o, k). Ceci achéve la preuve si, 1<p<2. La cas 2<p< o
se traite d’une fagon analogue si on commence par

(4.2) L: {l.(l.), l-(Ly}—> (h(l.), 1)} = {k(.), h(k)}.

au lieu de (4.1).

La technique de la démonstration du th. 4.1 est trés générale. Voir
Spanne [28]; voir également Krée [10]. Voir aussi par exemple Peetre
[20] ol on en donne une autre application, liée aux suites inconditio-
nellement sommables. Ici nous nous bornons d’énoncer le

THEOREME 4.2. SoitZ: {Ao, A1} un couple tel que 8,4yl , A)=
=2, A) (i=0, 1). Alors on a:

1-0 0

qo q1 )

Au, i, A)=LW, A) avec A=[4Ao, Ail,

Q|-

PROBLEME 4.1. Peut-on, dans une telle situation, s’en servir d’au-
tres foncteurs d’interpolations. Cf. probléme 3.2.

Voici maintenant une autre application d’une nature un peu diffé-
rente.
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TufOREME 4.3 (Pietsch-Triebel). On a:

[a(p.qo)(A’ B), ‘a(p,qx)(A, B)]eca(p,q)(A, B)
avec
1—06 0

qo q1 )

1_
q

DEMONSTRATION. Etant donné {x.}€MA,(A) on considére de nou-
veau 1’application:

L:T— {Tx.).
On a:
L:{&,a)(A, B), &p,a(A, B)} = {14(B), 1o,(B))}.
D’oti:

L: [a(p,qo)(A, B), a(p. q1)(As B]O‘é [lqo(B), lq,(B)]o .
Or encore d’aprés Calderén [4]
[lqo(B)’ lq;(B)]ezlq(B)'
D’olr I’énoncé. 4t

CoroLLAIRE 4.1 (Mitiagin, Kwapién). Soit A=B= un espace de
Hilbert. Alors on a:

NI

A a(A, A)=5,(A, A) pour , 2<r<o, 1<p=<2.

-
Q1

DEMONSTRATION. D’aprés Pietsch et Pelczyriski (cf. Kwapién [11]
ou Pietsch-Triebel [27]) le résultat est vrai pour r= oo, et d’aprés Mazur
(cf. Day [5], p. 63) pour r=2. D’olt d’aprés le th. 4.3.

1—0 0
=72 T

N

[5A4, A), B.(A, A)lec 8y, q(A, A) pour

Or d’aprés Pietsch-Triebel [27]

D

1-0_ 0

To n

[S.KA, A), B4, A))Ne=S(A, A) pour : -
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D’ol la partie non-triviale de 1’enoncé. Pour le reste nous renvoyons a
Pietsch-Triebel [26]. #

Le th. 4.3 évidamment admet I’extension suivante (ce que montre
de nouveaux l’intéret du probléme 3.2).

THEOREME 4.4. Soit F n’importe quel foncteur d’interpolation qui

commute avec L, (au sens du probléme 3.2). Soit B un espace quel-
conque et soit B un couple quelconque. Alors on a:

F(a(lh qo)(Ax BO)’ a(?, 411)(A’ Bl)) (@ a(ﬂ. q)(A, B)

avec B=F(B).

Ce qu’on vient de dire n’a visiblement aucun rapport direct avec
le contenu des numéros précedants. Mais je crois que ce soient justement

-
les espaces (A) qui auriont une place importante dans l’étude, de
point de vue de l'interpolation, des idéaux de Banach d’opérateurs, no-
tamment les idéaux &(yq)(A, B).

ProOBLEME 4.2. Utiliser les espaces (A ) pour l'interpolation des
r,aX(A, B).

5. Le théoréme de Marcinkiewicz-Zygmund.

Nous concluons par donner une nouvelle démonstration (d’une par-
tie) du résultat suivant, ce que encore une fois montre l'intéret du pro-
bleme 3.2.

THEOREME 5.1 (Marcinkiewicz-Zygmund). Soit T :L,— L, un
opérateur quelconque. Définissions ’operateur T pour les suites {xx}.2
par

7: : {xn‘};‘,‘;l s {Txn}:;;l .

Alors on a, avec la constante 1 dans I'inégalité correspondante:
i) T: Ll) = L(L) pour 1<p< oo
ii) T : Ly(ly) = LAl,) pour p<q=<2.
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DEMONSTRATION. i) La démonstration de Marcinkiewicz-Zygmund
[16] (= Marcinkiewicz [15]) dépend essentiellement de la possibilité
de plonger L dans L, . Ici nous n’avons rien & contribuer. (Remarquons
que sans la bonne constante le résultat est du a Paley [17]).

ii) La démonstration de [14], [15] utilise maintenant la possi-
bilité de plonger I, dans L, (p=<g=2). (Sur ce point on pouvrait se
rapporter & Bretagnolle-Dacunha - Castelle-Krivine [2]). Nous allons
suivre un autre chemin. D’aprés i) le résultat est vrai pour g=2. Il est
manifestement aussi vrai pour g=p. Autrement dit, il vient

T : {LL), Lly)} = (L), Lyly)).
D’ol1 par interpolation
T: [Lyh), Lolp)]e— [Ly(L), Lil,)].

D’oli, encore une fois d’aprés Calderén [4]

T 1—0 0
T: Lp(lq) -> Lp(lq) pour = —2— + ;7 . #

Q =
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