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PROPRIETÀ DI SOMMABILITÀ E DI LIMITATEZZA
PER SOLUZIONI

DI DISEQUAZIONI VARIAZIONALI ELLITTICHE

HUGO BEIRÃO DA VEIGA *)

Introduzione.

Dati x, y E RN indicheremo con x ~ y rispettivamente il mo-
dulo di x ed il prodotto scalare di x e y; rappresenteremo con (xi) il

vettore di RN di componenti Se e se ove X è

uno spazio ~di funzioni, porremo per 
Indicheremo con 91 un aperto limitato di ,RN di frontiera 8fl e sup-

porremo nota la definizione dello spazio Porremo

p’= pl (p - 1) e, se p=(p*)’.
Sia lo spazio di Sobolev 1) relativo all’esponente a,

1  a C N, V’ il duale di V e ( , ) il pairing fra V’ e V. Indicheremo
con A : V- V’ l’operatore variazionale ellittico non lineare definito
da ( 1.18), ossia

con A(x, p) soddisfacente ( 1.16), (1.17).
Siano 1  i  n, funzionali convessi s.c.i. (se-

mi continui inferiormente) e propri ($+00) definiti da (1.14)2) ossia

*) Indirizzo dell’A.: Instituto de Fisica e Matemàtica, Av. Gama Pinto, 2

Lisboa - 4 Portogallo.
1) Per definizioni precise vedi i numeri seguenti.
2) Per alcuni esempi semplici di tali funzioni cf. l’appendice I.
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con Bi, J,1i, (pt e ^(i i (ed anche ~d soddisfacenti l’ipotesi 1.4 scritta per

p = a; inoltre siano funzionali con-

vessi, s.c.i. e propri del tipo (1.15) i.e.

ove è chiuso e 01EV. Supponiamo finalmente che esista u0EV

per cui + 00 e  per tutti gli indici i e j.
Dato che l’operatore A è monotono, emicontinuo, limitato e coer-

citivo su V la disequazione variazionale

ammette una ed una sola soluzione uEV per ogni FEV’ (cf. ad esempio
[ 10] teo~r. 8.5).

Supposto F scritto sotto la forma (1.22) dimostreremo in questo
lavoro risultati di regolarità del seguente tipo 3) :

Se foEL*p(,SZ), 1 e [L*q(~)]N e le funzioni ;i e -0,i relative ai funzionali
I&#x3E; i e Ty (cf. ( 1.12)) appartengono a spazi [resp. L°°(SZ)], con
p, q e s convenienti, allora la soluzione u del problema (4) appartiene a

con q, s) [resp. a Inoltre saranno dimostrate

maggiorazioni per le corrispondenti norme delle soluzioni (cf. (2.39’),
(2.40’), (2.42’), (2.43), p. 20). Per i detta,gli rimandiamo il lettore al teo-
rema 2.9 ~(cf . anche i teoremi 2.8 e 2.10).

Risultati di questo tipo si generalizzano ad operatori della forma

3) Per la definizione di L*p(St) cf. la def. 1.1.
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ove A : n RN e misurabili nella pri-
ma variabile e continue nelle altre due soddisfano le maggiorazioni (gli
esponenti di i y i possono essere aumentati. Cf. [ 16 ] teorema IV)

con a costante positiva; la regolarità delle soluzioni u della disequazione
(4) dipenderà allora dagli spazi LP cui si suppongono appartenere le fun-
zioni al secondo membro delle relazioni (6).

Per particolari funzionali convessi O tali risultati (relativi all’ope-
tore A definito in (5)) sono stati dimostrati in [16], teor. I, II e IV 4);
cfr. anche [17]. Essendo lo scopo dai questo lavoro generalizzare la

forma del funzionale convesso O tralascieremo di considerare l’ope-
ratore più generale A per semplificare l’esposizione; A sarà dato da

(1.18), (1.16), (1.17).
Il metodo seguito per dimostrare il teorema 2.9 si ricollega ad un

noto metodo introdotto da G. Stampacchia (cf. ad esempio [ 14 ] ).
Con la tecnica usata nel presente lavoro si possono ottenere, per

le soluzioni di (4), risultati di regolarità negli spazi capacitari (intro-
dotti in [4]).

Si osservi che in ipotesi di maggiore regolarità sui dati si possono
dimostrare, in corrispondenza a particolari funzionali convessi o, dei
risultati di regolarità più forti per le soluzioni di (1.21); cf. ad esempio
[9], [3], [ 15], [16], [8],1[6], [2], [5]. In particolare i risultati di
hòlderiana contenuti in [16] (teor. III e IV) si estendono facilmente e
con lo stesso metodo ad una classe più ampia di disequazioni variazio-
nali, sempre del tipo (4) (cf. anche [5]).

L’impostazione dei diversi problemi ai limiti nella forma (4) si tro-

4) In [16] si cercano soluzioni in particolari convessi chiusi tali pro-
blemi si possono esprimere tramite la disequazione (4) introducendo funzionali con-
venienti.
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va anche in [2] ove per a = 2, A operatore lineare a coefficienti rego-
lari, j=0, i =1, qpi(x, y) indipendente da x, Bl = aSZ e su an,
si dimostra che se feLP(ái), 2  p  N, allora e quindi

con Noi invece otteniamo, in questo caso,

che se allora per lo stesso 03B2.
Infine rimandiamo il lettore all’appendice I per qualche semplice

esempio e qualche considerazione su una classe di problemi caratte-

rizzati dalla disequazione variazionale (4).

1. Def inizioni e risultati noti.

Sia Q un aperto limitato e connesso di RH di frontiera as2.

DEFINIZIONE 1.1. Dato p&#x3E; 1, indicheremo con lo spazio
delle funzioni f(x) misurabili in n e tali che

con A costante positiva; la più piccola costante A che verifica (1.1)
verrà indicata con lfip.

Si vede facilmente che lo spazio vettoriale L,,P(fl) è completo ri-

spetto alla quasi-norma i Iv. Inoltre per 1 p si ha

con immersioni continue.

È ben noto il seguente risultato:

(1.2) Se allora per ogni Ben mi-
surabile si ha

Nel seguito supporremo sia localmente dalla stessa parte di
8fl, e che 8fl sia lipschitziana, i.e.:

(1.3) Dato un punto x0EdQ esista un sistema ortogonale di coordinate
..., YN) e una funzione lipschitziana f (yi , ..., definita
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sul cubo chiuso N -1 dimensionale 1  i  N -1 }, e tale
,he per un inoltre esista fi&#x3E;0 tale che i punti
(y’, yN) per cui y’ E C e f (y’) C yN C f ~(y’) -E- ~3 appartengono a n ed i punti
(y’, yN) per cui e f (y’? - j3  yN C f (y’) appartengano al complemen-
tare di fl.

Inoltre si suppone che con un numero finito di tali carte si ricopra
tutta la frontiera 3~.

In queste condizioni (cf. ad esempio [11]) si hanno le seguenti
proprietà:

a) l’immersione di H1,P(!J) in LP*(!l) è continua, 1 

b) l’applicazione di traccia è continua di in 

Con abbiamo indicato il completamento di

C1(n), spazio delle funzioni con prime derivate continue in s2, rispetto
alla norma -

data la regolarità di fl segue che = spazio delle distri-
buzioni appartenenti con le sue derivate prime a 

Dato un sottoinsieme chiuso E di fl ed una funzione 
diremo (cf. [14]) che u &#x3E; 0 su E se esiste una successione di funzioni un
appartenenti a C1(ii), un- u in Hl’P e per ogni xeE. Se

u, diremo che su E se su E, ecc.
Sia v una misura a supporto compatto (positiva ed a variazione li-

mitata) in £2 e Ben tale che (.1(CB)==O. Si ha il seguente
LEMMA 1.2. una applicazione lineare e continua di H1, p(SZ),

L~,1(B), tale che

Allora se u appartengono a H1, P(~}) si ha

5) Più precisamente l’applicazione di traccia è continua a valori in 
6) v /B = restrizione di v a B. Lip (fl) = spazio delle funzioni lipschitziane

su í .
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La ( 1.5) si estende ovviamente ad un numero finito qualunque di
funzioni.

DIMOSTRAZIONE. Possiamo supporre senza ledere la generalità che
B~=O; sia inoltre Tz = max (z, 0). Dalla ( 1.4) segue

Sia { un } una successione di Lip (fl) convergente verso u in 
Tun-+ Tu debolmente in (cf. [16]) ed il teorema di Banach e
Saks garantisce l’esistenza di una sottosuccessione di { un }, che indiche-
remo ancora con tale che

m

quando m~+oo; indica la media aritmetica m-~1:~ (cf .
i

[ 1 ] ). Da (1.7) segue

inoltre da ~( 1.6) discende

relazione che assieme alla ( 1.8) implica

D’altra parte Tyun ~ Tyu in 41(B) e pertanto

finalmente da ( 1.9) e ( 1.10~ segue la tesi.

COROLLARIO 1.3. Sia 1 p + 00 e sia r una ipersuperf icie con-
tenuta in ; se l’applicazione di traccia

è continua allora la ~( 1.5) è verificata per ogni coppia 
in particolare le operazioni di traccia e di troncatura commutano.
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IPOTESI 1.4. Sia ~.1 una misura di Borel positiva ed a variazione li-
mitata con supporto in 11 e sia B c SZ tale che B) = 0. Sia cp(x, y) una
funzione definita su B X R a valori in R u { + 00 }, l1-misurabile in x per
tutti gli yeR e convessa, s.c.i. e propria in y per li-quasi tutti gli xeB.
Sia inoltre y : H1,P(!l) --~ lineare e continua e supponiamo che
esista per cui

per tutti gli xeB, ove z) è il subdifferenziale della fun-
zione ~p~(x, ~ ) nel punto z. Supporremo ancora che

Si ha il seguente risultato

LEMMA 1.5. Nelle ipotesi 1.4 il funzionale

definito su valori in R u {’-~- 00 } è convesso, s.c.i. e proprio.

DIMOSTRAZIONE. Per quanto riguarda la misurabilità di ~p(x, 
rimandiamo il lettore all’appendice II.

Da (1.12) segue y;(x)) per quasi tutti (rispetto
s’intende alla misura 1(.1) gli x E B e perciò per ogni v.
Inoltre da ( 1.13) segue ~)(;)  + 00, per cui 0 è propria. Essendo evi-
dente la convessità di C dimostriamo la s.c.i.: Supponiamo che 
in Hi~ p~~), sia i = lim inf e i  + 00. Poichè - yu in 

esiste una sottosuccessione } tale che = i e - yu(x)
quasi ovunque su B. Allora inf cp(x, yu03B2(x» q.o. su B
e ne segue dal lemma di Fatou 7) che

7) Si osserva che per ogni si ha cp(x, 
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Siano E un sottoinsieme chiuso di fl e allora

LEMMA 1.6. Il f unzionale T(v) definito su da 8)

è un funzionale convesso s.c.i. e proprio.

Infatti l’insieme l~ _ { v E Hl~ p(~) : ~Y(v) = o è convesso e chiuso.
Introduciamo ora l’operatore 6L e la disequazione variazionale as-

sociata. Siano A,(x, p), i =1, ..., N, N funzioni reali definite su fl X RN,
misurabili in x per tutti i e continue in p per quasi tutti gli 
sia A = (Ai) e supponiamo che esistano costanti positive v, -4 e tx,

1~N~ tali che per ogni p E RN si abbia

per quasi tutti gli Supponiamo inoltre che per quasi tutti gli
xen si abbia (in (1.17) basta &#x3E; 0 data la ~( 1.19))

Posto consideriamo l’operatore A : V --~ V~ cos  defi-
nito :

8) è inteso nel senso introdotto a p. 8.

9) Non consideriamo il caso a ~ N poichè Hl, c 



149

ove

Si verifica facilmente che l’operatore A è monotono, emicontinuo,
limitato e coercitivo su V. Si tenga presente che 

All’operatore A viene associato al solito modo l’operatore differen-
ziale in lim

Siano dati n funzionali convessi Di su V del tipo (1.14) (con Bi ,
y) e soddisfacenti per ogni l’ipotesi 1.4)

ed m funzionali convessi del tipo (1.15) (in corrispondenza a m
..ostacoli, EJ, Sia inoltre verificata la seguente ipotesi di compa-
tibilità :

IPOTESI 1.7. Esiste per cui tPi(Uo)  + 00, i= 1, ..., M.

e i=1, ..., m.

In queste condizioni è ben noto (cf. ad esempio [10] teor. 8.5)
che dato FeV’ esiste ed è unica la funzione uE V soluzione della dise-

quazione variazionale (4).
Nel seguito rappresenteremo il funzionale FeV’ sotto la forma

OSSERVAZIONE. Possiamo sostituire (1.19) con « À(X))0 » se (al-
meno) uno dei funzionali convessi che compaiono in (4) introduce una
condizione di Dirichlet (opp. due ostacoli; esempio 6) su una iper-
superficie contenuta in Il di misura (N -1 )-dimensionale non nulla;
sotto questa ipotesi la condizione di coercività (cf. ad esempio [ 10]~
(8,49)) è ovviamente verificata.
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2. Un risultato di regolarità.

LEMMA 2.1. Essendo A~(x, p) una funzione soddisfacente (1.16),
si ha per quasi tutti gli xefl

con c = c(a).

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che A(x, p+
-~- q~ ~ (p-~- q)--A(x, p+q).q ed applicare le (1.16).

Siano ~t, 1  i  n, le funzioni relative alla proprietà (1.12) dei
funzionali e 9y, 1  j  m, le funzioni relative alla definizione dei
funzionali (cf. (1.15)). Poniamo

data una funzione indicheremo con g(x) la funzione

Indicheremo nel seguito con c delle costanti dipendenti al più dalle
costanti a, N, v, ~, X, da Q e dagli esponenti di sommabilità degli spazi
ai quali si suppongono appartenenti le funzioni ~,(x), f o , f , ~i e Oj ; ad
esempio se c può dipendere da p ma non dalla particolare
fo . Inoltre il valore di una costante c può essere alterato lungo una di-
mostrazione senza che il simbolo usato venga cambiato.

LEMMA 2.2. Siano soddisfatte le ipotesi 1.4 (per ogni ~)i), 1.7 e

( 1.16) e sia u la soluzione del problema (4) con F dato da ( 1.22); allora
per ogni reale non negativo k si ha ,
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DIMOSTRAZIONE. Sia

ne segue che

D’altra parte dal lemma 1.2, (2.3) e (2.7) segue che per p-quasi
tutti gli A’~lB si ha e min (YiU, e per-
tanto o oppure allora tenendo

presente la convessità di qi(x, .) e ( 1.12) segue che 

- gi(x, quest’ultima disuguaglianza implica

Inoltre risulta ovviamente

Da (4), (2.8), (2.9) e (2.10) segue
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relazione che, insieme al lemma 2.1 e a ( 1.19 ), implica

Da ~(2.11 ) e (2.12) segue la tesi.

LEMMA 2.3. Supponiamo verificate le ipotesi del lemma 2.2 e

supponiamo che fe con
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ove

rispettivamente se p = N/a o N/~a  p  N. Con (N/a) -f-
abbiamo indicato un qualunque reale maggiore di N/a.

Saranno utili nel seguito le seguenti relazioni:

Consideriamo dapprima il caso poichè 
+(a2013l)/s*+(a2013l)(l/a2013l/~)=l, segue dalla disuguaglianza di Hölder
e dalla immersione di H1’ 0-(n) in L°‘*(SZ) che

Da (2.5), (2.16) e (1.2) risulta
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da (2.17) si deduce facilmente che

Finalmente da (2.18) e dalla maggiorazione di Sobolev i w ~ 
alla funzione w=v-u (cf. (2.8)) si ricava con

qualche calcolo la maggiorazione

con H dato da (2.15.1 ). Se h &#x3E; k dalla (2.19) e dalla maggiorazione

segue la (2.14).
Gli altri due casi si dimostrano allo stesso modo: se p=N/a si ha

che con l/t=o.,/N -1/0, 8&#x3E;0. Allora dalla disuguaglianza di
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Hölder si ricava la maggiorazione

poichè con r tale che r*=(a-1)/8,
da (2.20) segue

questa maggiorazione sostituisce la (2.16); la dimostrazione prosegue co-
me prima.

Se invece p&#x3E;N/a la (2.16) si sostituisce con

COROLLARIO 2.4. Supponiamo verificate le ipotesi del lemma 2.2
e supponiamo inoltre che con s dato
da ~(2.13). Si hanno i seguenti risultati:

con H dato da (2.15.1 ).



156

con H dato da (2.15.2).

con H dato da (2.15.3).

Il corollario è una semplice conseguenza del lemma 2.3 e del se-

guente lemma di G. Stampacchia 1°) applicato alla funzione ~p(t~= ~ A(t) I:
LEMMA 2.5. Sia una funzione reale definita per non

negativa e non decrescente, tale che per h &#x3E; k &#x3E; 0 si abbia:

con z, ~.1 e a costanti positive. Allora si ha:

a) se B1:

Indicheremo ora con ~’ la funzione

1’~ Cf. [12] per i casi a) e c), e [1,31 per il caso b).
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si ha il seguente risultato:

COROLLARIO 2.6. Supponiamo verificate le ipotesi del lemma 2.2
e supponiamo inoltre che ~’E~,S(n) con s dato
da ~(2.13). Allora:

a) se si ha

con H dato da (2.15.2) e con ~’ al posto di 0160.

b) se e allora si ha

con H dato da (2.15.3) e con ~’ al posto di ~.

con H dato da (2.15.3) e 0161’ al posto di 0160.

DIMOSTRAZIONE. Posto -y) segue da (1.12) che

Definiamo

Finalmente poniamo

la funzione A soddisfa in particolare la proprietà ( 1.16).
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Con la notazione introdotta la (4) si scrive

Applicando il corollario 2.4 alla soluzione - u di (2.32) si otten-

gono i risultati descritti nel corollario 2.6. Si tenga presente che le fun-

zioni -Ei e -ai svolgono ora il ruolo delle Ei e Oj nel caso anteriore,
come segue dalle (2.28) e (2.30); inoltre da (2.24) risulta

si osservi finalmente che ~( ~- u) _ - ~’ - u.
LEMMMA 2.7. Siano verificate le ipotesi del lemma 2.2, sia u

la soluzione di (4), ~ e ~’ le funzioni definite in (2.3) e ~(2.24) e sia
foeL*P(!l), f E [L**(~)]N, ~, con s dato da (2.13). Allora
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DIMOSTRAZIONE. Evidentemente risulta per ogni t &#x3E; 0

Da (2.36) e dai casi a) dei corollari 2.4 e 2.6 otteniamo il caso a)
del presente lemma

Da (2.36) e dai casi b) dei corollari riferiti segue il caso b) del
teorema. Si osservi che se 

per verificare (2.37) basta ’prolungare, con continuità ad

H1,N0(Q’), con e!1’, osservare che (fj=prolungata di fj) 
= E V I v iïi), con fjEH1, N0 1(12’), ed applicare alla soluzione fj noti risul-

i

tati di regolarizzazione (cf. [ 13 ] ).
Finalmente il caso c)~ del teorema segue dai corrispondenti casi dei

corollari 2.4 e 2.6. Si osservi che 
Poniamo

Dal lemma 2.7 e dalle definizioni date segue immediatamente il

seguente risultato.

TEOREMA 2.8. Siano soddisfatte le ipotesi 1.4, 1.7 e (1.16), sia u
la soluzione di (4), e supponiamo che 

Allora:

a) se p&#x3E;a, q &#x3E; ~oc’, ri , dato da

(2.38), ed inoltre

11) Non sono da considerarsi i termini al secondo membro della (2.38) con
denominatore nullo o negativo. Se ciò capita per tutti i termini allora B &#x3E; 1 può
essere scelto arbitrariamente grande. Di più possiamo applicare uno dei casi b)
o c) del teorema.
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Come caso particolare del teorema precedente si ottiene la propo-
sizione seguente:

TEOREMA 2.9. Siano soddisfatte le ipotesi 1.4, 1.7 e ~( 1.16), sia u
la soluzione di (4), e supponiamo che 
(cf. ( 1.22)) ;iH1, ri(~), (cf. ( 1.12), ( 1.15)); poniamo

e sia a dato da (2.38). Allora:
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Le ipotesi usate per ottenere la limitatezza delle soluzioni possono
essere indebolite; infatti il caso c) del teorema 2.8 (analogamente per
il teorema 2.9) può sostituirsi con il seguente

TEOREMA 2.10. Siano soddisfatte le ipotesi 1.4, 1.7 e (1.4) e sia
u la soluzione di (4); supponiamo che 
con ~&#x3E;N/(o~2013l), j&#x3E;N/a e supponiamo inoltre che ~~ , 6; ,
E L °° (,SZ ) . Allora e

Per dimostrare il teorema basta sostituire in (2.3) le funzioni 
e 0j(x) con rispettivamente le funzioni costanti Sup ~i e 
= Sup 8;(x) (di conseguenza si sostituiscono in (2.24) le funzioni 
e Oj(x) con ~i(x) = Inf ~i e 8;(x) = Inf ej); essendo ancora verificato il

lemma 2.2 la (2.44) discende immediatamente dalla (2.42).

Appendice I.

In quest’appendice daremo alcuni esempi (fra i più semplici) di

problemi il cui studio si riduce allo studio di disequazioni del tipo (4).
Sia r una ipersuperficie contenuta di misura d’area p,==S e sup-

poniamo che l’applicazione di traccia ~y : Hl~ °‘(,~) - LsCl(r) = L"(r) sia

continua; sia y) una funzione definita su r X R a valori in

R u { -~- ~ }, misurabile in x e convessa, s.c.i. e propria in y; suppo-
niamo che esista per cui la (1.12) e la (1.13) siano verifi-
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cate (con B = r e Allora il funzionale

è convesso s.c.i. e proprio (lemma 1.5) su V. La disequazione (4) con F
sotto la forma (1.22), n =1 e si scrive

N 
- 

g
Posto divf= E Vili, Vi= les soluzioni della disequazione (2’)

i=1 axi

verificano, nel senso debole usuale, l’equazione differenziale

nel dominio ,SZ - r; inoltre da (2’) e da (3’) segue almeno formalmente 12),
per ogni v E V

ove n, vettore unitario normale a 3n, è orientato verso l’estemo di Q
e v è uno dei due vettori unitari normali nel punto x a r - an; inoltre

(Vu)(x))= lim A(z, ( 0 uXz)), ove 
t-+0

12) i.e. la (4’) è verificata nel senso classico se l’operatore, la soluzione e i
dati sono regolari.
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Se r = an otteniamo in particolare

per ogni v E V.

OSSERVAZIONE. Siano fl regolare, lo spazio di tracce
delle funzioni di HI’ «(~) e il suo duale. Dato 
esistono funzioni lo e lim, appartenenti a tali che

ove /=(li); dati perciò e posto f o =1-I- ~o , la
disequazione variazionale (2’) si scrive

di conseguenza la soluzione u di (2’) soddisfa l’equazione

con 1 funzione arbitraria di LO-’(92), e

con g elemento arbitrario di 
Se le funzioni A(x, p) sono regolari allora si può dare un senso

più preciso alla ( 10’) poichè si dimostra, servendosi della (9’), che si

può definire A(x, come elemento di H-1~«~~ «~(aS~); cf. [10],
p. 205.
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Diamo ora alcuni esempi, fra i più semplici, di funzionali del tipo
(1’) e dei problemi loro associati.

ESEMPIO 1. Siano ~(x) una funzione definita su 8Q e cp
data da

allora (6’) equivale alla condizione di Dirichlet u(x) _ ~{x) su aSZ.

ESEMPIO 2. Siano e cp --- ~p~(x, y) = o; allora (6’) equivale
alla condizione di Neumann A(x, Vu).n=g(x), ove

ESEMPIO 3. Sia e

ove e ~(x) sono definite su 9n; in questo caso abbiamo il co-

siddetto « terzo problema ai limiti »

con g(x) data da ( 11’).
Per verificare che (6’) implica (12’) basta sostituire in (6’) la fun-

zione arbitraria su 3IÌ), dividere per E e pas-
sare al limite quando E - 0. Per fare la verifica opposta basta osser-
vare che CP3(X, zeR;
da questa relazione e da (12’) segue che l’integrando al primo membro
di (6’) maggiora quello al secondo membro.

ESEMPIO 4. Sia ~(x) definita su 8Q e
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Il problema ai limiti corrispondente generalizza il cosiddetto « pro-
blema di Signorini con ambigue condizioni al contorno » (cf. [7]);
infatti si hanno su 8Q le condizioni

ESEMPIO 5 (problemi misti). Preso r come l’unione di un numero
finito di ipersuperfici senza punti interni in comune (nella topologia
di r), e posto

si ottengono problemi di tipo misto. La soluzione u soddisfa su ogni
rei) la condizione ai limiti relativa alla funzione in particolare se
r = u e se y), i = 1, 2, sono le funzioni in-
trodotte negli esempi 1 e 2, otteniamo il problema misto di Dirichlet-
Neumann.

ESEMPIO 6 (ostacoli sottili). Supponiamo che il funzionale con-
vesso o sia dato da cp(l) + $(2) ove O(1) corrisponde ad esempio a un
problema di frontiera e

con r sottoinsieme N -1 dimensionale di fl e

e ~(x) sono funzioni definite su 3n e tali che %(x) 5%(x).
L’introduzione del funzionale convesso cp(2) nell’inequazione (2’)

corrisponde ad introdurre in £2 X R i due ostacoli sottili (N -1 dimen-
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sionali)

ed a imporre che il grafico {(~ u(x»} } della soluzione u rimanga fra i

due ostacoli S1) e Sg ; si possono considerare un numero finito qualun-
que di ostacoli. Il problema degli ostacoli sottili può anche essere af-

frontato con funzionali del tipo (1.15); cf. [ 5 ] .

Altri tipi di funzionali tPi possono essere considerati, in particolare
funzionali del tipo

con E sottoinsieme misurabile di 11 di misura N-dimensionale non nulla.

OSSERVAZIONE. Si possono considerare dei funzionali convessi di-

pendenti anche dalle derivate prime; un caso semplice è quello relativo
al funzionale 0 definito da

&#x26;.

con E c!1, 0 convessa, s.c.i. (nella seconda variabile) e soddisfacente

’0 ~~Cx))~ con 
Per tali funzionali soon ancora verif icati risultati del tipo di quelli

che abbiamo dimostrato poichè le relazioni

sono verificate per ogni k reale. Si possono considerare dei funzionali

@(v), dipendenti dalle derivate prime, di tipo più generale, per cui pur
non essendo verificate maggiorazioni del tipo (13’) si riescano a valutare
in modo adeguato gli incrementi con v, troncata generica
della soluzione u, definita in modo conveniente.
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Appendice II.

Dimostreremo in questa appendice che la funzione cp(x, yv(x)) che
compare nel lemma 1.5 è 03BC-misurabile su B per ogni veH1,1’(n); più
precisamente dimostreremo il seguente risultato:

TEOREMA. Sia p, una misura su B positiva ed a variazione limitata
e sia

una funzione convessa, propria e s.c.i. nella seconda variabile per 
tutti gli xeB e 03BC-misurabile nella prima variabile per tutti gli yER.

Supponiamo che esista almeno una funzione reale ~(x) J:1-misurabile
su B per cui

su B.

sia 

Allora la funzione g(x, u(x)) è ~,-misurabile per ogni funzione reale
e p-misurabile u(x).

Dimostreremo questo risultato adoperando note tecniche di teoria

della misura. Premettiamo il seguente lemma:

LEMMA. Sia A un insieme 03BC-misurabile contenuto in B e sia u(x)
allora esistono funzioni semplici (e 03BC-misurabili) un(x),

nulle su CA, e tali che:

b) dato xeA esiste un intero positivo N(x) tale che se n&#x3E;N(x)
allora
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per ~,-quasi tutti gli x e A.

DIMOSTRAZIONE. Poniamo per ogni indice positivo n

Evidentemente tali insiemi sono misurabili. Poniamo 13)

le un sono funzioni semplici, misurabili e inoltre sono nulle su ~A .
Fissato xo E A poniamo N(xo) &#x3E; ~ ; per ogni il punto

xo appartiene ad uno e uno solo degli insiemi En i o En, i (1~~~2");
inoltre essendo vale b), ed essendo u(xo) -

vale a).

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA. Per ogni x per cui flp(X, . ) sia

convessa, s.c.i. e propria e per cui ~c~(x, ~(x)) C -I- ~ , poniamo Y-(x)=
= l y : e Y~) _ + oo 1, Y+(x) =r Y : ~(x)  y e Y) _ + oo } e

13) xE funzione caratteristica di E.
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Si ha a(x)  ~(x)  b(x); inoltre è ben noto che la funzione cp~(x, ~ )
è continua su [a(x), b(x)] a valori in R u ,{ + -’), potendo essere

negli estremi dell’intervallo.
Consideriamo i seguenti insiemi misurabili:

dal lemma precedente segue l’esistenza di successioni { u n1 ~ (x) e { un~~(x)~ }
di funzioni semplici e misurabili tali che:

Inoltre ~=0 su {~ . /=1. 2 .

Consideriamo le funzioni

e dimostriamo la loro misurabilità su B, ossia, su B1 , B2 , e B3 separata-
mente. Su B3 un tale fatto è ovvio; dimostriamolo su B1 , ossia, dimo-
striamo la misurabilità dell’insieme

con I aperto qualunque di R u { }:

essendo ; ¡

e E; misurabili segue che l’insieme (10") è uguale all’unione

che è misurabile poichè è misurabile per ipotesi.
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Per terminare la dimostrazione è sufficiente verificare che

Se xeB3 la (12") è ovvia. Supponiamo invece che sia x E B2 ; in

questo caso lim (x)=u(x) e, per n&#x3E;N(x), u~2~(x)  u(x);
in particolare riesce

Distinguiamo ora i casi e nella prima ipo-
tesi si ha, per n sufficientemente grande, e pertanto

u(x)). Se invece u(x)  b(x) la (13") implica
ed essendo cp(x, ~ ) continua su [a(x), b(x)]

ne segue che lim cp(x, un~~(x))=~p(x, u(x)), come volevamo dimostrare.

OSSERVAZIONE. L’ipotesi dell’esistenza di ~(x) tale che la ~(3") sia
verif icata è (nel caso generale) essenziale. Infatti siano B=(0, 
la misura di Lebesgue su B e !~(~)=~ per Poniamo

con g(x) funzione reale e non misurabile su B. Tutte le ipotesi del teo-
rema precedente sono soddisfatte tranne la (3"); e per u(x)=~(x) la
tesi non è verificata.
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