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UN’OSSERVAZIONE SU UN CRITERIO DI COMPATTEZZA
PER LE FUNZIONI VETTORIALI QUASI PERIODICHE

GIULIANO BRATTI *)

Questa osservazione ha come oggetto l’estensione di un criterio di
compattezza per le funzioni quasi periodiche (q.p.) di variabile reale a
valori vettoriali, formulato la prima volta nel caso delle funzioni q.p.
a valori complessi da L. Amerio [1], p. 293, in un criterio di compat-
tezza per le funzioni debolmente quasi periodiche (d.q.p.) definite su
gruppi abeliani localmente compatti (LCA) a valori vettoriali. A tale
scopo € necessaria una nuova dimostrazione poiché in quella originale,
cosi come in quella di [2], p. 143, si fa uso essenziale del fatto che R,
i reali, ¢ spazio topologico separabile (contiene un sottoinsieme numera-
bile e denso). Qui si fara uso della caratterizzazione di A. Weil delle
funzioni q.p. e del teorema di G. Ascoli [3], p. 233.

Sia G un LCA; G la sua compattificazione di Bohr; 8 : G — G I’iso-
morfismo (algebrico) continuo tale che B(G) & denso in G. E sia uno
spazio vettoriale topologico sui complessi C, localmente convesso e di
Hausdorff; E, sia E con la sua topologia debole.

DEer. 1. C(G; E,)={f: G— E, continue e limitate}. € C(G; E,)
e d.q.p. se {f(x+h)nec & relativamente compatto in C(G; E,) quando
quest’ultimo ha la topologia dell’uniforme convergenza su G.

TeorREMA. fe@(G; E,) é d.q.p. se e solo se esiste ¢ : G —> E, con-
tinua con @[B(x)]=f(x), VxeG. (Si fornisce una facile dimostrazione di
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questo teorema, di A. Weil, dalla quale & possibile ricavare 1’estensione
ai gruppi LCA di un altro teorema di L. Amerio [1], p. 294).

DiMOSTRAZIONE. La condizione sufficiente & subito provata non
appena si osservi che se ¢ : G— E, & continua, poich¢ G & un gruppo
compatto, ¢ & uniformemente continua [3], p. 198. Se h; & una rete in
G, hjDhy, con B(hy,)—>z0 in G. Allora:  (z+B(hs,)) = @(z+20) uni-
formemente rispetto a z€G, sicché f(x+h;) —> [B(x)+20] uniforme-
mente rispetto a x€G. Per la condizione necessaria si ha: Se zeG, esi-
ste una rete x;€G tale che B(x;)— z in G. La rete f(x;) ha, in E,, un
unico punto di chiusura; se & anche $(y;) =z in G, la rete f(y;) ha lo
stesso punto di chiusura della rete f(x;). Nel fatto: se f(x;,)—>s e
flyr,)—>t in E, e se s#t, esiste a€E’ con a(s)#=a(t). aof: G—>C
& q.p.; esiste @, : G—> C continua con @.[B(x)]=0a 0 f(x) VxeG.

@u(2) =1im; @u [ B(x;,) ] =1lim; o[ B(ys)]1 =a(s) =a(?).

Assurdo. La dimostrazione che la rete f(x;) ha un unico punto di chiu-
sura & simile a quella gia fatta. E ben definita, allora la mappa ¢: G — E,,
@(z)= all’'unico punto di chiusura delle reti f(x;) tali che B(x;) >z in
G; risulta, inoltre, @[B(x)]=f(x) VxeG. Rimane da provare la conti-
nuita della . Sia a€E’; poiché o f: G—C & q.p., esiste 9. : G—>C
continua che fattorizza a.o f. Se zeG

a o o[z] =lim; & o f(x;) =1im; @a[ B(xs,)] = @u(2)

poiché se B(x;) =z in G anche B(x;). In definitiva oo o=@, Va€E’: ¢
¢ debolmente continua.

OSSERVAZIONE 1. Se f: G—E & d.q.p. secondo Amerio!)e f(G)
¢ relativamente compatto in E si pud definire la ¢ di sopra ponendo
o(z) = all’'unico punto di chiusura (forte) delle reti f(x;) se B(x;))—>z
in G ('unicita di questo punto & garantita dal fatto che f & d.q.p.). ¢

1) f:G—>E & d.g.p. secondo Amerio se VagE’ aof & continua e q.p. se-
condo Bohr.
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risulterd ancora debolmente continua; inoltre, poicht @(G)cHG)~ o
risultera fortemente continua. Allora f & q.p.

DEFINIZIONE 2. [*°(E)=[{u:}ien con: wi€E, {u;}ien limitato in E].
Su 1=(E) la topologia vettoriale abbia una base di intorni di zero negli
UWV)={{uiliex : i€V, VieN), V intorno di zero in E,.

1=(E) & localmente convesso ¢ di Hausdorff (VKEN, Py : I(E)—> E,,
Pi[{ui}ien] =ur & continua).

LEMMA. Sia Caq.(G; E,) lo spazio delle funzioni f : G — E, d.q.p.
con topologia relativa da C(E; E.). Se la sequenza f{x)€Caqp(G; E:)
e tale che:

a) le f(x) sono equicontinue;
b) le f{x) sono equinormali?);

¢) se @iz) é lestensione di f{x) a G, VzeG {9«(z)}cE é debol-
mente relativamente compatto allora la sequenza fi(x) ha un punto di
chiusura in Caqp.(G; E.).

Dimostrato il lemma segue subito il criterio di compattezza:

Un sottoinsieme A di Caq5.(G; E;) é compatto se e solo se:

a) A con topologia relativa da Caqp(G; E;) e spazio di Lindelof,
[31, pag. 50;

b1) ogni sequenza in A ha le proprieta a), b) e c) del lemma.

DIMOSTRAZIONE DEL CRITERIO. La condizione sufficiente segue su-
bito dal lemma 4 di [3], pag. 137. Se A & compatto in Caqp(G; E)
la proprieta @) & ovvia. Se A & compatto & totalmente limitato [4], pag.
60; se U=9(G; V), V intorno di zero in E,, & intorno di zero in
Ca.q4p(G; E,), esistono fi,, fi,, ..., fi,€{filien tali che:

2) La famiglia F<&; , (G; E,) & equinormale se da ogni rete ;G & possi-
bile estrarre una sottorete h; con f(x - h;)—> g(x), uniformemente rispetto a

x e G, uniformemente rispetto a fe&.
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{fx)ien€fi(X)+U U ... U fi (x)+ 4.

Se U ¢& intorno di zero in E, , esiste V; intorno di zero in G con: se x’
e x"€G e x'—x"€eVy f,(x)—f,(x")eU, h=1, 2, ..., n, (cid perché le
fo,(x), h=1, 2, ..., n, sono d.q.p.). Allora, VieN, se x'—x"€V1, flx")—
—fi(x")eV+V+U, da cui segue a) del lemma.

b) e ¢) saranno dimostrate dopo la dimostrazione del lemma.

DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA. Si consideri la funzione F(x):
: G—=I°(E), F(x)={fdx)}ien : ci0 & possibile a causa di c). F(x) &
continua: se x;—> xo in G, fi{(x;) = f{xo) in E, uniformemente rispetto a
ieN, per a); allora F(x;)—> F(xo) in [=(E). Per b) F(x) € q.p.: esiste
®(z) : G—I=(E) continua con ®[B(x)]=F(x) VxeG.Se ®(z)={0i(2)}iex ,
0iz) : G—E,, le ¢{z) sono le estensioni delle f{x) e, poiché ®(z) &
continua su un gruppo compatto, le @iz) sono equicontinue su G. Se
{9«z)}~ & la chiusura in C(G; E,) della sequenza delle {@i}licn: @)
{9Az)}~ & un insieme equicontinuo; b), a causa dell’ipotesi c), Vz€G,
{0i(z0)}~ & compatto in E,. In base al teorema di Ascoli, [3], pag. 233,
{9dz) )iy & compatto in C(G; E,). Ne segue che la sequenza ¢fz) am-
mette un punto di chiusura, ¢(z): la restrizione di ¢(z) e G da il punto
di chiusura della sequenza f{x).

Per 1la fine della dimostrazione di b;) nella condizione necessaria
del criterio si ha: poiché Caqp{G; E;) ¢ C(G; E,) sono algebricamente
e topologicamente isomorfi, se A & compatto in Caqp(G; E,) il corti-
spondente di A in C(G; E.) & compatto; sicché se {fi(x)}ien€A, le 0Lz)
estensioni delle f{x) sono equicontinue. Se #; & una rete in G, h;Dh;i
con B(h;;)—> zo in G; ne segue: fi(x+ hji) = @i(B(x)+20) uniformemente
rispetto a x€G. c¢) segue facilmente dal teorema di Ascoli.
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