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TEOREMI D’ESISTENZA
PER PROBLEMI DI CONTROLLO OTTIMO
RETTI DA EQUAZIONI ELLITTICHE O PARABOLICHE

TuLLiO ZOLEZZI *)

SuMMARY. [ prove that some infinite-dimensional control problems (which include
some stochastic optimization problems in the sense of Fleming (see [12])),
have optimal solutions, if the coefficients of the gradient of the «state»
(which is solution of a given boundary-value problem for linear divergence-
form parabolic, or elliptic, equations) belong to a weakly sequentially closed
and compact set in L=; for the more particular problems with control in
the coefficients in the form of composite function, the existence is proved
for problems with only maximum order terms and time-independent controls
(without any extra assumption of compactness) if the coefficients map the
compact « control region » onto their maximal range, and (in both cases) if
some conditions hold assuring existence, uniqueness of the states, and (semi)
continuity of the functional to be minimized (therefore, the second order
terms depending on the control, these results extend the known ones). Better
results are obtained if the space variable is one-dimensional.

Introduzione.

Nel presente lavoro si provano teoremi d’esistenza per problemi di
controllo ottimo nei quali gli « stati » sono soluzioni di dati problemi
al contorno per equazioni lineari paraboliche od ellittiche in forma va-
riazionale. Nel caso parabolico, uno dei problemi che qui vengono stu-
diati (v. teorema 3) contiene quello dell’esistenza del minimo per certi
problemi stocastici di controllo (v. [12]: rimando a tale lavoro, ed a
quelli di Fleming citati nella relativa bibliografia, per cid che concerne

*) Indirizzo dell’A.: Istituto di Matematica, via L. B. Alberti 4, 16132 Ge-
nova (Italia).

Lavoro eseguito nell’ambito del contratto di ricerca n. 13 del comitato per
la matematica del C.N.R.
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I’interpretazione probabilistica di tali questioni di controllo « ad infinite
dimensioni », e per l'opportunitda di studiarle quando le equazioni a
derivate parziali, che le descrivono, abbiano coefficienti discontinui).
Un teorema d’esistenza in tale caso & dimostrato in [10] (teorema 3):
se i controlli compaiono perd nei coefficienti dei termini del secondo
ordine, il problema era aperto (v. anche [11], p. 257, ¢ [17]). Un con-

fronto tra i risultati del presente lavoro ed alcuni giad noti & effettuato
nella nota 3.

Notazioni.

R™ indica lo spazio euclideo reale ad m dimensioni. Se E & misu-
rabile in R™ secondo Lebesgue, e se 1 &€ una data misura non negativa su
E, L?(E, p) (1< p< ) indica il corrispondente usuale spazio di Lebesgue,
abbreviato in L?(E) se pn €& la misura di Lebesgue (il cui valore in F
¢ indicato con mis F). « q.0.» significa « quasi ovunque rispetto alla
misura di Lebesgue ». « = » significa « uguale per definizione ». Se E
¢ misurabile in R™ secondo Lebesgue, se ScR" (non vuoto), una fun-
zione f: E X S— R? si dice « di Carathéodory in E X S» se (1) x—>
— f(x, y) & misurabile in E per ogni yeS; (2) y— f(x, y) & continua
in S, q.0. in E. Se X & uno spazio di Banach e se T>0, L?(X)
(1<p< =) indica lo spazio di Banach delle funzioni (modulo le fun-
zioni nulle q.0.) f: (0, T)— X, tali che t— || f(¢) ||"~!f(#) & integrabile
secondo Bochner rispetto alla misura di Lebesgue in (0, T) con la nor-

T
ma ( [ || /(t) [|’dD)"/?, se p & reale, delle funzioni misurabili ed essenzial-
0
mente limitate in (0, T) con la norma ess. sup. || f() ||, se p=oo. Se
0<t<T

X=L%F), si abbrevia L?(L%F)) con L% ?(F). — (—) indica la conver-
genza forte (debole) in ogni spazio di Banach X considerato, il cui duale
¢ indicato con X*. Se £ & aperto limitato in R™, T>0, Q=(0, T] X Q,
Col(Q) indica la classe delle funzioni reali derivabili con continuitd fino
al primo ordine in Q e con supporto compatto contenuto nell’interno
di Q. Ho'(Q) indica il completamento di Co'(€2) nella norma || u||=
=|| u ||2c)+|| v« || ) » U= indicando il gradiente di u in Q. C(Q) in-
dica le funzioni continue in Q, CQ) quelle a supporto compatto, Q
la chiusura di Q. Se E, S, G, TcS sono insiemi non vuoti, e se
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f:EXS—G, allora f(x, T)={f(x, y): yeT}. Le estratte da una suc-
cessione sono indicate con la notazione della successione originale. Se
X & uno spazio di Banach, — indica la X-convergenza in X"

Risultati.

Studiamo dapprima un problema generale di ottimizzazione, nel
caso parabolico (teorema 1) ed in quello ellittico (teorema 2).

_TeoremMA 1. Siano dati: Q aperto limitato connesso in R™, T>0,
0<t, t<T, xe€Q, zo€ [XQ). Siano

Q=0 X (0, T], y=(x, H)eQ, A=

E(all s eeey Amm , A1, ooy Am bl, cony bm, c, fl’ ceey fm: g),
sia

L(A)=0d/0t— i ;Enil 9/0xi[an(y)0/0x: +ar(y)] — k% bu(y)9/dxr—c(y).

Sia z(A) la soluzione, nel senso di [1], del problema

L(A)z(A):k)ila/axkfk(y)+g(y) in Q,
z(A)(x, 0)=2zo(x) in Q, z(AXx, t)=0 in 3aQ X [0, T].
Sia data la funzione reale

A = G(A)=F(z(A)Xx, 1), [ Hi(x, 2(A)x, t0)dx, gHz()’, z(A)y))dy).

Allora G ha minimo assoluto in ogni classe U di vettori A verificante,
con i dati, le seguenti ipotesi:

(1) M|MPZX aw(y)Mide=a | M * per qualche M, a>0, per ogni AeR™,
i, k=1

q.0. in Q e per ogni elemento di U;

esistano p, g con 2<p, g< o ed m/2p+1/q<1/2, esista DeL™ Q)
tali che | d(y) |<D(y) q.0. in Q, per ogni d€{ar, fn: k, h=1, ..., m},
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per ogni elemento di U; esistano p’, q’, con 1<p’, ¢'< > ed m/2p’+
4+1/q’'<1, esista D'e L*-%(f2) tali che se d’€{c, g}, per ogni elemento
di U sia | d'(y) |<D(y) q.0. in Q;

(2) {awx: A€U}, {bj: AeU} siano debolmente sequenzialmente chiusi
e compatti in L=(Q) per ogni i, k, j=1, ..., m;

{ar: A€U), {fr: A€eU}, {c: AeU}, {g: AeU} siano debolmente chiusi
in L7 9(Q), o in L*"7(Q), rispettivamente, per ogni k=1, ..., m;

(3) Hi, H, siano funzioni di Carathéodory in © X R! e Q X R! rispet-
tivamente; esistano fu€ L'(Q), h,€ LY(Q) tali che | Hi(x, v) | <hu(x)
q.0. in Q, | Hiy, v) |<h«y) q.0. in Q, per ogni veR';

F : R®*— R! sia semicontinua inferiormente.

DiMoSTRAZIONE. La tesi ha senso, infatti per ogni AeU la (1) (e
la limitatezza in L=(Q) di {b;: A€U}, j=1, ..., m, assicurata dalla (2))
garantiscono esistenza ed unicita di z(A) (teorema 1, pag. 634, di [1]),
inoltre per la (3) si ha G(A)eR! per ogni AeU. Sia {A.}={(aun, ..., &)}
una successione in U minimizzante per G. Da [1] si ha che

(*)  z(A.)eCUQ) N L=(L*(£)) N LA(Ho'(Q)) per ogni n;

(**) per ogni 9€Co'(Q) risulta

f [ —2z(An)pe+ % laian(An)Jz;(ka + kz:laknz(An)(ka—
4 k= =

—\Elbknz(An)x,,cp—an(An)cp]dy= f (gno— kz_lfkn(ka)d)’:
Q

per ogni n;
(***) per ogni YeCol(Q) risulta
lim | z(A.) (x, Hx)dx= f zo(x)(x)dx,

t->0+
9}

per ogni n.
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Da risultati di [2] e relative dimostrazioni si ottiene che {z(An)}
¢ equicontinua in ogni compatto di Q, e che sup | z(A.)(y) | <+ oo per
n

ogni yeQ. Pertanto, per un’estratta, si ha che esiste zeC%Q) tale che
z(An)(y) = z(y) uniformemente sui compatti di Q. Dall’esame della dimo-
strazione della formula (3.3) di pag. 635 di [1] si ha che

S%P (Ul 2CAR) [ 220y + 1| 2(An)s |[Faqzzn) < + oo

Pertanto, dalla (*), dalla riflessivitd di L2(Ho'(2)) (v. [7]) e dal lemma
3, pag. 633, di [1], si ricava che

(i) ze L=(IX)) N L(Ho'(Y)),

e che, per un’estratta,

(i) z(A.)(y)—> z(y) uniformemente sui compatti di Q, ed inoltre
2(An) = z in L(Ho'()).

Per la (1) e la (2) (v. [7]) si ha che esiste A=(au, ..., dmm, @1 ,

vy Am s D1y ooy By €, Fiseos fms —)eU tale che, per un’estratta, dix, — aix

e b;m—\b;c in L°°(Q) per ogni i, k=1, ..., m; inoltre Qin —> Gt , Con—>C,

fen—fr, g.— g (per ogni k=1, m) in L"- %) o ih L7 7(Q): infatti

sia P linsieme di Lebesgue, prlvato degli eventuali punti in dQ, del

vettore (@i, ..., dmm). Allora se yEP, per ogni i, k=1, ..., m risulta

hgn 0(1/m1s S)Ia.k(e)de aix(y), ove S indica una sfera di centro y,

con Sc Q. Dato che

CARNIES zla,k,.(e)msM BN
q.0. in S, per ogni n, \ ed S, si ha che
| MP</misS) [ X an(@MMde<M |\

per gli stessi n, A ed S, e, al limite per n—> oo,

@] MP</misS) [ T an(ehdide<M |\
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per gli stessi A ed S; al limite per mis S— 0 si ha

@ | AP E aiMM<M |\

i, k=1

per gli stessi A, e per ogni y€eP, cioé g.0. in Q. Dato che L” 4(Q)c L(Q)

con inclusione continua, essendo r il minimo tra p e ¢, & infine evi-
dente che le rimanenti componenti di A verificano la (1). Pertanto, usan-
do la (ii), & chiaro che

1)

(lii)f['—Z(An)CPt'l‘ kz_laknz(An)(ka'—an(An)(P'—'gnq)'l' kz_lfkn(ka]dy g
Q
- f [—z0+ T azon—czo0—go+ X fion1dy,
Q

per ogni @€ Co'(Q).
Proviamo ora che

(iv) z=z(A).
Dati i, ke{1, ..., m}, essendo, per un’estratta, Qitn — ai in L=(Q),
si ha, dai risultati di [5], in particolare dal teorema 1 e dalla propo-
sizione 2, che

faian(An)x;kady -> J ‘_lik;x;(pxkdx
Q Q

per ogni 9eCo'(Q): infatti se h, & la funzione a—> [ az(An)yPx,dy,
Q

a€eL=(Q), si ha che h,€ L*(Q)* per ogni n, inoltre per la (i) z(An)x—> zx
in [>¥Q), quindi posto h(a)= [ azx,¢.,dy, a€L=(Q), si ha che h,—h
Q

in L=(Q)’, essendo continua l'identitd tra L=(Q) ed L**); analoga-
mente si ottiene

k=1

f Y binz(An)yody —> f ElEkakCde,
) 0
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sempre utilizzando la (2). Mostriamo ora che z verifica le condizioni al
contorno del tipo (*), (***). La (*) & gia stata provata nella (i). Per

ogni t€(0, T] e per ogni peC(Q2 X (0, t]) con supporto compatto in
Q si ha (v. [1], pag. 622, formula (2.2)) che

f zZ(An)(x, t)o(x, t)dx+ f[—z(An)CPt-i—

Q Qx(0,1]

aiknz(An)xi(ka + k;] aan(An)(ka— 8nQ +

M3

+.

i, 1

+ kgl frnPsi -k>_:1 binz(An)x @ — Cuz(An)@ldy = f%(x)qJ(x, 0)dx,

Q

per ogni n. Allora per ogni YeCo'(2) e per gli stessi n e t si ottiene

f z(An)(x, OY(x)dx+ f f [_g:_laian(An)xi¢xk+ . —
0 2 o

Q

—ca(x, 8)z(A)(x, sW(x)]dx ds= f Zo(xW(x)dx.

Q

Dalla convergenza sopra dimostrata segue che

t

Jz(x, OU(x)dx + f f [ % &ikixi¢xk+ R
0 o oa -

—c(x, 8)z(x, s)P(x)]dx ds= f Zo(x)(x)dx

4]

per gli stessi ¢ e Y: si conclude allora che

lim | z(x, OYP(x)dx= f Zo(x)(x)dx

t—>0+
Q

per ogni YeCo'(02) (ciod « z(x, 0)=zo(x) in Q »). Pertanto la (iv) & pro-



162 Tullio Zolezzi

vata. Dalla (ii) e dalla (3) si ricava che z(An)(x, )= z(x, ©),

le(x, Z(An)(x, to))dx'%le(x’ E(x’ to))dx’
Q Q

f Hyy, z(An)(y))dy — f Hyy, z(y))dy.
Q Q

Cid prova che A & minimizzante, c.v.d.

TEOREMA 2. Siano dati: € aperto in R™, Q> , b aperto limita-
to in R™, zoe H(), x€S. Siano

AE(all 5 evey Amm dl 9 eeey dm, bl 9 eeey bm s Cy fl s eeey fm)’

L(A)E—ié 1a/axk[a,-k(x)a/ax,~+atk(x)]+§l bi(x)d/dx:+c(x).
Sia z(A) la soluzione, nel senso di [9], del problema
L(AY(A)=— T 2f/x. in ©,
z(A)=z, in 9.

Sia data la funzione reale

A— G(A)=F(z(A)x), J H(x, z(A)(x))dx).

Allora G ha minimo assoluto in ogni classe U di vettori A verificante,
con i dati, le seguenti ipotesi:

(1) MI)\.IZZ_kZIaik(x))»i)»kZaHF per qualche M, a>0, per ogni

M€ER™, q.0. in Q e per ogni elemento di U;

esistano r>m, DeL'(Q2), D’e L'*(Q2) con norma abbastanza piccola (v.
[9]), tali che per ogni elemento di U sia
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| di(x) |<D(x), | felx) |<D) |, ] e(x) |<D'(x),
q.0. in Q, e per ogni k=1, ..., m;

(2) {aax:A€U}, {bj: A€U} siano debolmente sequenzialmente chiusi
e compatti in L=(Q) per ogni i, k, j=1, ..., m;

{dir: A€U}, {fx: A€U}, {c: AeU} siano debolmente chiusi in L"(£2),
o in L%(Q) rispettivamente, per ogni k=1, ..., m;

(3) H sia una funzione di Carathéodory in © X R!;

esista heL'(Q) tale che | H(x, u) |<h(x) q.o. in Q per ogni ueR!;
F : R? — R! sia semicontinua inferiormente.

DiMoSTRAZIONE. La (1) (e la limitatezza in L=(Q2) di {b;: AeU},
j=1, ..., m, assicurata dalla (2)) garantisce esistenza ed unicita di z(A)
per ogni AeU (v. [9]), ed inoltre, per la (3), G(A)eR® per ogni AeU.
Sia {A,} una successione minimizzante per G in U. Da [9] si ha che
z(A,) € CY(Q) N HY(Q) per ogni n. Da risultati di [9] e [4] e dall’esame

delle relative dimostrazioni si ha che {z(A.)} & equicontinua su ogni
compatto di €, che sup|z(A.)(x)|<+o per ogni xef, e che

sup || z(A») ||zy< 4+ eo. Quindi esiste zeCYQ)NHYQ) tale che, per

un’estratta, z(A,)(x) = z(x) uniformemente sui compatti di Q, € z(A,) —
— z in HY(). In modo analogo a quanto fatto nella dimostrazione del

teorema 1, si prova che esiste A€U tale che z=z(A), e che A & mini-
mizzante, c.v.d.

Nota 1. Il teorema 1 si applica anche al problema di minimiz-
zare funzionali dipendenti da z(A)., per esempio della forma A —
- £ Ho(y, z(A)(y), z(A):(y))dy: in questo caso si pud supporre, in pilt

rispetto alle ipotesi del teorema 1 ed al posto della (3), che Ho(y, p, q)
verifichi opportune ipotesi di convessita in ¢, semicontinuitd inferiore
in p, ed una maggiorazione del tipo | Ho(y, p, q)|<fo(y) per qualche
foeLY(Q). 11 teorema 1 si applica inoltre a problemi descritti da certe
classi di equazioni quasi lineari, con qualche adattamento: si possono,
per esempio, considerare operatori
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LA)=z— 3 8/oxlaue oy, 21— T biy)zs—c0, 2),

in ipotesi analoghe a quelle di [2] sui coefficienti di L(A). Analoghe
osservazioni valgono per il teorema 2.

I teoremi seguenti concernono il pitt particolare problema in cui i
coefficienti delle equazioni paraboliche (teorema 3) o ellittiche (teore-
ma 4) dipendono dal controllo come funzioni composte: questi pro-
blemi sono un caso particolare di quelli trattati nei teoremi 1 e 2, con-
tengono certi problemi stocastici di ottimizzazione, ma non soddisfano,
in generale, le ipotesi di compattezza che si sono richieste nei precedenti
enunciati (v. nota 2).

TEOREMA 3. Siano: ) aperto limitato connesso in R™, xp€{},
T>0, K non vuoto e compatto in R,

0<ty, t<T, 2€H(Q), Q=Q X (0, T], U=
={uelL~(Q) : u(x)eK q.o. in Q}.

Sia z(u), per ogni ueU, la soluzione, nel senso di [1], del problema
di Cauchy-Dirichlet

Z(u)r=i_§=la/axi[aik(x, u(x)z(u)s,] in Q,

2u)(x, 0)=z(x) in Q, z(u)(x, )=0 in 3Q X [0, T].
Allora la funzione reale

u— Gu)=F(z(u)(x0, to), {hl(x, z(u)(x, t))dx,

£ by, z(u)(y), z(u)y))dy)

ha minimo assoluto in U se si suppone che
(1) ax=aw siano di Carathéodory in Q X K per ogni i, k;

esistano costanti a>0, w, tali che per ogni AeR™, uek, e q.0. in Q
risulti
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m
o I)\, |2< air(x, WAMIw I A lz ;
i, k=1

(2) indicato con A(x, u) il vettore (au(x, u), ..., Gmm(x, u)) degli ele-
menti ax(x, ) con i<k, e posto P=Iiy X ... X Iym, dove I=
=la, w], ed In=[(a—w)/2, (w—a)/2] se i<k, risulti A(x,
K)=P q.0. in Q;

(3) M sia di Carathéodory in Q X R!;

esista Hi€L'(Q) tale che |Ai(x, v)|<Hyx) per ogni v e q.0. in
hoy, z, p) sia continua con 9h»/dpr, k=1, ..., m, in Q X R' X R™, sia
convessa in p per ogni (y, z), ed esistano H,eLY(Q), beR' tali che

0<hly, z, P)SH(y)+b(| zP+|p P

q.0. in Q e per ogni z, p;
F: R®*— R! sia semicontinua inferiormente, ed F(a, b, ¢)<F(a, b, c’)
se ¢<c’ per ogni a e b.

DimoSTRAZIONE. Dal teorema 1, p. 634, di [1] (applicabile per
la (1)), e dalla (3) segue che G(u)eR! per ogni ueU. Sia {u,} una
successione minimizzante per G in U. Allora, per ogni n, e per ogni
0€C(Q), ¢ VeC(Q), si ha, ponendo aun(u)=au(-, u(-)),

ér [_Z(un)fpt'l" ; ,:Zz:l aik(un)z(un)xi(pxkd :0;
lim § z(u.)(x, HU(x)dx= [ zo(x)U(x)dx.
>0+ Q Q

Inoltre, per risultati di [1], di [2] e relative dimostrazioni, si ha che
per ogni n
z(un) € L=(LX(2)) N L*(Ho'(2)) N CYQ),

che per ogni yeQ sup | z(ua)(y) | < + o0, che {z(u.)} & equicontinua sui

compatti di Q, e che sup || z(u.)x |12 20)< + o0; pertanto esiste
n

ze L=(LX(2)) N L*(Hq'(£2)) N C%(Q)
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tale che, per un’estratta (v. anche [7]),
(i) z(un)(y) = z(y) uniformemente sui compatti di Q, e

2(un) = z(u) in L¥(Ho'(2)).

Sia z, la soluzione (nel senso di [15]) del problema di Cauchy

£ zaydx + p> 1J'aik(u,,)z,m,.tpx,‘dx=0 per ogni YeCol(Q)
i, k=10 i

e per ogni t>0;

lim || za(-, £)—20() ||micr=0,
L =0+

per ogni n. Da risultati di [15], esistono
2'€CY[0, +o0], Ho'(Q)) N L=([0, + =), L)), bueL=()

con bx=bw per ogni i e k, tali che

a| M Z bulxheSw [\
i, k=1
per ogni A€R™, q.0. in Q, tali che z.(y) — z*(y) uniformemente sui com-
patti di Q X (0, 4+ ), e
JZdx+ ¥ [ baz;,U.,dx=0 per ogni YeCo'(Q),
19} i,k=1 Q

e per ogni t>0;

lim || 2°(-, ©)—zo(+) || #iy=0.
t—>0+
Allora se 9€Co'(Q), (-, H€Co'(R2) per ogni te(0, T1, per cui

f 2x, Dolx, Hdx+ )l::"_

i 1

f bu(x)z; (x, t)@x(x, t)dx=0
Q

Q

per ogni t>0. Allora
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m

f z'ody+ kZEI birz;,0xdy=0
Q e

per ogni @€ Co'(Q). Integrando per parti si trova che (v. [15])

f(—z*tpz+. Elbikz:iqx;k)dy=0 per ogni 9eCol(Q);
Q T

lim || 2*°(-, ©)—2zo(+) ||z =0.
t—>0+

Analogamente, per ogni n, z,€CY[0, + o), Ho'(2)) N L=([0, + o),
LX(Q)), e

f [—zupe+ E; 1aik(un)znxiq),%] dx=0 per ogni @€eCo'(Q);
4 =

lim || za(-, £)—zo(-) ||zi)=0.
t—>0+

Sia z la restrizione di z* a Q, sia z, la restrizione di z. a Q, per
ogni n. Allora

1in(r)1 zu(x, HP(x)dx= f 2o(x)Y(x)dx
t—04

per ogni n e per ogni YeC,'(£2). Pertanto, dal teorema 1, pag. 634, di
[11, z(us)=2z. per ogni n. Allora, dalla (i), deve essere z=z. Pertanto

(—zp:+ kE_lbika,»tpx,‘)dy=0 per ogni @€eCo(Q);
i A
t—>0+

lim f z(x, W(x)dx= f zo(x)Y(x)dx per ogni YeCol(Q).

Sia L la classe delle matrici (cix) reali simmetriche m X m, tali che
per ogni AER™ si abbia
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m
al M kZICik)w)»kSw |2
i, k=

L abbia la topologia indotta dalla norma || (ci) || = max | ci |; allora L
ik

& convesso, € pertanto connesso. Fissati comunque r ed s in {1, ..., m},
la funzione che ad ogni (cik)€L associa ¢ € continua, pertanto L, =
={c;s: (cxk)€L} & un intervallo. E chiaro che L & chiuso: inoltre &
limitato, infatti scegliendo A=(0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) (tutti gli elementi
nulli tranne l’essesimo), si trova che Lic[ea, w]; scegliendo, per rss,
A=, ..,0,1,0,..,0,1,0, .., 0) (tutti gli elementi nulli tranne l’es-
sesimo e l’erresimo), si trova che L,c(a—w, w—a). Allora L,s & un
intervallo compatto per ogni r, s. D’altra parte & evidente che L,,=[a, w]
per ogni r; e considerando il caso m=2, si vede con calcoli elementari
che se r#s, allora L,=[(a—w)/2, (w—0a)/2]. Quindi la (2) ha senso,
e permette di affermare che b(x)=(bi(x), ..., bmm(x))€A(x, K) q.0. in
Q. Per la (1) A(x, K) & compatto q.o. in Q: dal corollario 5.1°. di [8]
segue dunque che esiste upeU tale che bu(x)=au(x, uo(x)) q.0. in
e per ogni i, k. Allora z=z(uo). Dalla (i) si ha che

Z(Un)(X0 , to) —> z(Uo)(xo , to).
Dalla (3) segue che

f huCe, e, D)dx — f I, 2(u)x, D)dx:
a h
infatti dato ¢>0 sia HcQ, H compatto, tale che [ HHl(x)dx<s: allora
-

’ { [h(x, z(ua)x, D) —hi(x, z(uo)(x, ))]dx|<2e+

+ ! f [, 2, B)—hix, zuo)(x, D)]dx }
H

per la (3), e la conclusione & immediata, tenendo conto della (i). Pro-
viamo ora che
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(ii) lim inf f ha(y, z(ua)(y), z(un)(y))dy = f ha(y, z(uo)(y), z(uo)«(y))dy.
Q Q

Per ogni t€(0, T], per ogni YeCo'(2), per ogni i€{1, ..., m} risulta

J'Z(un)xi(x’ Hd(x)dx — f 2(uo)x(x, H(x)dx,
Q

Q

per [15] e la (i) (basta integrare per parti). Allora per ogni t€(0, T]
si ha che z(un)(-, t)— z(uo):(-, t) in L¥Q), dunque z(u,)(-, t)—
— z(uo)(+, t) in H“(Q). Da un teorema di semicontinuitd di Serrin (v.
[14], teorema 1.8.2), per la (3) si trova che, per ogni te(0, T1,

lim inf fhz(x, t, z(un)(x) t)’ z(un)x(xy t))dx>
"]

= f haox, t, z(uo)(x, t), z(uo)<(x, t))dx.

Q

Per il lemma di Fatou (tenendo conto della (3)) segue dunque che

lim inf rhz(y, 2(Un)(y), z(Un)x(y))dy = f ha(y, z(uoXy), z(uo)y))dy
Q Q

per cui la (ii) & provata. Dato che da risultati di [15] segue

sup || z(un) |l <+ o0,  sup || z(un)s ||zoy < + oo,
n n

dalla (3) si ha che (passando eventualmente ad un’estratta) lim inf G(u,)=>

a

= G(uo), il che dimostra che ue & minimizzante, c.v.d.

TEOREMA 4. Siano: Q aperto limitato in R™, %€, K compatto
in R*, non vuoto, zo€ Ho'(Q), U={ueL=(Q) : u(x)eK q.o. in Q}. Sia z(u),
per ogni ueU, la soluzione, nel senso di [9], del problema di Dirichlet
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1

( z(uXx)=zo(x) in 3Q.

Z: 9/0x:[au(x, u(x)z(u)x,]=0 in Q;

1

Allora la funzione reale

u — G(u)=F(z(u)(xo), f h(x, z(u)(x))dx)

Q

ha minimo assoluto in U se si suppone che
(1)  aiw=aw siano di Carathéodory in Q X K, per ogni i, k;

esistono costanti «>0, w, tali che per ogni AeéR™, uek, e q.0. in Q,
risulti
| MPS T anlx, whM<w | [;
i, k=1
(2) indicato con A(x, u) il vettore (au(x, u), ..., Gmm(x, u)) degli elementi
ai(x, u) con i<k, e posto P=Iy X ... X Iym , dove In=[a, w],
ed In=[(a—w)/2, (w—a)/2] se i<k, risulti A(x, K)=P q.o.
in Q;

(3) k sia di Carathéodory in Q X R!; esista HeL(Q) tale che
| A(x, v) |<H(x) per ogni v e q.0. in ; F: R®*— R! sia semicon-
tinua inferiormente.

DiMOSTRAZIONE. E analoga a quella del teorema 2: si usano risul-
tati di [4], [9], [15].

NotA 2. I teoremi 3 e 4 non rientrano nei teoremi 1 e 2 rispetti-
vamente, non potendo essere verificate, in genere, le ipotesi di compat-
tezza ivi formulate sui coefficienti del gradiente dello « stato ». Infatti,
se m=1, se per esempio, ax dipendono linearmente da u, se (con le no-
tazioni del teorema 3) K={veR': |v|<1}, la (2) del teorema 1 im-
plica che l’operatore lineare (individuato da aix) che indicheremo breve-
mente con E : L=(Q)—> L~(Q), definito da E(u)y)=d"y)u(y), essendo
a(y, u)y=d"(y)u, ¢ debolmente compatto. Dato che L=(Q), gode della
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proprieta di Dunford-Pettis, se u,— 0 in L=(Q), con u,—/—>0 in L=(Q),
si avrebbe E(u,) = 0 in L=(Q), da cui essendo q.0. in Q, 0<a<d¥yy),
si concluderebbe che essbsup. | ua(y) | = 0, che & assurdo.

Nota 3. I teoremi del presente lavoro concernono problemi nei
.quali il controllo compare nei coefficienti dei termini d’ordine massimo.
Tali problemi, come si & notato nell’introduzione, erano aperti: v. [10],
[11], [17]. In particolare il teorema 3, pur con forti limitazioni (I'in-
dipendenza da t dei coefficienti, e dei controlli, 'ipotesi (2) di « massi-
malita » del rango di A(x, -), alquanto restrittiva, e la mancanza, nelle
equazioni paraboliche, dei termini di grado inferiore al secondo) si pud
considerare come una (parziale) estensione del teorema 3 di [10], il
quale & provato nelle ipotesi che i coefficienti ai dei termini di secon-
d’ordine siano indipendenti dal controllo, che i coefficienti dei termini
di prim’ordine ne dipendano linearmente, che il termine noto sia fun-
zione convessa del controllo e che la «regione di controllo » (K del
teorema 3) sia compatta e convessa (oltre ad ipotesi di maggior regola-
ritd sul problema e per soluzioni in una classe meno generale di quella
qui considerata), relativamente al funzionale (con le notazioni del teore-
ma 3) u— _gz(u)(x, T)dy.(x), essendo p. una data misura in Q. Teoremi

di chiusura per problemi di controllo descritti da equazioni di evoluzione
in spazi di Hilbert sono provati in [6]: essi non si applicano ai casi
qui studiati.

Nota 4. Circa 'impossibilitd di ottenere, in generale, la chiusura
degli « stati ammissibili » nella L'-topologia di L= (anziché nella topo-
logia debole di L=, come si & fatto nei teoremi 1 e 2), e conseguente
giustificazione delle ipotesi di compattezza debole sequenziale in L=
formulate nei teoremi 1 e 2 (seppur di complicata caratterizzazione: v.
[3]), v. [15]. Nel teorema 2, le ipotesi che assicurano esistenza ed uni-
cita dei problemi di Dirichlet considerati possono essere scelte in modi
diversi dai presenti enunciati, senza alternarne le dimostrazioni: v. [9]
e [18]. E infine evidente che le ipotesi qui formulate sui funzionali da mi-
nimizzare, senza essere le migliori possibili, possono essere alquanto va-
riate senza sostanziali alterazioni delle dimostrazioni.

Se m=1, si possono ottenere risultati migliori.
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TEOREMA 5. Sia m=1. Allora sussiste la tesi del teorema 3 se ne
valgono le ipotesi (1), (3), e se (con le stesse notazioni) si suppone (al
posto della (2)) che (ponendo a=ai)

2"y a(x, K) sia convesso per q.0. Xx€{.

DiMOSTRAZIONE. Mantenendo le stesse notazioni del teorema 3,
dalla relativa dimostrazione segue 1’esistenza di beL=(Q) tale che
a<b(x)<w q.0. in Q e tale che se z & la soluzione di

{ z:=0/09x[b(x)z:] in Q,
z(x, 0)=uz(x) in Q, z(x, t)=0 in dQ X [0, T],

allora risulta z(u.)(y)—> z(y) uniformemente sui compatti di Q, e
z(un) = z in L(Ho'(Q)). Allora, per la proposizione 6 (pag. 596) del
secondo lavoro in [15], risulta 1/a(u.) — 1/b in L=(Q2). Essendo a(x, K)
compatto e contenuto in [a, w] q.0. in £, per la (2") 1/a(x, K) & com-
patto e convesso q.0. in . Una successione di combinazioni convesse
di {1/a(u.)} converge ad 1/b q.o. in Q, e pertanto 1/b(x)e1/a(x, K)
g.o. in Q. Per il corollario 5.1° di [8], esiste uoeU tale che 1/b(x)=
=1/a(x, us(x)) q.0. in Q. Pertanto z=2z(uo), e si conclude come nella
dimostrazione del teorema 3, c.v.d.

Il teorema seguente (che concerne problemi retti da equazioni dif-
ferenziali ordinarie in forma autaggiunta) si dimostra in maniera ana-
loga al precedente.

TEOREMA 6. Sia m=1. Allora sussiste la tesi del teorema 4 se ne
valgono le ipotesi (1), (3), e se (con le stesse notazioni) si suppone (al
posto della (2)) che (ponendo a=ax)

(2") a(x, K) sia convesso q.0. in €.
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