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CONTROLE DES SYSTÈMES GOUVERNÉS PAR DES ÉQUATIONS
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

MOÏSE SIBONY

Introduction.

Soient X un convexe fermé d’un espace de Banach V, et F une

fonctonielle sur X. On se propose d’approcher M~X, solution du pro,
blème

Dans les prblèmes de contrôle, régis par des équations aux dérivées
partielles, le problème (1) consiste à chercher un couple (x, u)eX X 
(61fad étant l’ensemble des contrôles admissibles), solution du problème

Le convexe X X peut, en particulier, s’écrire sous la forme

avec V’, B E V’), et f est donné dans V’.
Le but de cet article est de donner une méthode systématique d’ap-

proximation des solutions des problèmes (1) et (2).
Notre plan est le suivant:

1. Un théorème d’existence et d’unicité.

Indirizzo dell’A.: Collège Scientifique Universitaire de Tours Laboratoire de
Mathématique, Tours (France).
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2. Un théorème général de pénalisation.
3. Problème de contrôle de systèmes gouvernés par une équation aux dé-

rivées partielles lineaire.
4. Pénalisation partielle et pénalisation totale des contraintes.
5. Une méthode itérative.

6. Une méthode d’approximation.
7. Application I. Etude d’un problème de contrôle régi par une équation

aux dérivées partielles.
8. Résultats numériques.
9. Application II.

1 Un théorème d’existence et d’unicité.

Soit W un Banach sur R, réflexif de norme On note par W’
son dual muni de la norme 11 11’.

Soit X un convexe fermé de W. On note par ( f, u) la dualité entre
W et W’; 1 e W’, u e W.

On se donne une application F de X dans + non iden-

tique à +00.
On fait les hypothèses suivantes:

(i) F est semi-continue inférieurement (s. c. i.) pour la topologie fai-
ble induite par «V, V’);

(ii) F est strictement convexe, et vérifie

(iii) F est dérivable au sens de Gateaux.

Alors on a le théorème suivant.

THÉORÈME 1.1.

1) Sous les hypothèses (i) et (ii), il existe u E X unique tel que

2) Si, de plus, on suppose (iii), et on note par F’ la dérivée au
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sens de Gateaux de F, alors toute solution de ( 1.1 ) est solution de

et réciproquement.

DÉMON S TRAT ION.

1 ) Soit vo fixé dans X. Posons

On montre facilement que toute solution de (1.1) est solution de

et réciproquement. D’autre part, d’après (ii), Kv~ est un convexe borné
dans un Banach W réflexif. Il est faiblement fermé, car F est s. c.i. pour
la topologie faible. Donc K"o est faiblement compact. Donc il existe un

U E Kvo qui réalise la borne inférieure de F : Kvo -+ R. La stricte conve-

xité de F entraîne l’unicité de la borne inférieure.

2) Posons dans ( 1.1 ), v = u + t(w - u), weX; il vient alors:

En passant à la limite, on a (1.2).

Réciproquement, on montre que si F est convexe et dérivable au

sens de Gateaux, alors F’ est monotone:

Donc (F’v, Faisons alors avec t &#x3E; 0 et w e X;
il vient:

Posons h(t)==F(u+t(w-u». h est convexe. Or h’(t)==(F’(u+t(w-u»,
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w-u), et d’après (1.5), h’(t»O, 1.’l. Donc h(t) est croissante, et
ce qui donne F(u)  F{w), Vw e X.

2. Un théorème général de pénalisation.
Nous avons vu que résoudre le problème

équivalent à résoudre

On se propose dans ce paragraphe d’approcher u E X, solution de (2.2),
par UeEW, solution d’une équation à déterminer, où s est un paramètre
positif destiné à tendre vers 0. Plus précisément, on fait les hypothèses
suivantes:

(i) Le convexe X est de la forme

où B est un opérateur monotone ((Bu - Bv, Vu, v E W) et hémi-
continu.

(ii) A est un opérateur hémicontinu, et tel que

où cp est une application de R+ dans R, strictement croissante, telle que
lim g(r) = + oo.
r-oo

(iii) W est un espace uniformément convexe.

Nous avons alors le théorème suivant.

THÉORÈME 2.1. On suppose (i), (ii) et (iii); alors:

1) Il existe unique solution de (2.2);

2) Pour il existe uE E W unique solution de
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3) une - u dans W fort quand F- - 0.

DÉMONSTRATION. La première assertion se déduit du théorème 1.1,
et la seconde du théorème 1.1 de H. Brezis et M. Sibony ([4]) (cf. aussi
M. Sibony [7]). Démontrons la troisième.

a) Montrons que u, est borné dans W. Toute solution de (2.3) est
solution de

et réciproquement.
Soit K le convexe fermé des solutions u de

On suppose K#0.
Faisons v = u dans (2.4), et dans (2.5); par addition ,il vient:

Comme B est un opérateur, c’est-à-dire (Bu - Bv, Vu, v E W,
on a alors

Or nous avons

ce qui donne, d’après (2.7),

On en déduit est borné.

Donc, suivant un ultrafiltre on ~ ç dans V faible.

b) Montrons que çeK. Toute solution ~de (2.4) est solution de
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et réciproquement. A la limite suivant 61f, on a

ce qui équivaut à

D’où çeK.

c) Montrons que 11 u. 11-+ Il ; Il quand e-~ 0. Faisons v=~ dans
(2.4); on a

Dans (2.5), on pose v=ug et u = ~, on a alors

Par addition, on a

Comme B est un opérateur monotone, on en déduit

Par ailleurs, nous avons

ce qui donne, d’après (2.15),

Donc Il Ut. Il ~ Il ; Il [ quand E - 0.

d) Montrons que Ut. ~ u dans W fort. D’après ce qui précède,
on a dans W faible, et 11 Ut. Il ~ 11 ~ 11. Comme W est uniformé-
ment convexe, il résulte que u. 2013&#x3E; ~ dans W fort.



283

Posons v=ug dans (2.5), et v = u dans (2.10); après addition, 1,1

vient:

En passant à la limite suivant 61C, on a

ce qui équivaut à

Donc; est solution -de (2.2) et, d’après l’unicité de la solution, on a
~ = u.

Donc Ut - u dans W fort suivant tout ultrafiltre.

COROLLAIRE 2.1. On suppose où con-

vexe s. c. i., et dérivable au sens de Gateaux.
Soit F : X - ) - 00, + 00) une fonctionnelle non identique à + 00 .

strictement convexe s. c. i., dérivable au sens de Gateaux, et telle que

Alors:

1) Il existe u E X unique solution de

2) Pour existe UEEW unique solution de

3 ) u£ - u dans W fort quand - 0.

DÉMONSTRATION. On applique le théorème 1.1 pour avoir les deux
premières assertions. Démonstrons la 3e.
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Toute solution de (2.21) est solution de

et réciproquement.

Toute solution de (2.22) est solution de

ou

et réciproquement.
On applique alors le théorème 2.1.

REMARQUE 2.1. Si 1 go(v)~O}, où go est convexe s. c. i.,
et dérivable au sens de Gateaux, le corollaire 2.1 est encore valable si

on pose:

ou, ce qui revient au même,

A. Bensoussan et P. Keneth opèrent ainsi, dans [ 2 ] , avec des hypo-
thèses plus restrictives.

REMARQUE 2.2. Un théorème de pénalisation analogue au corol-
laire 2.1, et en supposant pas l’existence de la,dérivée au sens de Gateaux,
est donné dans M. Sibony [7.a].

COROLLAIRE 2.2. Soient X un convexe fermé d’un Hilbert H de
norme 11 Il, et P l’opérateur de projection de H sur X. On se donne
A : H - H’ hémicontinu et vérii f ant (ii); alors:
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1) Il existe u E X unique solution de

2) Pour il existe u£ E H unique solution de

3) u, - u dans H fort quand s - 0.

DÉMONSTRATION. Posons B=I-P. C’est un opérateur monotone
hémicontinu, car Il Pu - Pv 11 u - v 11. De même, nous avons

On applique alors le théorème 2.1.

REMARQUE 2.3. Dans le paragraphe 6, nous allons approcher une
inéquation dans un espace de Banach W, par une autre dans un espace
de dimension finie. Ce qui permet d’appliquer toujours le corollaire 2.1
au nouveau problème discrétisé.

REMARQUE 2.4. Le corollaire 2.2 dit qu’on peut toujours « péna-
liser un convexe », c’est-à-dire remplacer un problème de minimisation
sur un convexe X c H (H étant un espace de Hilbert), par un problème
de minimisation sur l’espace H tout entier.

3. problème de contrôle de systèmes gouvernés par une équation aux
dérivées partielles linéaires.

Soit V un Banach sur R de dual V’. On désigne par 1 et Il’1
les normes de V et V’. On note par (,)1 la dualité entre V et V’.

On se donne un espace de Banach 6M, des contrôles, et un opéra-
teur V’). On munit 6l! de la norme Il et 61f’ (dual de

de la norme 11 11 *2. On note par (,)2 la dualité entre 61f et 6lt’.
Soit A un opérateur linéaire de V dans V’. Pour l’état du

système est donné par y, solution de l’équation:
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La solution y de {3.1 ) dépend de v; on a donc

A tout contrôle on associe le coût F(y, v), où F est une
fonctionnelle ,définie sur V X Ql. Soit 61taud = ensemble convexe fermé
de 61t. On pose alors le problème de contrôle suivant:

PROBLÈME 1. Trouver (y, X réalisant:

où y est solution dans V de l’équation

On va maintenant considérer les deux variables y et v comme indé-

pendantes ; ce qui nous permettra d’introduire une nouvelle fonctionnel-
le du couple vi = (y, v), fonctionnelle à minimiser sur un convexe
X, sur lequel l’équation (3.4) est une contrainte supplémentaire. Plus
précisément, nous avons le lemme ci-après.

LEMME 3.1. L’ensemble

est un convexe fermé de V X 61f.

DÉMONSTRATION. Soient

On montre facilement que

Nous avons alors le problème suivant.
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PROBLÈME 2. Chercher ui = (x, u) e X tel que

où J est une fonctionnelle définie sur V X 6ltad, à valeur dans a - 00 ,
+ oo 1 non identique à + 00 .

Pour v)eV X on pose

on désigne par (,) la dualité entre V et (V X On a alors le
théorème suivant.

THÉORÈME 3.1. On suppose que:

(i) 1 : V -+ J - 00, est strictement convexe s. c. i., et

(ii) J est dérivable au sens de Gateaux; on note par l’ sa dérivée.

Alors:

1) Il existe U1 E X unique tel que

avec

2) Toute solution de (3.7) est solution de

et réciproquement.

DÉMONSTRATION. Ce théorème est une application directe du théo-
rème 1.1.
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4. Pénalisation partielle et pénalisation totale des contraintes.

Dans le paragraphe suivant, nous donnons une méthode itérative
permettant de résoudre le problème (3.9). Cette méthode fait appel essen-
tiellement à la projection sur le convexe X, donné par (3.8), qui peut
s’écrire

a) Si on sait projeter sur on saura projeter sur Xi . Il y a
lieu alors de « pénaliser » uniquement le convexe X2 : c’est la « pénali-
sation partielle » des contraintes.

b) Si on ne sait pas projeteur sur 6ltad, alors la « pénalisation
totale » de X est nécessaire. Quand le convexe n’este pas trop com-

pliqué, la pénalisation partielle permet « d’économiser » une nouvelle
approximation du problème.

Supposons maintenant que l’on soit dans le cas a). La méthode
consiste à transporter les contraintes de X2 dans la fonctionnelle 1(vi).
On est alors conduit à minimiser une nouvelle fonctionnelle 

uniquenement le convexe Xi .
Plus précisément, au problème

on associe le problème

On va montrer que U1£1 converge vers ui quand si - 0. Soit l’espace



289

On munit Y de la norme

Posons alors

Nous avons alors le théorème suivant.

THÉORÈME 4.1. Soit J : V X ~ --~ ~ ~ 1 - oo, + 00 J non identique à
-I- 00, strictement convexe s. c. i., dérivable, et tel que

On suppose de plus que (II ~ 00) ~ (II y 1 Iv ~ 00). Alors on a
les assertions suivantes:

1) Pour tout existe unique tel que

2) Lorsque El - 0, on a ul dans Y X 61f fort, où ul est

l’unique solution de

DÉMONSTRATION.

1) On montre facilement que est strictement convexe s. c. i.

et dérivable. De plus, on a
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car &#x3E; 1(vi) -+ 00 quand Il vi 11 -+ 00. Ceci ,donne l’existence et

et l’unicité de U1E1 E Xl , solution de (4.4).

2) Montrons que quand El ~ 0. Nous avons

où Ay - f - Bv ~ 1 il, . On applique alors le corollaire 2.1.

REMARQUE 4.1. Posons E=(E1, E2), où Si et E2 sont des paramètres
destinés à tendre vers 0. On peut directement approcher u1EX1nX2,
solution de

par UlEEY X 61e, solution de

où

JE(l

Si on pose

où g2 &#x3E; 0 convexe s. c. i. et dérivable, on a alors ui, - ui dans Y X 61t
fort quand E=(E1, E2)~0.

5. Une méthode itérative.

Si les espaces V et 61f sont des Hilberts, le théorème suivant donne
alors une méthode itérative permettant de calculer numériquement U1,
solution de (4.5), et plus particulièrement ulEl , solution de (4.4), ou
encore m£ (E=(E1, E2», solution de (4.7).

THÉORÈME 5.1. Soit 1 : V X non identique
à + 00, convexe et dérivable au sens de Gateaux.
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Soit S une application linéaire de V X dans son dual, telle que:

(ii) il existe une 0 telle que

Posons ul). Alors [ ] définit sur V X fll une norme
équivalente à Il Il.

On suppose alors:

(iii) J’est hémicontinu (c’est-à-dire que la restriction de J’’ aux
segments de V X 61t est continue dans (V X faible), et vérifie:

(iv) Quelle que soit la constante N &#x3E; 0, il existe une constante

C(N) telle que, si [ ul ]  N, [ vi ]  N, on a

Alors:

1) Il existe ul E X unique solution de

2) La suite (uin), défine par l’itération

converge f ortement dans V X 6U vers U1, solution de (5.1 ), pour ulo
quelconque et p=kjC2(N), et où PX désigne l’opérateur de projection
sur le convexe X suivant la norme [ ] .

DÉMONSTRATION. On applique le théorème 1.1 de M. Sibony
Sibony [ 7.b ] .

REMARQUE 5.1. En particulier, la suise (Uln) converge vers U1 pour
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REMARQUE 5.2.

1) On peut, bien-entendu, prendre toujours S = Id. Le but essen-
tiel de l’opérateur S est de permettre un changement de norme, afin

d’augmenter la rapidité de convergence des itérations (5.2).
2) Le paramètre est calculé théoriquement à partir des

hypothèses (iii) et (iv) sur l’opérateur J’. Ce choix conduit bien-entend
au résultat; mais dans la pratique, il semble qu’il faille surestimer p à
partir de sa valeur théorique (cf. les résultats numériques dans M. Sibony
[7.b]).

THÉORÈME 5.2. On fait les hypothèses (i), (ii), (iii) et (~iv), du théo-
rème précédent. Alors:

1) Il existe ui E X unique solution de

2) On se donne un paramètre 0. On pose

On suppose que si il existe tel que

Alors la suite définie par les itérations

converge fortement dans V X 61f vers U1, solution de (5.3), quand
n et Et ~ 0, pour quelconque et P = k / (C(N) -E- 1 a(N))2, où1 rz, 

1 
1

PXi est l’opérateur de projection sur le convexe Xi (convexe sur lequel

on sait projeter) au sens de la norme [ ], et JE1=+1g.
F- 1
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DÉMONSTRATION.

1 ) Cette assertion a déjà été démontrée.
1

2) Nous avons 1" =1’+1g’. Nous avons alorsF.1 
El

car g est convexe et dérivable. Donc

De même,

On applique alors le théorème 5.1 pour dire que ut,, quand
n -~ ~ , et le théorème 4.1 pour dire que U1E1 - ui quand 0.

THÉORÈME 5.3. On fait les hypothèses (i), ..., (iv) du théorème 5.1.
Alors:

1) Il existe m E X unique solution de

2) On se donne E=(E1, £2), El , on pose

avec 0 convexe s. c. i. dérivable. On suppose que g’, et g’2 sont lip-
schitziens sur les ensembles bornés, et plus précisément: il existe

a1(N), tels que la condition: [ m ]  N, implique
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Alors la suite (ui~), définie par l’itération

avec JE=J’+1g’i+1g’2, converge fortement dans VX"1f vers Ut, so-
1 F-2

lution de (5.8), quand n --~ 00 et £=(E1, E2) -~ 0, pour u°£ quelconque

DÉMONSTRATION.

1) Cette assertion a déjà été démontrée.

2) L’opérateur /’e vérifie les hypothèses du théorème 5.1. Donc
ui£ quand n --~ ~ . On applique alors le théorème 4.1 pour dire
que ul quand s - 0 .

REMARQUE 5.3. Les itérations (5.2) sont impossibles dans la

pratique, car on sait difficilement projeter sur un convexe X du

type (3.8).

Les itérations (5.7) sont fonctionnelles dans la mesure où on sait
projeter sur 61fad, donc sur Xi , donné par (5.4).

Par contre les itérations (5.13) sont toujours possibles.
Moralement donc, on remplace ce qui « ne va pas » dans la pro-

jection par une pénalisation.

REMARQUE 5.4. Le théorème 5.1 s’applique plus généralement
à la résolution d’inéquations variationnelles non linéaires du type

où A est un opérateur monotone hémicontinu sur un Banach W, et

vérifiant (iii) et (iv), et f est une fonction donnée dans W’ (,cf. M.

Sibony [7]).

Nouveaux choix du paramètre p. Dans ’les itérations (5.7) ou (5.13),
on peut toujours choisir un paramètre variable avec les itérations.

Nous avons plusieurs manières de choisir ce paramètre optimal, p=p,,
(cf. M. Sibony {7.b]):



295

1) Si étant indépendant de n), où

on peut alors poser

dans les itérations:

et, de manière analogue, dans les itérations:

où Pn, E1 est donné par

2) Si J’e est linéaire continuet coercif (au sens suivant :

alors on peut poser

dans les itérations:

et de même, on peut poser
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dans les itérations

3) Nous avons vu que la suite (us,), définie par les itérations

convergeait fortement dans vers Mie, solution de l’équation:

en posant

et N est une majoration a priori de 

On peut maintenant estimer à chaque itération la constante 
ce qui conduit à un nouveau choix du paramètre p pour les itérations

(5.22). On a

avec

En effet, nous avons successivement:
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Comme Uh: 112, on a alors

D’où (5.27). Nous voyons que

est la meilleure estimation possible.
Dans les applications, onatteint cette limite assez rapidement (cf.

M. Sibony [7.b]). On trouvera aussi d’autres choix du paramètre p=pn
dans [ 7.b ] .

4) Dans le théorème 5.3, si on suppose:

(a) 

il existe tel que, si 

on a

alors on peut poser encore p==k1/CI(N) dans les itérations (5.13). On
en déduit aussi un autre paramètre pn variable avec les itérations. Les

hypothèses des théorèmes 5.2 et 5.3, faites sur l’E, g’, g’l et g’2 , en-
traînent (a) et 

6. Une méthode d’approximation.
Dans le paragraphe précédent, nous avons laissé dans l’ombre le

cas où les espaces V et 61t ne sont pas des Hilberts. Nous allons donner
une autre méthode d’approximation conduisant à un théorème analogue
au théorème 5.1, pour le cas où V et 61t sont des espaces de Banach.
Plus précisément, on procède de la manière suivante:

On se donne un paramètre destiné à tendre vers 0. A l’espace
W = V X 61t, on associe un espace Wh de dimension finie,muni de la
norme ll llh et d’un produit scalaire ( , )h . On se donne alors un prolon-
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gemento W) injectif, et on pose

A

On note par xh la transposée de ph . Posons

Au problème

on associe le problème équivalent:

Posons alors

On suppose maintenant que J’ vérifie:

(ii) VN constante positive, il existe C(N)&#x3E;0 telle que si

Nous avons alors le théorème ci-dessous.

THÉORÈME 6. 1.

1) Il existe ui E X unique solution du problème

2) Il existe ulh E Xh unique solution de
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3) La suite définie par les itérations

converge vers uih , solution de (6.7), quand n ~ pour u°k quelcon-
que et p==kjC2(N), où k et C(N) sont les constantes données par (i)
et (ii).

4) Si J’ etst un opérateur borné (qui transforme les bornés de

W en des bornés de W’), et si, il existe tel que

PhV1h - vi dans X fort, alors on a

phuih - ui dans W fort quand h ~ 0,

où um et U1 sont les solutions de (6.7) et (6.5) respectivement.

DÉMONSTRATION. Les assertions 1° et 2° se déduisen du théorème

1.1 de [ 7.a] . En effet, l’opérateur Ah vérifie les hypothèses (i) et (ii), car

D’où (i). On montre de la même manière l’hypothèse (ii).

3) On applique le théorème 5.1 pour et avec

Sh = Id; ce qui donne la convergence de uih vers U1h quand 

4) Montrons maintenant que dans W fort quand
h - 0.

D’après l’hypothèse (i), on a

On en déduit que ll phulh Il est borné. Donc, suivant un ultrafiltre 6l!,
on a dans W faible. Comme /’ est borné, alors J’phuih --~ ~
dans W’ faible. Puisque ~eX, alors il existe ~h E Xh , tel que ph~h ~;
dans W fort. Nous avons alors
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Posons dans (6.10); ce qui donne:

on en déduit (cf. [4] et [7.a]) que 7~=~. Soit vi E X. On sait alors qu’il
existe tel que PhVlh - V1 dans W fort. En passant à la limite
dans

on a

D’après l’unicité de la solution de (6.5), on Donc phulh - Ut
dans W faible, U1 étant la solution de

Montrons que la convergence est forte. Nous avons

Posons

Nous avons

Donc phuih - ui fortement suivant 61t et suivant tout ultrafiltre plus
fin. D’où le théorème.

REMARQUE 6.1. Un théorème analogue au théorème 6.1 est don-

né dans [ 7.a ] , dans le cadre des inéquations variationnelles non linéaires.

Nous allons maintenant rendre les itérations (6.8) opérationnelles
en introduisant la pénalisation du convexe Xh . Nous avons alors le
théorème suivant.
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THÉORÈME 6.2. On suppose (i) et (ii) du théorème 6.1. Alors:

1) Il existe ul E X unique solution du problème

avec

où Ay - g2 &#x3E; 0 convexe s. c. i. et dérivable au sens
de Gateaux.

2) Posons £==(£1, ~2), £1, ~2 &#x3E; 0; alors il existe m£ E Y X 6lt
unique solution de

ou de

De plus, on a

U1 étant la solution de (6.15), (6.16).

3) On se donne un paramètre h &#x3E; 0 destiné à tendre vers 0.

Posons

Alors, fixé, il existe E Wh unique solution de

De plus, phui£h - UIE dans W fort quand h - 0, où ulE est la solution
de (6.18).
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4) On suppose que g’, et g’2 vérifient (5.11 ) et (5.12); alors,
pour h &#x3E; 0, fixés, la suite définie par l’itération

converge vers Uhh’ solution de (6.20), quand n - 00 pour UYEh quel-
conque et

où k et C(N) sont donnés par les hypothèses (~i), (ii), et a2 sont

donnés par (5.11 ) et (5.12).

REMARQUE 6.2. En résumé, dans les conditions les plus générales,
nous avons la suite de convergences fortes suivantes:

REMARQUE 6.3. Dans la pratique, on aura souvent intérêt à pren-
dre, dans (6.23), p = pn variable avec les itérations (cf. les formules

(5.14), (5.18), (5.26)).

7. Application: Etude d’un problème de contrôle régi par une équation
aux dérivées partielles.

Soit n un ouvert borné de Rn de frontière r assez régulière. On
note par H1(n) l’espace des (classe due) fonctions telles que

(t étant la variable d’espace t2 , ..., 1 tn) ERn),

les dérivées étant prises au sens des distributions. On note par 
l’adhérence dans 

On cherche maintenant le couple solution du pro-
blème

où v); où
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et

Pour résoudre le problème (7.1), (7.2), (7.3), nous allons appliquer la
méthode de pénalisations partielles des contraintes.

Posons

on munit Y de la norme

Posons

Soit E&#x3E;0 un paramètre destiné à tendre vers zéro. On cherche

solution du problème

avec

Nous avons le théorème ci-après.
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THÉORÈME 7.1.

1 ) Il existe U1EX1 , unique solution de (7.1), (7.2). De plus, toute
solution de ~(7.1 ), (7.2) est solution de

et réciproquement.

2) Il existe unique solution de (7.7), (7.8), (7.9). De
plus, toute solution de (7.7), (7.8), (7.9), est solution de

et réciproquement.

3) On a ui dans W = Y X L2 fort ~ 0.

DÉMONSTRATION.

1) L’ensemble Xi , donné par (7.7), peut s’écrire:

avec

Xi est donc un convexe fermé non vide de Y X L2(n), On appliquer
alors le théorème 1.1 à la fonctionnelle j{vi) = J(y, v) définie sur Xi .



305

2) On applique le théorème 1.1 à la fonctionnelle !e(V1) définie
sur X1.

3) Cette assertion découle du corollaire 2.1.

REMARQUE 7.1. Le convexe Xi peut être vide, si on suppose de

plus condition aux limitie,s 
ay = 0 (condition de Neumann sur la fron-
an r

tière r de fi). C’est exact, si et / car f 
.. fi n

implique Or d’après la formule de Green,
n n

donc Xi est un convexe vide. Par contre, si Il suffira

alors de prendre y = 0 et v = - f pour vérifier l’équation 
Nous allons maintenant approcher la solution u1EEX1 i du problème

(7.12) à l’aide d’une suite ~(uÎE) _ (x£n, 
Nous avons le théorème suivant

THÉORÈME 7.2. La suite défine par les itérations:

converge fortement dans W = Y X L2(f!) quand n vers uie , solu-
tion du problème (7.12), pour ul, 1, qulconque et

DÉMON S TRATION. Il suffira de montrer, pour f = o, les relations

suivantes:

On prendra alors p==a/C2.
Nous avons successivement:
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ce qui donne

Donc

D’où

Par ailleurs,

D’où

ce qui donne

D’où le théorème.

REMARQUE 7.2. Dans les itérations (7.17), on montre facilement

(Gf. [7.b]) qu’on a
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La convergence est donc très mauvaise quand s est très petit, car 0 est
alors très voisin de l’unité. Pour d’autres choix du paramètre p, voir

[7.b] et le paragraphe qui suit la remarque 5.3, où dans le cas de mau-
vaise convergence avec p fixé, on fait p = pn variable avec les itérations n.

Nous allons maintenant découpler le problème (7.12) en une équa-
tion et une inéquation dont la résolution est nettement plus simple que
celle du problème (7.12). Plus précisément, nous avons le théorème

suivant.

THÉOREMÈ 7.3. Le couple U1E==(XE, UE)EX1, solution de (7.12),
vérifie

avec

et réciproquement.

DÉMONSTRATION. L’inégalité (7.12) s’écrit:

Faisons dans (7.28), on a alors
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et réciproquement. Comme - A est un isomorphisme de sur

alors (7.29) s’écrit

et réciproquement. D’où (7.25).

Posons maintenant y=xe dans (7.28), on a alors

et réciproquement. Ceci donne ~(7.26).
De même nous avons le théorème ci-après.

THÉORÈME 7.4. La suite Un le _ (xÉ , @ u É ), définie par les itérations

avec x° quelconque,

converge vers u£), solution de (7.12), quand 

DÉMONSTRATION. On montre facilement que l’équation

équivaut à

Donc (7.17) équivaut à
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et (7.36) se découple alors en (7.32) et (7.33). Comme dans le théorème
7.2, ul£=(xÉ , @ u£), solution de (7.17), converge vers u1F=(xE , uE), so-

lution de (7.12). Alors le couple (Xn @ U") solution de (7.32), (7.33),
converge vers U1E==(XE, uE), solution de (7.25), (7.26), ou de (7.12).

Etude numérique du problème en dimension n = 2. Soit h =

=(hi, h2) eR2 un paramètre destiné à tendre vers 0 (hl = h2 = h). Nous
allons maintenant discrétiser le problème (7.25), (7.26), à la manière

du paragraphe 6. On pose

1) Les problèmes (7.25), (7.26), s’écrivent alors en dimension
finie:

avec

On sait, d’après le paragraphe 6, que

où ph est le prolongement de Wh dans W.
Il reste maintenant à résoudre (7.37), (7.38), à l’aide des itérations
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suivantes:

et l’on sait que (xn(i, j), un(i, /)) 2013~ u£h) quand n- 00 dans

Wh , où (XEh’ u£h) désigne la solution de (7.37), (7.38).
Nous avons donc en résumé les convergences suivantes:

Toutes les convergences sont dans la topologie forte.
Il reste maintenant à effectuer les itérations (7.40), (7,41), pour

h, s suffisamment petits.

2) A chaque itération n, nous devons calculer, dans (7.40), le

terme

par la méthode de Gauss-Seidel suivante (cf. [8]):

On sait que

3) Accélération de la convergence: On peut encore écrire les

itérations (7.40), (7.41), sous la forme suivante:
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avec

pi étant une surestimation de p,

avec

où P2 est une autre surestimation de p.

Nous pouvons alors accélérer les convergences des deux méthodes

itératives (7.44), (7.45), à l’aide des formules itératives suivantes

(cf. [ 1 ] ) :

en posant

et

où

Résultats nu.mériques ~( 1 ).
EXEMPLE 7.1. Soit SZ = a 0, 1 C.. On cherche U1EX, solu-

tion de

1) Je remercie G. Cowinsky pour avoir effectué la programmation des exem-

ples cidessous.
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avec

On « pénalise » uniquement les contraintes Ay+~+~=0, et on applique
les méthodes précédentes avec ~1=~2=~= 1/10, e= 1/50, puis s= 1/500.
Nous obtenos alors les résultats suivants.

Pour £==£1= 1/50: Dans les itérations (7.46), (7.47), les résultats
se stabilisent complètement pour n = 200 itérations.

Les tableaux 8.1 et 8.2 adonnent les valeurs ~de x et u aux points
(i, j) du réseau associé à 11 et correspondant aux pas de discrétisation
hi=h2=h=1/10.

Pour e=E2= 1/500: Les résultats des itérations (7.46), (7.47), se

stabilisent au bout de n = 50 itérations seulement.
Les tableaux 8.3 et 8.4 donnent les valeurs de x et u aux mêmes

points (i, j).
Les deux solutions

sont approximativement égales à la solution ui du problème (7.48), (7.49),
(7.50). Pour E=~2= 1/500, la convergence de (UfE2) vers ul est plus
rapide que celle de (un) vers la même limite ui .

EXEMPLE 7.2. Soit 1[X~O, 1 ~ ~. On cherche U1EX, solu-
tion de
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avec

On a montré dans la remarque 7.1 que, pour le convexe X, donné

par (7.53), est non vide. On pénalise uniquement les contraintes Ay+
+ f + v = 0, et on applique les méthodes précédentes avec 
==1/10, E==l/50, puis E==1/500. On voit facilement que U1==(X, u) _
_ (0, - f ) est solution du problème (7.48), (7.49), (7.50). Il s’agit de
retrouver cette solution ul par les méthodes précédentes (discrétisation +
+ pénalisation + itérations).

Les tableaux 8.5 et 8.6 donnent les valeurs de x(i, j) et u(i, j)
obtenues à l’aide des itérations (7.46), (7.47), pour hl = h2= h =1 / 10
et ,E== 1/500 (résultats sensiblement meilleurs que Ces

résultats ont été obtenus au bout de n = 2 itération, et on a

où

EXEMPLE 7.3. On reprend le problème précédent avec

Le tableau 8.7 donne la distribution du contrôle un(i, j) (n = 285
itérations) dans l’ouvert n. On a alors Il ~+~-~1" )~0,42’10"~

On constante aussi une meilleure convergence quand E décroit en
tendant vers 0, la limite étant approximativement la même pour les
diverses valeurs du paramètre e.
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EXEMPLE 7.4. On reprend l’exemple 7.2 avec

itérations.

Pour ~ =1 / 100: On a Il Il ~O,25.10-6 au bout de n =197
itérations. Le tableau 8.8 donne la distribution du contrôle u(i, j) dans
l’ouvert il associé au pas h =1 / 10.
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8. Résultats numériques.

TABLEAU 8.1 - Vecteur x
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TABLEAU 8.2 - Vecteur u
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TABLEAU 8.3 - Vecteur x
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TABLEAU 8.4 - Vecteur u
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TABLEAU 8.6 - Vecteur u
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TABLEAU 8.7 - Distribution du contrôle optimal

f = 1000 sin cos 2-nt2
h = h = 1/10; E = 1/500

avec conditions de Neumann-Dirichlet
sur l’état x.

Le signe 0 signifie que u(i, » = 0 au
point (i, j) du réseau.

TABLEAU 8.8 - Distribution du contrôle optimal

f = 1000(t12 - il)
hl == h2 == h == 1/10; E= 1/500
avec conditions de Neumann-Dirichlet
sur l’état x.

Le signe 0 signifie que u(i, j) = 0 au
point (i, j) de réseau.
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9. Application II.

9.1. Position du problème. Soit fi un ouvert de RP de frontière r

suffisamment régulière. On désigne par W1,P(O), l’espace

des (classe de) fonctions telles que les déri-es ( ) ( ) que Diu = 
axi 

(

vées étant prises au sens des distributions. désigne l’adhérence
dan 

On note + ~ =1, ~ le dual de 
p q 

0

Posons V = WÕ’ 1’(n). On sait que V coîncide avec l’espace

On munit alors V de la norme

qui en fait un espace de Banach uniformément convexe.
Soit X un convexe fermé de V donné par

On cherche maintenant tel que

avec

pour f donné dans V’.
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Nous avons alors le

THÉORÈME 9.1.

1) Il existe UEX unique solution de (9.1), (9.2).

2) Toute solution de (9.1), (9.2) est solution de

avec

et réciproquement
3) 3:ueEV unique solution du problème

4) u, converge fortement dans V vers u solution de (9.3), (94)
quand E - 0.

DÉMONSTRATION.

1) On vérifie facilement les hypothèses i), ii), iii) du théorème

1.1; on voit que quand ll u ll-+oo.

2) On vérifie que la dérivée de 1 donné par (9.2) est donnée

par (9.4). On applique alors le théorème 1.1.

3) Le convexe [ v] 2  1 } peut s’écrire aussi.
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Posons alors

g est alors convexe s.c.i dérivable au sens de Gateaux et sa dérivée est
donnée par

On pose alors

On sait d’après le corollaire 2.1 et la remarque 2.1 qu’il existe 
unique solution du problème

Par ailleurs (9.12) est équivalent à (9.5); ceci démontre l’existence et

l’unicité de ueV solution de (9.5).

4) On applique le théorème 2.1.

9.2. Methode d’approximation. On se propose maintenant de ré-

soudure numériquement le problème (9.3), (9.4) d’une part et le problème
9.5), (9.6), (9.7) d’autre part. 

’

La solution u de (9.3), (9.4) sera approchée par une suite

La solution Ut de (9.5), (9.6), (9.7) sera approchée par une suite
(unEh). Comme on sait déjà que uE - u quand E -0; le calcul effectif
de (uhn) et (u~) rendra compte numériquement de l’approximation de u
par Me.

Soit h==(h1, ..., paramètre positif destiné à tendre vers 0.
Posons
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Nous désignous par ~h le réseau des points M de la forme

Nous posons

Soit Vh l’espace des suites de nombers réels 
On pose Uh(X)==UhM si Vh est un espace de dimension finie

que nous mettons en dualité avec V’h par le produit scalaire:

Posons

Posons

fonction caractéristique de
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alors

(où (~’() désigne le produit de convolution) est un prolongement de Vk
dans On a donc identifié uh à la fonction:

On munit alors Vh de la norme

Posons

On discrétise alors le problème (9.3), (9.4) sous la forme:

De même le problème (9.5), (9.6), (9.7) se met sous la forme:
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Nous avons le

THÉORÈME 9.2.

1) Il existe unique solution du problème (9.13), (9.14)
et (9.15). De plus dans W1,p(f!) fort quand h ~ 0; où u
est la solution de (9.3), (9.4).

2) Il existe UEhEVh unique solution du problème (9.16), (9.17),
(9.18). De plus - u£ dans fort quand h - 0; où Ut est
la solution du problème (9.5), (9.6), (9.7).

DEMONSTRATION. Cf. le paragraphe 6 et le théorème 6.1.

9.3 Resolution des problèmes discretises par un méthode iterative.
On se propose maintenant de résoudre le problème (9.13), (9.14), (9.15)
d’une part, ainsi que (9.16), (9.17), (9.18); à l’aide des méthodes itéra-
tives du paragraphe 5. Plus précisémente, nous avons le

THÉORÈME 9.3.

1) La suite (Uhn) définie par les itérations

converge vers uh solution de (9.13), (9.14), (9.15) quand 
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2) La suite définie par les itérations

converge vers ue solution de (9.16), (9.17), (9.18) quand 

DÉMONSTRATION.

1) Posons

et

Nous avons alors

Supposons maintenant que

on a alors

ce qui donne

avec
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Nous avons ancore

avec

Donnons maintenant une estimation de N. On a

où est une constante ne dépendant que de l’ouvert Q, supposé
borné. On a donc

On a donc

On applique alors le théorème 5.1 (cf. aussi M. Sibony [7.a] en posant

2) Nous allons maintenant estimer le paramètre p==pe pour l’opé-
rateur

Nous avons
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De plus si on a:

or

avec

Pour simplifier, nous supprimons l’indice h.
Nous avons alors

ce qui donne

Donc
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Compte-tenu de (9.34), (9.36). Nous avons alors d’aprè (9.33), (9.34)

On peut donc poser

avec

et N donné par (9.31).
On applique alors le théorème 5.1.

REMARQUE 8.1. Si !lcR2 n=]0,l[X]0,l[ et hi=h2=h et p=3
les formules (9.22). (9.31) donnent:

De même les formules (9.31), (9.38), (9.39) donnent:

REMARQUE 8.2. Si Í1cR2 et et p = 3; alors

1) Les formules (9.26), 9.28) donne

Si on pose dans les itérations (9.19)
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donné par (9.19), on a:

On obtient un paramètre p variable avec les itérations (9.9).
, 2) Si on pose N’=N’n= Sup 1 Un- 1 donné par (9.23), on
a alors 

i 
h h

3) Si on pose

nous avons encore deux nouveaux paramètres, pn et pe" variables avec
les itérations

9.4. Resultats numeriques sur la minimisation avec contraintes.
Nous pouvons finalement résoudre le problème

avec

en calculant (uhn) à l’aide des itération suivantes: (pour h suffisam-
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ment petit)

avec J’h , Xh et p donné par (9.20), (9.21), (9.22).
Dans (9.52) nous pouvons aussi remplacer p par

avec No donné par (9.31 ) où bien faire

(on prend po donné par (9.53 ) et No =1 ).
Si on pose a priori.

et

On vérifie facilement que u donné par (9.55) vérifie l’équation:

En posant: fh= f donné par (9.56) la suite (Uh’) calculée à l’aide
des itérations (9.52) convergera pour h suffisamment petit et n suffi-

samment grand vers u donné par (9.55) solution de (9.57) où (9.3), (9.4)
où encore (9.49), (9.50), (9.51).

Quand, dans les itérations (9.52), on prend p donné par (9.54),
nous obtenons au bout de n =16 itérations pour ~==10"~
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u étant la solution exacte du problème (9.49), (9.50), (9.51) et donnée
par (9.55). Pour n &#x3E; 16, les résultats de sont stationnaires.

La courbe 9.1 donne l’évolution de l’erreur 11 Uhn-U 1112 en fonction
du nombre n d’itérations pour divers choix du paramètre pn dans les
itérations (9.52).

9.5. Résultats numériques sur le problème pénalisé. Nous pouvons
encore résoudre le problème (9.49), (9.50) et (9.51) en calculant 
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(pour h et E fixés suffisament petits) à l’aide des itérations suivantes:

avec l’h donné par (9.20); Bh adonné par (9.24) et p~n donné par (9.45).
Si on pose dans f h = f donné par (9.56) la suite calculée à

l’aide des itérations (9.58) convergerait alors vers (pour e et h suffisa-
ment petits)

solution du problème exacte (9.57) où du problème équivalent (9.49),
(9.50), (9.51).

Les expériences numérique effectuées conduisent aux résultats sui-
vants :

Quand on se donne h petit (A ==10~ pour l’expérience) et e petit
((E=10"~) la solution (u-h) obtenue à l’aide des itérations (9.58) devient
vite stationnaire et l’erreur

Quand on prend E encore plus petit la solution (u-h) obtenue par
(9.58) se stabilise au bout d’un grand nombre d’itérations et le gain
en précision n’est pas très net mais néamoins les résultats sont satis-

faisants.
Nous avons alors procédé de la manière suivante:

1) on se donne et on pose u° h= 0 on calcule alors 

jusqu’a n = 200 ce qui donne (9.60) et (9.61).

2) on pose et on pose on calcule
à l’aide de (9.58) la solution (u£2h ) correspondante jusqu’a n = 200 on a
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alors

3) on prend ensuite 83=82/5 ==1/250 et on pose ce qui
conduit à (uÉ h) avec

4) on poursuit l’expérience avec &#x3E;=e3/5= 1/1250 avec 

on a alors

Les résultats se présentent alors pour Un (5, y) comme suit:
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La courbe n. 9.2 donne l’évolution de l’erreur Il en

fonctions des itérations.
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RÉMARQUE 9.3. Nous constatons dans la courbe n. 9.2 la pre-
sence de paliers corresponsdant à lim Un et par chance il n’y

n -... 00

pas de palier pour (n = 200).
n-oo

L’exécution totale de ce programme de calcul de UElh, Ul2h, u4h et

en C.D.C. 3600 est de 11 mn 39 s.

Conclusion.

Les résultats numériques donnés par (9.57’) du problème avec con-
traintes sont à peu de chose près du même ordre que les résultats don-
nés par (9.66), (9.67) du problème avec contraintes pénalisées.

Dans la méthode de résolution avec contraintes nous avons les

convergences suivantes:

i) uhn -~ uh quand n 
ii) phuh 2013&#x3E; u quand h 2013~ 0.

Dans la méthode de résolution avec pénalisation des contraintes

nous avons les convergences:

iii) Un --~ u-h quand n 

iv) ~ UE quand 
v) quand e -~ 0.

Nous voyons donc que pour un problème pouvant être résolu par
les deux méthodes séparément on a les résultats suivants:

L’erreur 11 est donc négligeable pour F- = 1/ 1250.
Mais pour pouvoir faire e= 1/1250 il semble que la manière qu’on

vient de décrive (El== 10-1 1 puis E3==E2/S, E4=e3/5) soit

inévitable.
L’exécution sur machine est plus longue pour la méthode avec pé-

nalisation que pour la méthode avec projection.
Néamoins la méthode de pénalisation des contraintes semble s’im-

poser chaque fois que la projection sur le convexe X des contraintes



339

n’est pas accessible numériquement, ce qui est le cas des applications
du paragraphe 7.
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