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SUR LES PRODUITS FILTRÉS

DE CERTAINS GROUPES TOPOLOGIQUES

IULIUS GY. MAURER - MIKLÔS SZILÁGYI *)

Il est bien connue que dans le cas des groupes abstraits il existe
une connexion étroite entre les notions de produit direct discret extérieur
et de produit direct discret intérieur: le produit direct 93 d’une famille

de groupes peut être représenté comme le produit discret d’une
famille de sous-groupes normaux de ~, tel que 
Une telle liaison n’a pas lieu évidement dans le cas de la notion de

produit direct complet, parce que même la notion de produit direct

complet intérieur n’a pas de sens dans le cas de groupes abstraits.
Dans cette note nous éliminons cette lacune dans de certains condi-

tions topologiques. Nous définirons une décomposition d’un groupe G
muni par une topologie filtrée ~, qui généralise la notion de produit
direct intérieur - c’est-à-dire la notion de décomposition directe - des
groupes abstraits: si ~ est la topologie discrète, alors la notion de produit
filtré coïncide avec la notion de produit direct discret. Nous démontre-
rons, que si G est le produit filtré d’une famille de sous-groupes
normaux de G, alors tout élément de G peut être représenté d’une ma-
nière unique comme un produit fini ou infini d’éléments, qui appartien-
nent aux sous-groupes Hv représente une famille
quelconque de groupes munis par des topologie filtrées alors leurs

produit direct complet g= X Hv - muni par la topologie produit
veà

*) Indirizzo degli A.A.: Iulius Gy. Maurer, Institut Mathématique, Université,
Cluj, Roumanie.

Mikl6s Szilàgyi, Faculté de Mathématique, Institut Pédagogique, Tg.-Mure5,
Roumanie.
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induite par les topologies 5F, - peut être représenté comme le produit
filtré d’une famille de sous,groupes normaux de ~, où
H’,t--2--H, Par conséquent la notion de produit filtré peut être
considérée comme une notion de produit direct extérieur dans le cas des
groupes munis par des topologies filtrées.

Observons que le note contient une série de lemmes, qui établissent
certains propriétés concernant les produits infinis, définis dans une

groupe munis par une topologie filtrée. Les premiers trois lemmes
- énoncés dans des conditions restrictives - sont contenus aussi dans
le travail [6]. ,

Soit G un groupe, ayant une famille de sous-groupes nor-

maux 1 ), tels que
1*. 1 est un ensemble quelconque d’indices, dirigé par une rela-

tion  ;

OBSERVATION. Les conditions 1* et 2* sont équivalentes avec le
fait que même la famille de sous-groupes normaux de G forme un
système dirigé par rapport la relation d’inclusion.

Si on considère la famille de sous-groupes normaux de G
comme un système complet de voisinages de l’élément unité e E G, alors
G devient un groupe topologique de Hausdorff (voir par ex. [4] au [5]).
La topologie # introduite de cette manière est denommée topologie
filtrée [ 1 ] .

Nous dirons qu’un système (dirigé) est fondamental
respectivement converge vers a E G (a~ - a) si et seulement si pour tout

il existe un tel que pour tous v, I-t 2::: ço (v, 
respectivement pour tous les ’V 2::: ço . Nous supposons que l’espace
topologique (G, ~) est complet, c’est-à-dire que tous les systèmes fonda-
mentaux sont convergents.

Soit { av }vEo un système infini quelconque d’éléments de G. Pour

1) Nous utiliserons les notations A C G respectivement Aa G pour exprimer
le fait que A C G est un sous-groupe respectivement un sous-groupe normal de G.
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introduire la notion de produit de ce système, nous utiliserons une

notion de convergence Moore-Smith particulière, notamment nous dirons
11

que le système 0-converge vers l’élément a E G (av ~ a), si et seule-
ment si pour tout EEI il existe un sous-ensemble fini c f1, tel

que pour tous les ’VEf1 Bf1o . Supposons que à==(f1, ) est un
A

ensemble (totalement) ordonné et que a~ --~ e. Désignons par A~ 
le produit (fini) d’éléments où l’ordre des facteurs est déterminé

par la relation  .Le système est denommé produit 1ta-J du système
Si le système dirigé converge vers l’élément a E G (A~ -~ a),

alors a est denommé valeur de Si au moins un des ensembles I ou
0 est fini, on définit le produit Rav comme le produit (fini) de tous les
éléments de qui diffèrent de lélément e E G. Le produit 1tav

converge inconditionnellement, si et seulement si la convergence et le
valeur de xav ne dépendent pas de l’ordre des facteurs de 1tav , donc de
la relation d’ordre de 0.

LEMME 1. Le produit est convergent.

DÉMONSTRATION. L’affirmation du théorème est évidement vraie
dans le cas où moins un des ensembles I et f1 est fini. Supposons donc
que I et A sont des ensembles infinis. Soit % élément arbitraire de I.

A

Puisque av - e, il s’ensuit que tout au plus un nombre fini d’éléments
a,i e{av}veA (i =1, 2, ..., k) n’appartiennent pas à G% . Donc si v, p,2:ç==ço
(v, - c’est-à-dire si Gv , alors Av et ~4~ contiennent
les éléments ..., a~k comme des facteurs et tous les autres facteurs

possibles de Av et A~, appartiennent à G~ . Puisque il s’ensuit que
In en résulte - en tenant compte du fait que ~(G, %) est un

espace complet - que 1tav est convergent.

LEMME 2. Soit xav un produit inconditionnellement convergent,
1tav==a et désignons par 7tp le produit qu’on obtient de 1tav par la suppres-
sion de l’élément ap 3). Alors le produit 1tp converge inconditionnellement
et 

2) Si les éléments d’un système quelconque sont commutatifs deux
a deux, alors la définition de ’7tav peut être donnée sans tenir compte de l’ordrs
de 11.

3) Équivalente avec la substitution de ap par l’élément unité e de G.
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DÉMONSTRATION. Soit 0’ un ordre quelconque de 0 dans lequel
ap est le premier élément de { ay }vE0 et soit 1Ca’" le produit attaché au
système ordonné d’après la relation O’. Puisque converge

inconditionnellement, il s’ensuit que donc pour tout % e I il existe
un l’oel, tel que pour À2:;o. Désignons par 1t’p le produits
obtenu de xa’v par la suppression de l’élément ap et soient pAB 
les produits partiels de ce produit. Nous avons pour tout À&#x3E;%o les
relations suivantes:

Observons que, dans le second cas et que a*p est l’élément du
sous-groupe normal G~ , déterminé par l’égalité a, la==aa*p . Donc ’7t’p=a;la
est puisque est le produit obtenu de xp conformément à l’ordre
arbitraire O’, il s’ensuit que converge inconditionnnellement et que

7tp=a;la.
LEMME 3. Le produit 7tav converge inconditionnellement si et

seulement si les facteurs du produit sont commutatifs deux à deux.

DÉMONSTRATION. Supposons que le produit 7tav converge incon-

ditionnellement et que xav=a. Conformément au lemme 2, le produit
obtenu de xav par la suppréssion des éléments ap et a-;, converge

inconditionnellement et Il en résulte que

(p, 1: E Â).

Soient maintenant apa,=a,ap et 7tav==a. En tenant compte de l’hipo-
thèse que les facteurs du produit sont commutatifs deux à deux, il en

résulte que les produits 7tav et xa’v sont définis par le même système
. Donc 

Si est un système donné, alors nous désignons par
produit attaché au système où t1 est ordonné confor-

mément à l’ordre inverse de l’ordre initial de a,.

LEMME 4. Si xav= a, alors 

A

DÉMONSTRATION. Observons tout d’abord que av-+e implique
à

la relation a~ 1--~ e. Donc le produit est convergent, en vertu du
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A

lemme 1. Soit ~ un élément quelconque de I. Il s’ensuit de av -~ e que,
la relation est vraie seulement dans le cas d’un nombre fini

d’éléments du système Désignons ces élément par a"1, ..., ak .
Donc A-;==av1.av2, ..., a,k - La relation est également vraie si et

seulement si (i =1, 2, ..., k). Par conséquent les éléments A~ 
du système par lequel est défini le produit 7ca-’, vérifient

l’égalité:

Puisque ( G, ~) est un groupe topologique, il s’ensuit que A~ i -~ a-l,
donc que 7~ a-1. Il en résulte que 

COROLLAIRE. Si le produit ’7tav converge inconditionnellement, alors
le produit na,, 1 converge également inconditionnellement.

Étant donnés deux produits ’1tav et nb, , nous désignons par
Teav X Tebv le produit attaché au système lavbvlveâ. Donc ’7tav i~ 7cbv=

par définition. Observons que l’existence de ce produit est
A à

assuré, parce que les relations av - e et bv - e impliquent la validité
a

de la relation avbv - e.

LEMME 5. Soient 7tav et ’7tbv deux produits inconditionnellement
convergents, tels que pour tous les v, et soient

-na,= a et 1Cbv = b. Alors 7tav X 1tbv est également un produit incondition-
nellement convergent et 7,av X 1Cbv==ab.

DÉMONSTRATION. Puisque les produits ~considérés convergent incon-
ditionnnellement, il en résulte conformément au lemme 3, que ava1J. == a1J.aV
et bvb1J.== b1J.bv pour tous les v, Il s’ensuit, en tenant compte aussi
de la condition (v, v 5;é ~t) que,

In en résulte conformément au lemme 3 que, xav X xbv converge incon-
ditionnellement. Soit un élément quelconque de I et désignons par

(i =1, 2, ... k) tous les éléments du système { ayb" }vEo , qui satisfont
la relation (i =1, 2, ..., k). Alors les éléments du système
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par lequel est défini le produit 1ta’J X 1tbv, s’écrivent sous la
forme:

En tenant compte du fait que bvav pour tous les v, (v ~ ~,),
que et bvbw = pour tous les v, (v 5;é ~t) et que G

(~e7), il s’ensuit que C’Ç==A’ÇB;g’Ç, où A~ et B~ sont les éléments de cer-
tains systèmes qui définissent les produits et et g’Ç e G’Ç (~ E I ).
Les égalités xav = a et sont équivalentes avec les relations A~ --~ a
et B~ -~ b. Il en résulte que pour l’élément %eI arbitrairement choisi,
il existe des éléments ~o , e I, tels que pour tout v et
que pour tout v ~~ %’0 . Donc ces deux relations .subsistent
simultanément pour tout ’V~Ço, où %o&#x3E;% et ~o~~o. En tenant compte
aussi du fait que G (~e7), il s’ensuit que

pour tout v ~~~o où gieGg est déterminé par l’égalité
et enfin Il en résulte que pour

tout ~ ~ ~o , c’est-à-dire que xav X 1tbBl == ab.
Soient xav un produit convergent et b un élément quelconque de

G. Considérons un système que bv = b pour un v = vo et

bv = e pour tout Le produit attaché à ce système converge in-

conditionellement et Le produit 7taBl X 7tbBl sera dénommé produit
X b de xav avec l’élément b. Le produit b X Rav est défini d’une

manière analogue.
La proposition suivante est un cas particulier du lemme 5:

LEMME 6. Soit 7ca, un produit inconditionnellement convergent
et soit Si b est un élément de G, qui satisfait la propriété
avb = bav pour tout v E 0 excepté tout au plus un v = vo, alors -ma, X b =
= ab et b X 

Considérons un système quelconque H={Hv}vEA de sous-groupes
normaux de G. Un système sera dénommé

système X-normal si et seulement si A) les éléments de ce système
son commutatifs deux à deux et B) dans le cas où à est infini,
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à

la propriété av --~ e est également vraie. Si S est un sous-groupe quel-
conque de G, alors nous désignons par S l’ensemble de tous les éléments
.de S, completé par la totalité des éléments de G, qui peuvent être

.obtenus comme des valeurs des produits X-normaux {av}veA (a" E S).
La notion de sistème H-normal permet l’introduction d’un opérateur

de fermeture 8 sur l’ensemble G, c’est-à-dire [2] d’une application
univoque de l’ensemble de tous les sous-ensembles de G dans

lui même, ayant les propriétés suivantes: (i) pour tout

(ii) 8(X)ç8(Y) pour deux éléments quelconques X, Ye
.~ (G) qui satisfont la relation (iii) pour tout

Observons que 8(X) désigne l’image de l’élément Xeâ3(G)
dans l’application 8.

Dans le cas considéré, nous définissons l’opérateur 6 de la manière
-

.suivante: si X est un élément quelconque de soit 

où {X} } représente le sous-groupe de G, engendré par le sous-ensemble
X de G.

Étant donné la de sous-groupes normaux de

G, nous utiliserons la notation H* = V H, , où la réunion V est
03BCEAB{v}

considéré au sens algébrique. Puisque HvG il s’ensuit que
-

THÉORÈME 1. Si la sous-groupes normaux
~

,de G satisfait la condition Hv fl Hv (e) } pour tout vEA, alors 8 est un
opérateur de fermeture.

DÉMONSTRATION. L’opérateur 8, défini ci-dessus, a évidement les
propriétés (i) et (ii). La propriété (i) implique la relation 8(X) ç 8(8(X»
pour tout Xe k(G). Donc il faut encore de démontrer que 8(8(X»ç
ç8(X) pour tout Xek(G). Supposons par absurde qu’il existe au

moins un élément aE8(8(X», tel que Ce signifie que
où (av }vEA est un système X-normal ayant au moins un élément

aVoE8(X)BX. Il en résulte l’existence d’un système JE-normal {bv}veA,
tel que 1tbv==avo et bvEX (vEA). En vertu du lemme 2, nous avons la

relation D’autre part 1CvoEH: . Il s’ensuit que b:;lavoE
1- 

0 0 0

} et par conséquent qui contredit la relation

avoE8(X)BX.
Nous disons que G est le produit filtré de la 
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de sous-groupes normaux de G(G = X ~ Hv), si et seulement si 1°.

G = ~( V Hv) et 20 } pour tout Ob-servons qu’ici
vEA 

.

A représente un ensemble quelconque d’indices.
Si la topologie- 9 définie sur G est discrète, alors V Hv) = V Hv

vEA vEA

et O(H*v) = H*v , donc en ce cas particulier la notion de produit filtré
coïncide avec la notion de produit direct (discret).

LEMME 7. Soit X = { Hv une famille de sous-groupes normaux
de G, ayant la propriété Hv 0 H*v = { e } (v eà) 4). Alors tous les systèmes

A

(av E Hv ; v E 0) finis ou bien infinis et ayant la propriétés av ~ e,
sont des systèmes X-normaux.

DÉMONSTRATION. Il faut de montrer que les éléments de 
sont commutatifs deux à deux. Soient av et a~, (v~l-1) deux éléments
quelconques de En tenant compte du fait que av E H" et 
il s’ensuit l’égalité d’où il en résulte que 
donc que ava&#x3E;=a&#x3E;av.

THÉORÈME 2. Soit une f amille de sous-groupes nor-
maux de G. G = X 5: Hv si et seulement si les conditions suivantes sont
satisfaites: 11°. Hv o H*v={e} pour tout vEA et 21°. À chaque élément
geG correspond un système uniquement déterminé { ay }vE0 (av E Hv ;
veà), tel que 

DÉMONSTRATIONS. Supposons que G= X gf Hv. Puisque H,G
(v e à) nous avons les relations Hv 0 G c Gv (v e à). En tenant compte aussi
des relations évidement vraies Hv 0 H*vçHv 0 G on déduit que
Hv 0 H*v ç Hv (vEA). Puisque H*v 0 
analogue les relations (vEA). Il en résulte que

1 (vEA), donc la validité de la col
dition 110.

Soit g un élément quelconque de G. La propriété 1 ° implique l’une
des deux relations suivantes: g E V Hv ou gE 0( V Hv)B VHV .

’EA vEA "EA

Si ge V Hv , alors g peut être représenté sous la forme g==aVlaV2 ...

V IEà

4) Si A 9 G et B Ç ~ G, alors on désigne par A 0 B le sous-groupe de G, engen-
dré par tous les commutateurs a o b = a- lb - lab (aeA, bEB).
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où 2, ..., k) et si 2, ..., k).
Nous construisons un système où si ~l = 1, 2, ..., k)

A

et si vovi ~(i =1, 2, ..., k). Si 0 est infini, alors parce que
av = e seulement dans le cas d’un nombre fini d’indices v. En tenant

compte de la condition il s’ensuit conformément au lemme 7, que
est un système X-normal. Puisque la famille {G~7 de sous-

groupes normaux de G - qui forme un système complet de voisinages
de l’élément satisfait les conditions 1*, 2* et 3*, il s’ensuit

l’existence d’un ÇoeI, tel que les éléments du système sont égaux
avec avlav2 ... ayk E G pour tout ~ ~: ~o . Il s’ensuit que 7tLlv==g. Nous

attachons à l’élément g le système H-normal construit de cette manière.
Si alors il résulte conformément à la définition

de l’existence d’un système H-normal {av}vEA, tel que 7ta’J == g.
vEA

Démontrons l’unicité du système attaché à l’élément g E G.
Supposons qu’il existe aussi un autre système (bveHv , 
ayant la propriété Puisque l’hypotèse G= Xe H, implique les
relations lio et puisque conformément à la définition de la rela-

0

tion bv -~ e est vraie, il s’ensuit en vertu du lemme 7, que est

un système H-normal. Par conséquent ’1tbv converge inconditionnelle-

ment, conformément au lemme 3. D’autre part, l’égalité g=av im-

plique - en vertu du lemme 4 - l’égalité g-1=~a~ ’. En utilisant
le lemme 5, nous déduisons que X et que
ce produit converge inconditionnellement. Soit vo un élément quelconque
de A. En tenant compte du fait que converge inconditionnelle-

ment et que il s’ensuit conformément au lemme 2, que

D’autre part Donc

d’où il résulte que av~= bvo pour tout 
Donc les conditions 1 " et 2i sont nécessaires.
Ces conditions sont aussi suffisantes. Nous démontrons tout d’abord

que pour tout En effet, soit g un élément quelconque de
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G et soit a un élément arbitraire de Hvo . Nous avons l’égalité 
où est un système H-normal conformément au lemme 7. En

utilisant les lemmes 4, 6 et 5, nous obtenons les égalités

où si v = vo et c=e pour tout Il s’ensuit que g -’ag =
=a-1v0aav0EHv0.

La propriété 10 est une conséquence de 210.
Supposons par absurde, que la propriéte 20 n’a pas lieu, donc qu’il

existe au moins un tel que

Puisque il s’ensuit que g peut être représenté sous la forme

g=1Cav, où le système contient un seul élément avo==g différent
de e. D’autre part la relation implique la validité de l’égalité

où Donc il existe deux système différents et

1 bv IvEà . tels que et qui contredit la condition 210.
un système quelconque de groupes, munis de topo-

logies filtrées Yv introduites en Hv conformément à cer-
tains systèmes

de sous-groupes normaux H" ayant les propriétés 1*, 2* et 3*.
Ces systèmes de sous-groupes normaux de Hy forment des systèmes
complets de voisinages d’éléments unité evEHv (vEA). Considérons le

produit direct complet 9 = X Hv de la famille de groupes X et intro-
vEA

duisons en é la topologie produit 5F, induite par les topologies 5:v (’JE .à).

LEMME 8. Si les éléments de la famille de }’VeA
sont munis par des topologies filtrées de Hausdorff 5~v (v e A) 5), alors la

5) C’est-à-dire les familles de sous-groupes de H, qui définissent el,

(veA), satisfont les conditions 1*, 2* et 3*.
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topologie introduite dans le produit direct X Hv
vE0

par les topologies ~v est une topologie filtrée de Hausdorf f pour ~.

DÉMONSTRATION. En tenant compte de la forme des systèmes de
voisinages des éléments evEHv il s’ensuit conformément à la

notion de topologie produit (voir par ex. [ 3 ] ), qu’un système complet
~ de voisinages de l’élément unité est formé par tous les

sous-ensembles de g de la forme si 
.

où A’o représente un sous-ensemble fini de 0 }. W forme évi-

dement une f amille de sous-groupes normaux de ~, ordonné partielle-
ment par rapport à la relation d’inclusion. Soit U un autre élément de
G)) : t/={(6,}.~A; Uv E G~(~) C~~,v~ ~ ~ôy~ ) si où A;’ représente un

sous-ensemble fini de A }. En tenant compte du fait que les ensembles
sont dirigés par rapport à la relation d’inclusion, on peut

choisir pour chaque un G~~ÿ~ , tel que et

Il s’ensuit - en tenant compte du fait que Ao est un
sous-ensemble -fini de 0 que c" E G~w~ (~~~~ ~ ~ô~~ ~ } si

et que W e U et W e Y. Donc l’ensemble ~ de sous-grou-
pes de g est dirigé par rapport à la relation d’inclusion. L’ensemble 2
satisfait aussi la condition 3*, parce que tous les 

ont cette propriété, conformément à l’hypothèse.

THÉORÈME 3. système quelconque de groupes,
munis par des topologies filtrées ~v et produit direct
complet X Hv, muni par la topologie produit Y, induite par les topo-

veA

logie gfv Le groupe topologique g est le produit filtré d’une
famille sous-groupes normaux de ~, où H’v=Hv 

DÉMONSTRATION. La topologie # est - conformément au lemme
8 - une topologie filtrée pour le groupe ~, donc une éventuelle dé-
composition filtrée de g a un sens. Considérons les projections cpv de

~ : 1 Soit 
Nous affirmons X ~ H’v. En tenant compte du fait que

veA

il reste de démontrer que les conditions 1° et 2° sont
satisfaites par g et X’.

Soit g un élément quelconque où hvEHv 
Considérons pour tout veA l’élément h’vEH’v, qui correspond à l’élé-
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ment dans l’iso~morphie Donc où

pour v = ~, et ,pour tous les 
Le système est En effet, si h’v et h’P 

sont deux éléments quelconques du système alors en tenant

compte de la forme de et du fait que où 

pour et pour tous les il en résulte que h’vh’p=
A

D’autre part En effet, considérons un voisi-
nage quelconque V de l’élément unité 
~ ;~v» si où Ao représente un sous-ensemble fini de 0 }. V ne
contenant tout au plus un nombre fini d’éléments parce que
seuls les éléments h’v pour lesquels veAo pourraient appartenir à V, il

A

s’ensuit que 

Puisque dans la topologie produit % la convergence est une conver-
gence ponctuelle, il en résulte que Mais = hv

03BCEA

donc Il en résulte que la condition 1° est satisfaite:

g=C(VH’v).
Soit vo un élément arbitrairement choisi de A. Un élément 

est de la forme où pour tous les D’autre

part, un élément quelconque hv~ e(H~)* est de la forme /~==’{&#x26;~ 
où En tenant compte de la convergence ponctuelle dans le

groupe topologique (lS, ~), il s’ensuit que pour les éléments 

E ~ ((H;")*) la propriété suivante est vraie: Il en résulte que
H fl ~(~(Hv~)*) _ { e }, donc la condition 2° est également satisfaite.
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