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MODULARITA E DISTRIBUTIVITA
NELL’INSIEME DEI SOTTOGRUPPI SUBNORMALI

FrANCO NAPOLITANI *)

Un sottogruppo H di un gruppo G si dice subnormale in G, H</G,
se H pud essere connesso con G per mezzo di una catena normale finita.
Una sezione di un gruppo G & un gruppo H/K, dove K=SH=G e K<H;
una sezione dicesi subnormale se H<{<|G. Un gruppo modulare o
M-gruppo & un gruppo avente il reticolo dei sottogruppi modulare. Per
gruppi localmente nilpotenti questa condizione equivale alla permutabi-
lita di ogni coppia di sottogruppi (per definizione due sottogruppi H e
K di un gruppo si dicono permutabili ss HK=KH={H, K)). In questa
nota si considera l'insieme sn(G) dei sottogruppi subnormali di un grup-
po G e si cercano condizioni affinché sn(G) risulti un reticolo modulare
oppure distributivo. I risultati trovati sono i seguenti:

TEOREMA A. In un gruppo G linsieme sn(G) dei sottogruppi
subnormali e un reticolo modulare se e solo se ogni sezione subnormale
di G avente ordine p*, p primo, é modulare').

Il teorema A estende ad un gruppo qualunque un teorema dato
da Zappa [12] per i gruppi finiti. Per gli O -gruppi?) una dimostra-
zione (non pubblicata) molto semplice del precedente teorema & stata
trovata da Zacher.

*) Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca del C.N.R.

Indirizzo dell’A.: Sem. Mat. Univ., Padova.

1) T soli gruppi non modulari di ordine p? sono il gruppo diedrale e i gruppi
extraspeciali di esponente p.

2) Gruppi a condizione minimale per i sottogruppi subnormali.
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TeOREMA B. L’insieme sn(G) dei sottogruppi subnormali di un
gruppo G & un reticolo distributivo se e solo se ogni sezione subnormale
di G di ordine p?, p primo, é ciclica.

Anche il teorema B deve gia ritenersi noto per alcune classi di
gruppi: gruppi risolubili finiti (Zappa [11]), gruppi finiti (Zacher [10]),
gruppi con catene normali finite (Tamaschke [9]), T-gruppi (Curzio e
Permutti [3]), 9MC-gruppi [5].

1. Notazioni e risultati preliminari.

Se H e K sono sottogruppi di un gruppo G, denotiamo con HX il
sottogruppo generato da tutti i coniugati H* (k€K) di H mediante ele-
menti di K. La serie normale di chiusura

G=H,>H> .. DH,> ..

di H in G viene definita ponendo Ho=G e H;,;=H": per i=0. Il sot-
togruppo H, si chiama I’n-sima chiusura normale di H in G. Si scrive
H "G per esprimere che H=H, . 1l sottogruppo H & subnormale in G
se e solo se H=H, per un certo n ed il pilt piccolo n per cui cid accade
si chiama lindice di subnormalitd di H in G e si denota con s(G : H).
Useremo infine la notazione YHK" (n=1) per il sottogruppo [H, K, , K]
[ —

e G per I'm-simo termine della serie derivata di un gruppo G.

LEMMA 1. Siano H e K sottogruppi subnormali di G e sia

J=(H, K). Se H e K sono permutabili, ] ¢ subnormale in G.

Una dimostrazione di questo lemma si trova in [6].

Se H e K sono sottogruppi di G, il sottogruppo generato da tutti i
sottogruppi di H che sono permutabili con K & un sottogruppo permu-
tabile con K, e quindi & il pitt grande sottogruppo di H che ha questa
proprieta.

Roseblade e Stonehewer [8] chiamano questo sottogruppo il per-
mutante Py(K) di K in H. In [8] & dimostrato il seguente:

LEMMA 2. Se H <G e K< <G, allora P(K)<1< G.
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LEMMA 3. Sia G un gruppo localmente nilpotente. Se ogni sezione
di G d’ordine p*, p primo, é modulare, anche G é modulare.

Dim. Sia H un sottogruppo finitamente generato di G. Indicata con
T la parte di torsione di H, si supponga H/T abeliano. Allora poiché¢ H
¢ finitamente generato, il suo centro Z(H) ha indice finito in H. Siano A e
B due sottogruppi ciclici di H; poiché essi hanno ordine finito rispetto a
Z(H), 1a sezione (A, B)/(A N Z(H))(BN Z(H)) & finita. Iwasawa ha prova-
to che un p-gruppo finito che ha tutte le sezioni di ordine p* modulari & un
M-gruppo. Dunque, per la nilpotenza di H, (A, B)/(AN Z(H)XB N Z(H))
¢ un M-gruppo, ed A e B, permutabili modulo (AN Z(H)XB N Z(H)),
sono essi stessi permutabili. Pertanto se H/T & abeliano per ogni sotto-
gruppo finitamente generato H di G, il gruppo G & un M-gruppo.

Ma questa condizione, nelle nostre ipotesi, & sempre verificata. Infatti
posto H/T=N, esiste in N un sottogruppo normale abeliano M con N/M
libero da torsione e massimo per queste condizioni. Sia F<IN tale che
F/M sia ciclico e che, se N=F, N/F sia libero da torsione. Detto M?
il sottogruppo di M generato dalle p-esime potenze dei suoi elementi,
F/M? & un M-gruppo per quanto detto sopra, e quindi, poiché il suo
sottogruppo di torsione ha esponente p, & abeliano. Allora anche F &
abeliano in quanto ﬂn MP=1. Ma M & massimo, onde F=N.

pe

LEMMA 4. Se ogni sezione subnormale di ordine p?, p primo, di
un gruppo G é ciclica, il reticolo, n(G), dei sottogruppi normali di G
e distributivo.

Dim. 1l reticolo n(G) & modulare. Allora, se non fosse distri-
butivo, G conterrebbe tre sottogruppi normali distinti A, B, C tali che
AB=AC=BCe ANB=ANC=BNC [2, Th. 2, pag. 134]. Da AB/AN
NB=A/ANBX B/ANB=A/ANBXC/ANB=B/ANBXC/ANB se-
gue che A/ANB & abeliano ed isomorfo a B/A N B. Esistono pertanto
quattro sottogruppi A:, Az, Bi, B; tali che AZA;>A,=ZANB,B=B;>
>B,ZANB ed |Ai/A:|=|Bi/B:|=p, con p primo. Da cid segue
AIBZ/Asz=A1/Asz X B1/Asz con I Al/Asz I = I Bl/Asz I =p ed AiB;
subnormale in G, il che & assurdo essendo G privo di sezioni subnor-
mali abeliane elementari d’ordine p*.
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2. Dimostrazioni dei teoremi A e B.

N

DiM. TEOREMA A. Poiché la necessita ¢ evidente dimostriamo la
sufficienza. Sia G un gruppo in cui ogni sezione subnormale di ordine
p’. p primo, & modulare. Indicati con H ¢ K due sottogruppi subnormali
di G, mostriamo dapprima che:

1) se H =K, il permutante Pu(K) di K in H contiene propria-
mente HNK.

Sia K<I"G; se n=1, K & normale in G ed ovviamente Py(K)=H ¢
pitt grande di HNK. Supposto K<I"G con n>1, proviamo la 1) per
induzione su n. Se KiNH>HNK, essendo K<""!K, il sottogruppo
Punx(K)>HNK e quindi anche Px«(K)>HNK. Sia KiNH=HNK. Po-
sto P=Pg(K,-1), per l'ipotesi di induzione P>H N K. Allora K,,_1<| PKy-1,
perche altrimenti HNK;>H N K; e da cid, per un risultato di Roseblade
(Corollary, pag. 368 di [7]), segue (KP)™ =K(yKP™) per ogni intero po-
sitivo m. Poiché P & subnormale in G (lemma 2), esiste un intero positivo
r per cui YKP'=P. D’altra parte YKP"=K?, e pertanto (K*)" =K. Indi-
cato con Q il permutante di P in K, Q contiene (K?)”, in quanto (K*)",
quale sottogruppo caratteristico di K?, & normale in (K, P)=PK*. Al-
lora, se Q=K, dalla risolubilitd di K/(KF)® e dalla subnormalita di Q
segue che esiste in K un sottogruppo F <<|G che normalizza Q e tale
che F/Q sia ciclico.

Si osservi adesso che se si particolarizza H, supponendo H N K<{H
e H/HNK ciclico, PQ/Q risulta ciclico e quindi {PQ, F)/Q, essendo
generato da due sottogruppi subnormali ciclici, &, a norma di un risultato
di Baer [1], nilpotente. L’essere (PQ, F)/Q a condizione massimale per
i sottogruppi implica (PQ, F) <1 G, onde, per il lemma 3, (PQ, F)/Q
¢ modulare. PQ ed F sono allora permutabili e percid tali sono anche
P ed F. Ci6 & in contraddizione con la definizione di Q e quindi Q=K.
Dunque se H e K sono sottogruppi subnormali di G tali che HNK<{H
e H/HNK sia ciclico la 1) & vera. Ma allora, poichg, ritornando al
caso in cui H ¢ qualunque PQ ed F sono tali che PQNF=Q ed
F/Q ¢& ciclico, il permutare di PQ in F &, per quanto visto sopra, pilt
grande di Q e infine tale risulta anche Pp(P). Pertanto anche adesso
K=Q e 1a 1) & provata.

Dalla 1) discende subito che H e K sono permutabili. Infatti, se
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Py(K) fosse propriamente contenuto in H, dalla KPx(K) N H=Py(K) di-
scenderebbe che il permutante di KPx(K) in H & pilt grande di Pu(K),
e cid porterebbe ad una contraddizione.

I sottogruppi subnormali di G sono dunque a due a due permutabili
e questo fatto, tenendo conto del lemma 1, assicura che sn(G) & un
reticolo modulare.

DiM. pEL TEOREMA B. Sufficienza. Sia G un gruppo con sezioni
subnormali di ordine p?, p numero primo, cicliche. Per il teorema A
sn(G) & un reticolo modulare. Per provare che sn(G) ¢ distributivo uti-
lizziamo la ben nota proprietd [2] che un reticolo L & distributivo se e
solo se non contiene elementi distinti a, b, ¢ tali che aUb=aUc,
aNb=aMNc. Allora, se, per assurdo, si suppone sn(G) non distributivo
G contiene tre sottogruppi subnormali distinti H, K, Y tali che

(1) HK=HY, HNK=HNY

e, posto J=HK, s(H, K, Y)=s(J: H)4+s(J : K)+s(J: Y) sia minimo
rispetto a queste proprietd. Si ha H(KNH)=(HK)NH'=H'=(HY)N
NH' =H(Y NH’), per cui, essendo anche HN(KNH)=HN(Y NH’),
la minimalita di s(H, K, Y) comporta KN H'=Y N H' e quindi H=H’< ]
Posto T=(HNKY, sia K'=TK, Y'=TY. E K*#Y", altrimenti K’=

e quindi (HNKHK=(HNK)Y, (HNK)NK=HEHNK)NY, con
S(HNK’), K, Y))<s(H, K, Y). Si ha poi s(J : K')=s(J : K), s(J : Y=
=s(J:Y) ed inoltre HNK*'=HNY*, HK'=HY". Si considerino i tre
sottogruppi H, K* ¢ Y e sia s(J : K")=s(J : Y). Se s(J : K*)>1, esiste
un heH tale che h'K*hs<K". Segue da cid: HK'=H(h~'K'h) ed
HNK*=HN(h'K'h), con s(H, K*, h—'K’h)=s(H, K*, Y"); e, applicando
la relazione di modularita, si ottiene che HNK’, K*, h—'K*h verificano
delle relazioni del tipo (1) con s(HNK’, K*, h~'K'h)<s(H, K*, Y"),
contro la minimalita di s(H, K, Y). Pertanto s(J : K*)=1, cio¢ K* & nor-
male in J e quindi tale & anche K.

Si ha cosi: H<J, K] Y<]"]

Posto adesso N=Y’NH, sia K=NK,Y=NY.Siha: Y= YNH)Y=
=(YH)NY’'=Y’ e, poicht HY=HK, HNY=HNK con YK, & n=1
e pertanto anche Y<1J. Ma cid ¢ assurdo, poiche, per il lemma 4, n(J)
¢ distributivo.

La necessita ¢ evidente.
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