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DERIVEES INTERMEDIAIRES DANS LES ESPACES
DE HILBERT PONDERES
APPLICATION AU COMPORTEMENT A L’
DES SOLUTIONS DES EQUATIONS D’EVOLUTION

MICHEL ARTOLA *)

INTRODUCTION

Cet article est le développement (avec quelques compléments) d’une
note aux C.R.A.S. de l'auteur (voir Artola [1]).

Son objet est 1’étude du comportement pour ¢ —> + o= des solutions
« L*» d’équations différentielles opérationnelles linéaires.

Plus précisément, si V et H sont deux espaces de Hilbert complexes
(V> H avec injection continue, V dense dans H) et V’ I’antidual de V,

N

on s’intéresse a 1’équation d’évolution dans V”:

D/ u+A(t)u=f
f convenable, A(#) opérateur non borné dans H.

I
D’une maniére générale la fonction
Qlt— |l A®) llew. v

que l'on peut supposer croissante vérifie

(I1) lim Q(t)= 4+ .

t—> o0

Dans ces conditions, pour

*) Indirizzo dell’A.: Michel Artola, Institut de Mathématique, Faculté des
Sciences, Bordeaux (Francia).
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ue LX(H)") (u solution de (1))

(111)
| f convenable.

On a
(Iv) D/meLi (V).
Ceci suggére 1’étude des espaces
\%) H™(Co, V; Cm, (V), Di"ueLt(V), D/"u€Lyv).

An n. I nous démontrons des théorémes de dérivées intermédiaires,
généralisant celui de Lions [1] (cas de Co, C=1), en nous plagant
dans des hypothéses restrictives pour les poids commandées par le but
a atteindre.

Pour des résultats du méme type, on peut consulter Baouendi [1] %)
(cas Co=t*, Cn=1) et pour des généralisations aux cas L? Lions [2]
et Artola [2].

Notons cependant que les théorémes présentés ici donnent les résul-
tats plus précis en ce qui concerne les espaces que le résultat de Artola
[2] qui est cependant valable pour une classe de poids trés générale.

Monsieur J. L. Lions m’a guidé trés efficacement dans ce travail,
qu’il trouve ici I’expression de ma reconnaissance.

I. THEOREMES DE DERIVEES INTERMEDIAIRES

1. Hypothéses - Données générales.
On se donne deux espaces de Hilbert complexes séparables

S A; {i=0, m}
(1.1) (

Ao=> A, (injection continue)

Ao dense dans A .

1) Si X est un Banach L7(X) désigne (sauf mention du contraire) ’espace des
classes de fonctions fortement mesurables de puissance p. sommable pour la mesure
de Lebesgue (0, -+ ) & valeurs dans X.

3 LX) ={u|puelr(X)}.

3) Le résultat de Baouendi [1] rentre dans le cadre de ce qui est fait ici
(voir remarque 1.6).
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Nous désignons par

H(m)(Co, Ao s Cm, Am) HCo Cm )
Pespace:

(1.2) {classe des u | u€ L% (Ao), u™€eL% (Am))®).

D’une maniére générale, les C; étant des poids, A; des Hilberts,
avec i€N, nous poserons

i\f)= 2 (@) 2
(1.3) g %(’)—JC: (@) | uo) [* do

( I+ )=, ieN.

Dans ces conditions H{ ¢, est un espace de Hilbert pour la norme

(1.4) u—|ulgd ¢, =9+ )"

Si 'on note ( , ); le produit scalaire dans A;, on désigne par
A lopérateur auto-adjoint positif de domaine D(A) l’ensemble des
u€Ao tels que la forme antilineéaire

(1.5) v—>(u, vk
soit continue sur Ao, pour la topologic de A, , et donné sur D(A) par
(1.6) (u, vYo=(Au, V)m .

L’espace (Ao, Am)e 0€(0, 1) est alors le domaine de l’operateur
1-0

A7 ; cest un espace de Hilbert pour la norme du graphe.
On sait (cf. Lions [1]) que

a7 { ueH{™) implique u% e L*A;)

Ai:(AO s Am)i/m 0<]<m
4 Les C; (i =0, m) sont des poids.

5) La dérivée est prise au sens des distributions & valeurs vectorielles. Donc
u et um sont supposés localement sommables pour que (1-2) ait un sens.
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Nous allons étendre ce résultat au cas des espaces HE,, c,, en faisant
I’hypothése (restrictive) ¢):

(1.8) Les fonctions C; (i=0, m) sont décroissantes au sens large
positives et continues dans ]0, + oo[.

L’hypothése de décroissance entraine:

m

L’espace des fonctions u€eH” ¢, avec suppu€]0, + o[ 7)
(1.9) est dense dans

HE ¢ ={u|ueH ., u¥(0)=0 j=0, 1, .., m—1}%).

Nous laissons la vérification de (1.9) au lecteur (cf. Artola [2]).

2. Un lemme préliminaire.

oLEMME I.1. L’hypothése (1.8) étant vérifiée et étant donné
ueH? ¢ , on a

m

‘ V=0 9 <9{C;_1(t) + 911}

2.1
2 | j=0, 1, .., m—1.

DEMONSTRATION DU LEMME I.1. D’aprés (1.9) on peut supposer
u nulle dans un voisinage de 0.

1) On considére la diagonolisation avec somme mesurable de
l’opérateur A
Il existe une isométrie

u—>ru

®
(2.2) V Am—> K= J H\)dv(h) A=h>0

(v mesure positive) telle que

ueDA) &N uel.

6) Voir introduction.
7) supp = support.
8) On montre alors aisément que l'espace D(J0, + oo [; Ay est dense dans
H™ .
0 m
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Dans ces conditions, notons que
(2.3) uPeli[(a, b); Al e MNPudel* (a, b); K]

2) En notant (abusivement) u(t) au lieu de u(t; ) et en désignant
par ( , h (resp. | |») le produit scalaire (resp. la norme) dans (),
on a:

@O0, WO Dh= WO, WDh— |70 |2

(2.4)
dv p.p. en A pour tout ©>0 si j<m—2 et p.p. en T si
j=m—1.
Posons
C,'=C(l)_jl"'cz,{m
(2.5) N ' B
ITi(t, )»)=f)«1‘i/mci2(t) | u®(z) )2 d=
\ 0
alors
(2.6) it M= X(t, M |+| Y, W |+] Z(t, M|
avec
X(t, N)=CHON/mRe(w(#), uI- (e
Y, )»)=25lef)\.‘“"/"-5{e(a("’(‘r), ui=9(z)),Ci()dCj(x)
@2.7) °

dCi(z)=C'{(x)d~ p.p.

7, W)= f CARM IR e(@I+D(z), F-(x)hd

4 0
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| X(¢, M) |<3®5(t, M)

(2.8) ai=°'-ic%+% +BJ'CIZ—%

-~ It S - 1=z~ .-
ait, W=N" 2 [t |5 Bi=N = w0 i

et
(2.9) | Z(t, M |<3[9Csnt, M+t M]
donc de (2.6) on déduit en notant que dC;<0, 0<j<m:

(2.10) Ni(t, N =<3D{(t, \)—

- J.ai(’f, M) 51(:& + % {5(,“10, X)+§Ci_1(t, M.

Admettons alors provisoirement

1= oy dC,("L‘)
(2.11) iq)i(t’ )\.)—ofq)j(‘t, \) _C,'(T) =<
<1 G, MHUTUAE MHTatt, M)
alors
2.12) { Ii(t, N=I[juult, M+OTii(t, W]
) V>0 dv pp. en A 1<j<m—1.

Par intégration en )\ par rapport & dv(\) et en tenant compte de (2.3)
on obtient la conclusion du lemme pour les fonctions de H & ¢, nulles
dans un voisinage de 0. Par densité de cet espace dans ISIE’;? ¢ 1a démon-
stration du lemme est achevée sous réserve de vérifier (2.11).

3) Vérification de (2.11)
i) On commence par noter (le " désignant la dérivée en ¢):

(2.13) ler membre (2.11) =
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13

= % 6i(t, M+ fEI;',-(T, Ndt— f&’,{‘t‘, \) ‘m
0 0

Ci(t)
et que l'on peut écrire:
= ‘1’1,—!1 C,__+B'C?+%
(2.14) q),j:\lllf+‘ll2j avec
W3y =2(0;C;41/2dCi 112+ BiCi-1/2dCi-172 -

ii) On observe que

o scll sl %)
‘I’z, t— (I)', C, C a,-d C; +Bl

(2.15)
Gy

2 —C. —_— =0 ] — vee p—
\ C, ——C1+l , C, C)-—l ] 1: , m 1

d’ot1, d’apres (1.8)

(2.16) Wydt — @; 2 @< o
Cj
et
(2.17) ler membre de (2.11)_<_f|‘1’1,(-:)|d'r.
0
iii) Reste & majorer l'intégrale du 2e membre de 2.16.
Or:

(2.18) |wy | <lay| CLy+I 851 €
et

1= =1

|a <% |)‘ 3 Cu(” h24+4 |\ 2 T2 iy |2

(2.19) et

- tifm _
|8 ]<3|N 2 Cu|2+4 N 2 GtV
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d’ott
(2.20) f Uy(t)de <39Ui(t, N +4(Djaalt, V), OCioi(t, W).

0

d’out 2.11.

ReMARQUE I.1. Si C; est supposée continue dans [0, + o[
(i=0, m), u est localement dans H{"} et dans ces conditions on sait
(Lions [1]) que u'? est continue a valeurs dans Aj.1, pour 0<j<m—1,
ce qui permet de définir u’(0) pour 0<j<m—1. Dans ces conditions,
en reprenant les calculs précédents, on aboutit a:

Pour tout u€ HI ¢, et pour tout =0
(2.21) %i(t)53®i(0)+9{mj—l(t)‘l'%jq—l(t)}
®(0)=(C_4 @ | uIO [, , +Cy O |uPO, ).

REMARQUE 1.2. En général, pour ue H{ . , on ne peut espérer
une inégalité telle que (2.1) valable pour tout #=0.

Soit en effet, u(t)=t, m=2 on voit alors facilement que pout ¢
assez petit on a:

t t

f TCHt)dr < fCo('v)Cz('r)d‘r

] )

ce qu’il ne faut pas.

3. Le théoréme de dérivées intermédiaires pour ﬁé’:} Cm

;I‘Hlf:om‘«:ME 1.1. Moyennant (1.8), Uapplication u—> u'? est continue
de H{ ¢, —> L:(A)) Aj, C; donnés par (1.7) et (2.5).
En outre on a linégalité de convexité logarithmique

%iSI‘m, imé—i/mm:‘ém j= 18itm=1
j=1’ soey m""l.

3.1 :
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DEMONSTRATION DU THEOREME I.1. De la démonstration du lemme
1.1, il résulte que l'inégalité (2.1) est valable:

]
1) pour toute fonction u localement dans H{™

(3.2) 2) quels que soient les poids pourvu qu’ils vérifient I’hypo-
theése 1.8.

On fait alors un raisonnement d’homogénéité:
Etant p>0, on peut appliquer (2.1) pour

u, definie wu,(v)=u(p<) VteR*, ueﬁ&”?cm

(3.3) Cf’a définie par Cpi('c)=Ci(P'\:) VteR*

t remplacé par ‘—;

Ainsi aprés un changement de variable évident, on obtient:

(3.4) t Pour tout p>0 et teR*

' 9p*+1(t) — p?OTA) + 99T ;-1(2) = 0.

Choisissant
pzz gti(t)
18%i+1(t)

il vient
(3.5) { V=0

' NA <KD (D),  Ko=9 X 22

d’ot
(3.6) A(H=<K] oot~ In S 1/ < T, O 70T .

Le théoréme I.1 suit

4. Le théorme de dérivées intermédiaires pour HE .. .

TuforEME 1.2. Soit j fixé {0, 1, .., m—1}. On suppose 1.8
verifiée.
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On fait Phypothése supplémentaire

¢ 120, 1) si k<j
€IX0, 1) si k=j

K

4.1) ¢
fC;}(o‘)do‘<+oo k<j<m-—1.

0

Alors Uapplication u—> u" est continue de

H™(Co, Ao; Cum, An) = H(’""’(C,- . A,‘ ;5 Cm, A)).

REMARQUE 1.3. Soit
4.2) yiu=u;(0) la trace d’ordre j de ueHE ¢,

lorsqu’elle existe.
D’aprés Poulsen [1] y;u existe si et seulement si

m—j—1

(4.3) €LX0, 1)

m

ce qui est toujours vérifié avec (1.8).
11 résulte alors de Lions [1], Lions-Peetre [1]

4.4) YiU)EAjr1y2
Notons d’autre part

(4.5) { si Co¢ L¥0, 1)

alors vyo(u)=0
car si yo(u)*0 on aurait

de>0, tel que Vte(0, €)

(4.6)
P )| uce) llaj+12= 3] You |[a,=B>0

0<j=m-—1.
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et dans ce cas
@.7) f | Cot |Pde= f Il Cou |3, d =8 f Coo)do= + oo
0 0 0

ce qui est absurde.

On déduit alors de l’observation (4.5) que si C;¢ L¥0, 1) le théo-
reme 1.2 peut étre en défaut.

En effet, si ue H™ (C;j, Aj; Cm, Am) On a yo(u)=0 et ce n’est
pas le cas de v,(u) pour ueHZ .

EXEMPLE.

REMARQUE 1.4. Supposons
(4.8) t~1Co¢ L¥(0, 1).
Alors
4.9 Ye(u)=0 pour 0<k=<j—1.

En effet, supposons que

(4.10) Ve>0, @n tel que Vt€(0, m) on ait
t7)| w() ||a, =€
alors
3 0
(4.11) f” Co(T)u(z) ”god‘cZEJ.[tiCo(T)]sz: + o0
0 0

ce qui est absurde.
En conséquence

S on peut trouver {t;} avec lim {f,}=0 telle que
q=+ oo

(4.12) ( dim {177 u(t) [|a,)=0.



188 Michel Artola

On constate alors facilement que (4.9) en résulte.

REMARQUE 1.5. Il n’est pas possible d’espérer 1'inégalité de con-
vexité logarithmique du théoréme I.1 si ym_1(#)%0 comme le montre
I’exemple

Ao=A,=R, u=t, m=2, Cy, C, convenables.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.2. Elle se fait en deux points.

ler point. Relévement.

LemME 1.2. On suppose

i 2
4.13) pour j fixé €{0, .., m—1} tGoe L0, 1)
C;elL*0, 1)
et soit a donné dans Aji2.
Alors il existe un relévement continu Rja possédant les propriétés

v(Rja)=a8: (8 symbole de Kronecker).
DEMONSTRATION DU LEMME 1.2°9).
o(t)=1 sur (0, ¢), 2e<1
#)=0 si t=2s.
On utilise lisométric u—>u de Am sur X déja utilisée dans la
démonstration du lemme I.1.

Alors

Soit €D

a—>a et on pose
(4.15)

— — j 1
ut, M=a(\) ;—'cp()\.zmt).
\ .
On vérifie

(4.16) yiu(. , M)=a\)s

9 Voir aussi Baouendi [1].
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et par utilisation de la formule de Leibnitz et un changement de variable
on abtient:

i+% +o i
N = U lav [N Tdv(v] [ X aCnlt)f~ o= 9(0) Jidt

=

(4.17)¢ —
(%-[ f lay p2 A~ = dv(x)] f CR(OPg(t)dt

=

et une expression analogue pour 9;.
D’ou le lemme I-2 en posant Rja=u.

2¢éme point.

1) On suppose C;€ LX0, 1) pour tous les j (0<j<m—1).
m—1

Soit ue H{™ ;, alors en posant v= ¥ Rjyju
=0

u— veHc cm €t U —2p® est dans L%i(A;))
]

d’apres le théoreme I.1.

Comme »% est dans L% (4;) il en est de méme de u'”. La conti-
nuité de ’application u — u'” s’obtient alors par le théoréme du Graphe
fermé.

2) Supposons 4.1 vérifié avec j=1
alors si ueHZ, ¢, ye(u)=0 k=0, 1, ..., j—1 d’aprés la remarque 1.4.

m-—1

Dans ce cas on considére la fonction v= ZRkqu et on achéve
comme au 1. D’olt le théoréme 1.2.

REMARQUE 1.6. A partir du résultat du théoréme I-1 on obtient
(X’ désignant l’antidual du Hilbert X):

u—>u?
(4.18) est continue de
B L, L)

1 .1 1
([ am £ow) 2
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ce qui donne par conséquent le théoréme I.II, sous I’hypothése
(4.19) Les C; son continus, positifs, croissants

et permet de retrouver le résultat de Baouendi [1] comme cas particulier.

VERIFICATION DE 4.18. On vérifie facilement que l’on a:

©
(m) —-m —
[H(Cor Ay; Cm,s Am)] _H( 1 A' 1 A ) -
o [

(4.20)
={TeD(A) | T=(=1)"gn+8; gm€L’ (A'm); geL? (A}

Cm G
et
Le sous espace des distributions T€9’(A%) qui s’annulent
; sur ITI&:‘? ¢, €st isométrique a l’espace
Hm

l ! 1 \e
e Ami - A
(Cm ™Gy 0)

(4.21)
?

Notons j Iapplication u —> u®) continuede #{”. —> L%(Aj) d’aprés

le théoréme I.1.
Sa transposée ’j est linéaire continue de

L (A = (HE ¢,

G
soit j, 1’adjointe de ’j; ji est linéaire continue de

(HE ca) = L (A)

<

=
et par restriction de ji au polaire de H¥" .., on obtient (4.81) compte
tenu de (4.21).

5. Comportement a l'infini.

De maniére analogue & ce qui est fait dans le § 2 nous posons
pour ueHS) Cm

| 2O=a(0CE, 1O+ BNC- 4 (1)

’ 1<j<m-—1
GV ) ao=lwo b, Bo=lwr0k_,
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’

!
1— L
5.2) S X{(6)=CAORe(A” 2ud(e), AP 3u=(e); o= —57

t 1<j=m-—1.
Remarquons que

; V>0 1<j<m-—1

(5.3
) | 2X()<®(1)  VueHL .,

N

Comme nous nous intéressons au comportement & 1’co, quitte a
changer d’origine, nous ne restreindrons pas la généralité en supposant
C; continus (i=0, m) pour te[0, + o [. Ainsi

5.4) ®;(0) a désormais un sens.

Nous allons démontrer le

TuEOREME 1.3. On suppose: 1.8 véfifiée pour te[0, + o[

ueH ¢

Alors
+o Cr
A1) —f(I),(t) C’;((tt))dt<+°°

2) Les fonctions, ¢ — ®;(t), t — X;(t) sont des mesures bornées
sur [0, +oo[

B) Moyennant

il existe K=cte>0 avec

(5.5) 1 Cu(t)
{ Colt) <K Vt=0
on a
(5.6) lim @)= lim X;(#)=0.

t—>+ oo t—>+ o0
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DEMOSTRATION DU THEOREME L.3.
A) 1) on écrit

t 4 13

C'; ,
- f @i(7) C;((:)) dTt=0;(0)—Di(t)+ f @'i(t)dt— f Di()
0 0

C'i(7)

o

0

et I’on note (avec des notations et définitions analogues a celles de la
démonstration du lemme 1.1) que:

O'j(t)="W1;(t) + V24(2)

e oo CAD
Gy | BOd—0 T

<0
f | W3(t) | df <29T1) + OTjr() 4+ Oya(t) < + oo
0

Ainsi
13

58 — f o,(z) S

dr<®{(0)+290;+ i+ i<+ V=0
Ci(T)

d’ou le 1.

2) La propriété résulte de

gi) fldX,-(t)|<+oo
(5.9) O
( ii) fld(b,(t)|<+oo.

0

VERIFICATION DE [(5.9) i]. On a

. 2 T _ ' =
(5.10) Of 'dX’(T”Sof Ci(x) | dX(x) | -2 of Cix) | K | )

ol Xj(t)=CA(t)X(7)
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on voit alors aisément

t

g —ZJ.Ci(T)IXI(T)IdC;(T)S— f o (7 25
0 0

Ci(7)

<+ o
(5.11) ,
( fC;z('r) | df(,'(‘r) [=9Ci+ 3o+ M) < + o

(1]

d’ot le i) de (5.9).

VERIFICATION DE [(5.9) ii]. On a

t t

do; Sf vy d—f‘l" d
(5.12) Ofl () | 0 | ¥1(7) | d= 0 (t)d
car (1) =<0.
Or
05—-f‘I’zid'\::q)i(o)—d}l(t)'l‘f‘l’l,’d’rsfl ¥1i(7) | dv+@;(0)
0 p P
donc

(5.13) fl do;(T) |5®i(0)+2f| ¥ii(t) | dt< + o
0 0
d’apres 1.

B) De [A - 2] il résulte que ®(¢) et X;(¢) ont une limite pour ¢ = + oo.
Moyennant I’hypothése (5.5) on peut dire plus.
En effet, il est facile de vérifier, compte tenu de

Ai‘_>Ai+%
(5.14) Aires Ap
que l'on a
+
(5.15) fd>,{t)dt<c-[§)’c,~+9fc,-_1]

0

et comme lim ®;(¢) existe, elle est nulle.

t—>+ oo
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Le comportement de ue H{™ ¢, et de ses dérivées est précisé dans
le

COROLLAIRE DU THEOREME 1.3. Sous les hypothése du théore-
me L1.3:

1) Pour t— + oo

. 1 ) .
(6D} — [ —
| w)(t) IA,-+_5_—O(Ci+%(t) 0<j<m-—1

2) si en outre (5.5) a lieu pour t —> + oo:

i 1
@ . = —_— <i<m-—1.
| u®(t) |A1+% O(CH%(I‘)\' 0=<j<m-—1

6. Un résultat complémentaire.

Nous donnons ici dans un cas simple un théoréme de dérivées
intermédiaires utile dans le II, qui est une variante et une généralisation
de Lions [1].

Soient:
6.1) { V, H deux espaces de Hilbert complexes
' V = H (injection continue), V dense dans H
6.2) { V’ I’antidual de V. On a
VeoHV.

Dans le § 6, L°(X) désigne l’espace des classes de fonctions
fortement measurables 4 valeurs X (Banach) de puissance p sommable
pour la mesure de Lebesgue sur la droite, muni de la topologie habituelle.

On pose

F=LXV'y+LY(H)
(6.3) < muni de la norme: v — | v |[r=|v1 |2 +| v2 |y (v=vi402)

c’est un Banach.
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g H*={u|uelXV), u”€F)
(6.4) e muni de la norme: u—>|u|n=|u" |r+|u |z

c’est un Banach.

Le résultat est consigné dans le

THEOREME 1.4. L’application u—> u’ est continue de
2 — L(H).

DEMONSTRATION DU THEOREME I.4. On considére l'opérateur A
donné sur D(A) par

(6.5) ((u, 9)) )=(Au, v) u€eD(A).

On désigne par

®
T lisométrie de H sur J{:f}f()»)dv()\.)

(6.6)
v mesure >0 A=X>0
et par
6.7) 2 u la transformée de Fourier en ¢ de u.
' < variable duale de ¢.

On pose
(6.8) w(t, W=T[u(x)IM).

Alors:
(6.9) uelA(V) & M\ we(¥)

et en écrivant

(6.10) Pw=wi+w,

10) (, ) (resp. (( , M), | | (resp. || |)) désignant le produit scalaire et
la norme dans H (resp. dans V).
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on a
(6.11) u” e V") + L\(H) ¢:}s ?\:%EHGLZ(}K)
( wa€ Lo~ () 1).
En écrivant wi(t) au lieu de w(t, M) il vient
6.12) | ww(x) R2=22| W) | | w(x) h=( wax) bt | wam) b | w(z) b

on en déduit:

-+ +x +0
~ — 1/2 - 12
f | ww(z) |fdvs( f | i) |m‘%dv) ( f A w(w) 2 dx) +
o Ao

(6.13) - o
~ 12 ~ 1/2
+ ( fl wa(T) p? dv) ( f] w(T) [\? dv)
o Xo

\
\
ce qui équivaut a

(6.14) | cu(z) P<| ou(w) v || @) || 4] o) | | () |

et qui peut s’écrire

|22(1>||E(T)|+|r||52(r>|

1+|1:|2 1+|1:|2 |'r:||u('r)|.

| wa(r) P<| o) v | wo) ||+

Par Cauchy-Schwarz, nous obtenons:

+oo
. 1 —~ —
fl Tu(t) Pdr< ) (| o1 By +| © le2o)) +
R
1,—~ dz 1,-
(6.16) + §| v2 |L°°<H)'Rf T+~ + 5] u [ +

| <

1,~ T 1 -~ )
+§|vz |2 (H)Rf1+|ledT+2|Tu(T)| d=.

1) X étant un Banach L;~(X) est l'espace des ueLy>(X) qui tendent vers
0 3 l'o.
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Ainsi, comme
(6.17) | u() | < w() ||

il vient

1 - 1~ ~ —~
(6.18) é fl Tu(7) '2 dr=< El Uy |ig(v')+n | V2 |L°°(H)+] u |L’(V)-
R

En définitive:

{ | & | =CI| o1 [+ 02 e an+] 4 |zon]

(6.19)
W’ '=vi+v2) C=cte

d’ol le théoréme.

REMARQUE 1.7. Notons

H.>={u|ueLlR*; V), u"e{R*; V')+LYR*; H)}

+
muni de la norme

u=|ulge=|u"lr, +|ulew v .

C’est un Banach. B

H? étant de type local, toute ueH,? est restriction & R* d’une
fonction de H2.

Ainsi le résultat du théoréme 1.4 vaut pour .2

II. APPLICATION AU COMPORTEMENT A L’
DES SOLUTIONS DES EQUATIONS OPERATIONNELLES
1. Notations - probléme.

On se donne deux espaces de Hilbert V et H dans la situation
du 1.§ 6. Soit une famille de formes sesquilinéaires a(t; u, ») définie
pour t=0, continues sur V X V et satisfaisant

; 1) Pour tout (u, v)eV XV, t—a(t; u, v)eLL.(R*; C)
(1.1 2) HQ(t)>0 telle que Vze(0, ¢t)

la(t; u, o) |[<=Q@) ||ull-ll2]|] Vu, veV
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A(t) étant I’opérateur dans £(V, V) défini pour chaque ¢ par a(t; u, v),
on considére 1’équation différentielle opérationnelle au sens des distri-
butions & valeurs dans V”:

u™(t)+A)u(t)=£(t) p.p.

(1.2)
f donnée convenable.

Le probleme est 1’étude du comportement & I’oo des solutions de
(1.2).

2. Le cas t— || A(#) ||£w,v) non borné pour t —> + .

Supposons que (1.2) admette une solution u vérifiant

(1.3) { ueLi (V)
Co satisfaisant [I (1.8)].
Alors si
feLz (V")
(14) (cm= %’) C,. vérifiant (I 1.8)
on a
(1.5) A(DueLe (V')
donc
(1.6) ueHM .

et les § 4.5 du I s’appliquent.
Notons que quitte aremplacer Q(¢) par sup (Q(s), 1) il est possible
de supposer: se@ 0

t — Q(t) croissante au sens large avec
lim Q(t)= + o, Q=1 ViteR+,

t=+4 oo

1.7

Dans ces conditions, Cp,,= G vérifie (1.8) si c’est le cas pour Cp.

Q
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De plus P’hypotheése (5.5) est satisfaite puisque d’apres (1.7) on a

Cn
<" <
(1.8) 0= C, =<1
Pour fixer les idées, prenons:
(1.9) Co=1, m=2.

Alors

THEorREME I1.1. Supposons les hypotheses (1.3) a (1.9) vérifiées

et feLZ (V") (Cz: é)

Alors pour toute solution de (1.2) avec m=2 nous avons
1) ueH®, donc u'el* (R*; H)
1, —/(—_)
A%

2) | u(®) v, vy, =0V QEN; | 0 (1) v, vy =0V QD).

Clm

REMARQUE II.1. Pour le cas scalaire m=2, c’est-a-dire V =V =R,
le résultat est du a Z. Opial [1].

3. Le cas t— || A(¥) ||£v,v) bornée pour t —> + oo.
Si 'on suppose
3.1 sup Q1)< + oo
t>0
on obtient

COROLLAIRE DU THEOREME II.1 Les hypothéses étant celles du
théoreme 11.1 avec en outre (3.1), pour toute solution u de 1.2 avec
ueLXV), nous avons:

1) ueH? ;| donc u' € LX(H)
2) lim |u(t) ‘(V, V= lim | u'(t) |(v, V’)3/4=0-
t=+ oo t=+ oo

REMARQUE II.2. Le corollaire du théoréme II.1 est valable le
cadre plus général ol

(3.2) fe LX(V")+ L'(H).
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Dans ce cas
THEOREME 11.2. Les hypothéses étant celles du théoreme 11-1 avec
en outre (3.1), (3.2). Toute solution ue LXV) de I'équation (1.2) verifie
1) ueH,? donc u’eL¥H)
2) le 2) du corollaire du théoréme 11.1.
DEMONSTRATION.

Le 1) résulte du théoréme 1.4.
Le 2) résulte du

LeMME I1.1. Si uel*V), u'e*(H)
i) u est continue et bornée a valeurs dans (V, Hhp=V, V')
ii) lorsque t—> oo, u(t) =0 dans (V, H)y,, Ve=0.

DEMONSTRATION DU LEMME II.1. On considére 1'opérateur A de
la démonstration du théoréme 1.4.

- ®
On note u —> u I'isométrie de H sur [ H(A)dv(\) d’aprés ’hypothése
du lemme

(3.3) W+ Viu=feIXX)

ainsi

(3.4) u(t, M) =u(0, Ne~ VM4 f e~ VM-I, \do
0

et par Cauchy-Schwarz:

t

)‘ll/z I'l;(t, )") ILZS)"I/Ze—Z\/M | a(o’ )\') I).2+ ( ’ )\’I/Ze—Z\/_l(t—:)do-> X
( f | /) 2 do)
0

D’aprés Lions [1], u est p.p. égale a une fonction continue 2

(3.5)

0
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valeurs dans (V, H),» donc

(3.6) ﬁ‘ﬂ | 2(0, A) h2dv< + .

Xo
Comme

frmersningess,

0

il vient
(3.7) | u(t) |, H)%SC[I u(o) |v, H>%+]f |r236)]
d’ot le i).
ii) Comme
v, H)%°->(V, H)%“ Ve=0
(3.8)
injection continue

il suffit de voir le résultat pour (V, H)y.
Or

pour t=to

3.9 l )\1/4,;0’ M i< 2e-2Vh(t=10) I )\'1/4;00 Y |42+ % fl}?(o.’ \) h2de
0

d’olt le résultat en choisissant #, assez grand.
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