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k-AUFLÖSBARE GRUPPEN

SIEGMAR STÖPPLER 

Einleitung.

Während in der Theorie der endlichen auflösbaren Gruppen große
Fortschritte erzielt worden sind, sind die Kenntnisse der unendlichen
auflösbaren Gruppen, das heißt, der Gruppen mit einer (transfinit) auf-
steigenden Reihe von Normalteilem mit abelschen Faktoren, wesentlich
geringer. Auflösbare Gruppen, in denen diese Faktoren endlich erzeugt
sind, bilden den Gegenstand dieser Arbeit. Ist der Erzeugendenrang der
Faktoren insgesamt beschränkt durch eine natürliche Zahl k, bezw. un-
beschränkt, aber endlich, so heißt die Gruppe k-auflösbar, k endlich
bezw. k= No .

Ziel dieser Arbeit ist es, charakteristische Eigenschaften dieser Grup-
penklasse abzuleiten und Kriterien für die k-Auflösbarkeit, für die k-

Auflösbarkeit und Maximalbedingung für Untergruppen oder k-Auf-
lösbarkeit und Minimalbedingung für Untergruppen zu gewinnen.

Da die k-Auflösbarkeit eine Verallgemeinerung der Überauflösbar-
keit darstellt, wird es interessant sein, wie weit sich die bekannten Sätze
für überauflösbare Guppen aus denen über k-auflösbare Gruppen her-
auslesen lassen. Um die Analogie möglichst weit zu treiben, werden
(nil-k)-k-auflösbare Gruppen definiert, das sind Gruppen G, in denen

jedes epimorphe Bild H#1 von G einen von h  k-~-1 Elementen

erzeugten abelschen Normalteiler 1 besitzt, in dem G eine nilpotente
Automorphismengruppe der Klasse k induziert. Überauflösbare Gruppen
sind also sowohl 1-auflösbare wie (nil-1)-1-auflösbare Gruppen. Verschie-

*) Indirizzo dell’A.: Nordendstraße 61, 6 Frankfurt am Main (Germania).
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dene Eigenschaften der (nil-k)-k-auf lösbaren Gruppen wurden schon

diskutiert, siehe etwa R. Baer [8]. Die Ergebnisse werden sich in dieser
Arbeit meist als Korollare ergeben und können zur Kontrolle der Schärfe
der Sätze über die k-auflösbaren Gruppen dienen. An ihnen ist der

große Einfluß der Eigenschaften der in den Normalteilem induzierten
Automorphismengruppen abzulesen.

In § 3 werden beide Gruppenklassen in die umfassendere Klasse
der e-f-radikalen Gruppen eingefügt, das sind Gruppen, in denen jedes
epimorphe Bild H ~ 1 einen 8-Normalteiler besitzt, in dem G eine

f-Gruppe von Automorphismen induziert. Dadurch ist man in der Lage,
einige allgemeine Lemmata abzuleiten, für die die spezifischen Eigen-
schaften der k-auflösbaren oder ~(nil-k)-k-auf lösbaren Gruppen nicht

benötigt werden. Einige Ergebnisse finden sich schon in R. Baer [8],
sodaß diese übernommen werden können. Lemma 4 sagt aus, daß die
charakteristische Untergruppe f’G, f’G = G/Xef), in allen
diesen Gruppen hyperzentral ist. Für die Beweismethoden ist dies von

großer Wichtigkeit, denn 8-f-radikale Gruppen sind dann Erweiterungen
von hyperzentralen Gruppen durch Gruppen, die für gewisse f sogar

f-Gruppen sind.
k-auflösbare Gruppen sind der Gegenstand des § 4. Nach Satz 7

hat jedes epimorphe Bild H ~ 1 einer k-auflösbaren Gruppe eine cha-
rakteristische abelsche Untergruppe Satz 8 verallgemeinert den
Satz, daß maximale Untergruppen überauflösbarer Gruppen Primzahlin-
dex haben, dahin, daß maximale Untergruppen k-auflösbarer Gruppen
Primzahlpotenzindex pa, a C k -~-1, haben.

Satz 9 ergibt für k-auflösbare Gruppen G die Hyperzentralität von
G (2k) ; also sind k-auflösbare Gruppen Erweiterungen von hyperzentralen
Gruppen durch auflösbare Gruppen der Stufe höchstens 2k, wenn k
endlich ist. (nil-k)-k-auflösbare Gruppen sind Erweiterungen von hyper-
zentralen Gruppen durch nilpotente Gruppen der Klasse k, wenn k
endlich ist. Diese Tatsache erweist sich bei einigen Induktionsbeweisen
als nützlich.

Unter Zusatzvoraussetzungen erhält man diese Resultate schon, wenn
je 2 2k+ 1 (bzw. k+2) Elemente eine k-auflösbare (bzw. (nil-k)-
k-auflösbare) Untergruppe erzeugen (Satz 14 und Satz 15).

In § 5 werden lokal k-auflösbare Gruppen betrachtet. Die Äqui-
valenz der Maximalbedingung für Untergruppen und der endlichen
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Erzeugtheit ist in diesem Fall bekannt. Satz 17 gibt an, daß für endli-
che k beide Bedingungen aus der Maximalbedingung für Normalteiler
folgen, während der Satz falsch wird für Dann gilt diese Fol-

gerung nur noch, wenn abzählbar viele Elemente eine N0-auflösbare
Untergruppe erzeugen. Satz 18 zeigt sogar, daß aus der Maximalbedin-
gung für Normalteiler die endliche Erzeugtheit und die Auflösbarkeit
endlicher Stufe folgen, wenn abzählbar viele Elemente eine auflösbare
Untergruppe erzeugen. Dieser Satz hat auch von den k-auflösbaren

Gruppen unabhängige Bedeutung.
Genügt die Gruppe G der Minimalbedingung für Normalteiler und

ist sie lokal k-auflösbar für ein endliches k oder No-auflösbar, so genügt
sie auch der Minimalbedingung für Untergruppen. Satz 20 gibt weiter
an, daß beide Minimalbedingungen äquivalent zur Extremalität sind.

Cernikov nennt eine Gruppe extremal, wenn sie eine endliche Erweiterung
einer vollständigen abelschen, der Minimalbedingung für Untergruppen
genügenden Gruppe ist.

Das Endglied einher aufsteigenden Reihe von Normalteilern mit
k-abelschen Faktoren heißt das Radikal Satz 5 in § 3 gibt die
wesentlichen Eigenschaften eines allgemeineren Radikals an. Betrachtet
man nun lokal k-auflösbare Gruppen, k endlich, von endlichem abelschen
Untergruppenrang (zur Definition siehe § 2), so kann man zeigen, daß

im Radikal liegt. Unter der gleichen Voraussetzung erhält
man aus der lokalen ~(nil-k)-k-Auflösbarkeit die (nil-k)-k-Auflösbarkeit
der ganzen Gruppe.

Als Folgerung aus diesen Ergebnissen kann man den Satz 26 be-
trachten : die Gruppe G ist dann und nur dann noethersch und k-auf-
lösbar (k endlich), wenn sie lokal k-auflösbar ist, und ihre abelschen
Untergruppen endlich erzeugt sind. Satz 26 ist verwandt mit dem be-
kannten Ergebnis von Mal’cev und dessen Verallgemeinerungen von
R. Baer.

Produkte von hyperzentralen Normalteilern mit k-auflösbaren Nor-
malteilern sind wieder k-auflösbar (Lemma 28), während Produkte
endlich vieler ki-auflösbarer Normalteiler im allgemeinen nur wieder
N0-auflösbar sind (Satz 29 und Korollar 30).
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§ 1. Bezeichnungen und Definitionen.

[A, B] = Erzeugnis aller [ a, b ], mit a aus A und b aus B

t1U = Normalisator der Untergruppe U von G in G

CV = Zentralisator der Untermenge V von G in G

3 G = Zentrum von G

N c M : N ist echt in M enthalten

N ist ein Normalteiler von M

(G) = Ordnung der Gruppe G, falls G endlich ist

(G : U) = Index der Untergruppe U in G

Eine Gruppe G heißt au f lösbar, wenn jedes epimorphe Bild

H, H ~ 1, von G einen abelschen Normalteiler N ~ 1 enthält. G hat dann
eine aufsteigende Reihe von Normalteilem von G mit abelschen Fakto-
ren ; man sagt, G habe eine aufsteigende auflösbare Reihe. Erreicht diese
Reihe in endlich vielen Schritten G, so heißt G auflösbar endlicher Stufe.
Das ist bekanntlich gleichwertig mit der Existenz einer natürlichen
Zahl n mit G (n) = 1, wobei G(n) die n-te Kommutatorgrupp~e ist. Die Stufe
der Auflösbarkeit ist n, falls G(n) =1, aber 1 falls G ~ 1.

Eine Gruppe G heißt hyperzentral, wenn das Zentrum 3H ver-
schieden von 1 ist für jedes epimorphe Bild H# 1 von G. G hat dann
eine aufsteigende Zentralreihe. Endet sie nach endlich vielen Schritten
mit G, so heißt G nilpotent order auch nilpotent endlicher Klasse. G ist
nilpotent der Klasse c, wenn cG = 1 ist. Die charakteristische Untergrup-
pe nG heißt das n-te Glied der absteigenden Zentrenkette.

Eine Gruppe G heißt von endlichem Rang, wenn eine natürliche
Zahl n existiert, derart daß jede endlich erzeugte Untergruppe von G
sich schon von höchstens n Elementen erzeugen läßt.
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In einer abelschen Gruppe A bildet für jede Primzahl p die Ge-
samtheit der Elemente, deren Ordnung eine Potenz von p ist, eine

charakteristische Untergruppe, die sogenannte p-Komponente. Das Pro-
dukt aller p-Komponenten ist die Torsionsuntergruppe tA von A. Die
Faktorgruppe A/’tA ist dann torsionsfrei und heißt die 0-Komponente
von A.

Eine Gruppe G heißt von endlichem abelschen Untergruppenrang,
wenn jede abelsche Untergruppe A von G der Bedingung genügt, daß
jede Komponente von A endlichen Rang hat. Eine Gruppe G heißt von
endlichem abelschen Rang, wenn jedes epimorphe Bild von G von

endlichem abelschen Untergruppenrang ist.
Eine Gruppe G heißt lokal e, für eine gruppentheoretische Eigen,

scaft e, wenn jede endlich erzeugte Untergruppe von G die Eigenschaft
e hat.

§ 2. Spezialisierung der auflösbaren Gruppen.

DEFINITION. Die abelsche Gruppe A heißt k-abelsch, wenn sie von
r  k -~-1 Elementen erzeugt werden kann. Dabei kann k eine natürliche
Zahl oder unendlich sein.

DEFINITION. Eine Menge von Elementen aj in einer abelschen

Gruppe A heißt unabhängig, wenn die Gleichung IIati== 1 für ein end-
liches Produkt IIainj mit ganzen Zahlen ni nur dann bestehen kann,
wenn ai’zi =1 für alle i gilt.

DEFINITION. Eine Menge von Elementen ai aus A heißt eine Basis
von A, wenn sie unabhängig ist und A erzeugt.

Eine k-abelsche Gruppe A wird nach obiger Definition von einer
endlichen Zahl r C k -~-1 von Elementen erzeugt und hat also nach

M. Hall [14] (Theorem 3.2.2, Seite 37), eine Basis von höchstens r

Elementen. Das heißt aber, daß A eine direktes Produkt von höchstens r
zyklischen Gruppen ist.

Enthält A Elemente endlicher Ordnung verschieden von 1, so

enthält A mindestens ein Element ungleich 1 von Primzahlordnung p.
Die Gesamtheit der Elemente der Ordnung p bildet eine charakteristische,
elementar-abelsche Untergruppe B, denn jeder Automorphismus der

in
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abelschen Gruppe A bildet p-Elemente auf p-Elemente ab, und B hat
die Ordnung ps, s _ r. Jede Untergruppe C von B hat natürlich eine

Ordnung pl, t _ s, also hat C ebenfalls einen Rang nicht größer als r.

A ist eine freie abelsche Gruppe vom Range r, wenn A keine Ele-
mente endlicher Ordnung enthält, also torsionsfrei ist, denn dann ist A

ein direktes Produkt von höchstens r unendlichen zyklischen Gruppen.

FOLGERUNG. Ist A ~ 1 eine k-abelsche Gruppe, so enthält A ent-
weder eine charakteristische, elementar-abelsche Untergruppe Ap ~ 1 oder
eine charakteristische freie abelsche Untergruppe vom Rang
rk+ 1.

DEFINITION. Die Gruppe G heißt k-auflösbar, wenn jedes epimor-
phe Bild H ~ 1 von G einen k-abelschen Normalteiler N ~ 1 enthält.

DEFINITION. Die Gruppe G heißt (nil-k)-k-au f lösbar, wenn jedes
epimorphe Bild H ~ 1 von G einen k-abel~schen Normalteiler N ~ 1 be-
sitzt, in dem G eine Automorphismengruppe A induziert, die nilpotent
der Klasse k’  k-~-1 ist, das heißt, die Bedingung k’ A == 1 erfüllt.

(k und k sind natürliche Zahlen oder unendlich).

Diese beiden Gruppenklassen liegen zwischen den auflösbaren und
den überauflösbaren Gruppen. Genauer gesagt gilt die folgende Be-

ziehung für festes k und beliebiges k:

Für k=1 fallen jedoch 1-auflösbare, (nil-1)-1-auflösbare und überauflös-
bare Gruppen zusammen, denn es existiert dann in jedem epimorphen
Bild H ~ 1 von G ein zyklischer Normalteiler Z ~ 1, und jede Automor-
phismengruppe einer zyklischen Gruppe ist abelsch, also nilpotent der
Klasse 1.

Aus der Definition der k-Auflösbarkeit und der Tatsache, daß für
h  k alle h-abels~chen Gruppen natürlich k-abelsch sind, ist ersichtlich,
daß unter dieser Bedingung h-auflösbare Gruppen ebenfalls k-auflösbar
sind. Das gleiche gilt für die (nil-k)-k-Auflösbarkeit, falls zusätzlich die
Beziehung h _ k erfüllt ist.
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Hat G# 1 einen k-abelschen Normalteiler N ~ 1, so besitzt G ent-
weder einen elementar-abelschen Normalteiler E der Ordnung pr,

oder einen freien abelschen Normalteiler F vom Range r,

wie sich aus der Folgerung ergibt; denn charakteristische Untergruppen
des Normalteilers N sind wieder normal in G. Induziert G in N eine

nilpotente Automorphismengruppe der Klasse dann auch in

E bzw. in F.
Diese beiden Gruppenklassen lassen sich in eine umfassendere

Klasse einbetten, aus der man sie durch einfache Spezialisation leicht
zurückerhalten kann. Die Einbettung wird nützlich sein, denn sie erlaubt
uns, einige Lemmata und Sätze in entsprechend allgemeiner Form zu
beweisen.

§ 3. 8-f-radikale Gruppen.

f sei eine gruppentheoretische Eigenschaft, die mindestens der tri--

vialen Gruppe, die nur aus der Einheit besteht, zukommt. Zur Abkür-
zung wird die folgende Schreibweise benützt: fG= 1, wenn G eine
f-Gruppe ist, d.h., wenn G die Eigenschaft f besitzt.

Die Eigenschaft f erfülle die folgende Bedingung:
F 1: Untergruppen und epimorphe Bilder von f-Gruppen sind

f-Gruppen, d.h. aus f G =1 folgt f U =1 und f (G*) =1 für Untergrup-
pen U und Homomorphismen 

* 

von G.

Die gruppentheoretische Funktion f’ werde durch die folgende
Vorschrift definiert:

Als Folgerung ergibt sich sofort:

F 2: f’G ist eine eindeutig bestimmte charakteristische Untergrup-
pe von G.

8 sei ebenfalls eine gruppentheoretische Eigenschaft und es gelte:
E: Untergruppen und epimorphe Bilder von 8-Gruppen sind 8-

Gruppen.
Als Verknüpfung der Eigenschaften 8 und f kann man jetzt eine

Normalteiler-Eigenschaft 6f definieren:
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DEFINITION. Der Normalteiler N von G ist ein 6t-Normalteiler
von G, wenn er eine 8-Gruppe ist und G in ihm eine f-Gruppe von Au-
tomorphismen induziert.

Die Eigenschaft 8t erfüllt nun die folgenden Aussagen, auf denen
die Beweise der anschließenden Lemmata und Sätze im wesentlichen
beruhen:

LEMMA 1. i) Normalteiler der Untergruppe U von G, die in 8t-Nor-
malteilern von G liegen, sind 8f-Normalteiler von U.

ii) Die Faktorgruppe N/M eines 0f-Normalteilers N von G nach
einem Normalteiler M von G, ist ein 8t -Normalteiler von G/M.

iii) In der Isomorphiegleichung AB/A =B/~(A n B), wobei A und B
Normalteiler von G sind, bleibt die Eigenschaft 8 f erhalten.

Die einfachen Beweise sind hier entbehrlich, da das Lemma nur der
Vollständigkeit wegen aufgeführt ist.

Nach diesen Vorbemerkungen ist es möglich, folgende Klasse von
Gruppen zu definieren:

DEFINITION. G sei eine Gruppe, f und 8 seien Eigenschaften, die
sich auf Untergruppen und epimorphe Bilder vererben (Fl bzw. E). G
heißt 8-f-radikal, wenn jedes epimorphe Bild H # 1 von G einen 8t-Nor-
malteiler N#1 besitzt.

Eine ganz ähnlich definierte Eigenschaft wurde schon von R. Baer
[8] (§ 3, Seite 17) diskutiert. Die dort abgeleiteten allgemeinen Eigen-
schaften, die sich aus den Aussagen des Lemma 1 herleiten lassen, sind
übertragbar:

LEMMA 2. Untergruppen und epimorphe Bilder 8-f-radikater Grup-
pen sind 8-f-radikal.

Zum Beweis siehe R. Baer [6] (Satz 4.4, Seite 358).

LEMMA 3. Die folgenden Eigenschaften der Gruppe G sind äqui-
valent, wobei 8 und f gruppentheoretische Eigenschaften sind, die den
Bedingungen Fl bzw. E genügen:

a) Für jede charakteristische Untergruppe N von G mit GIN:9-- 1
enthält G/N einen 8 f -Normalteiler A IN 7&#x26; 1.

b) G ist 8-f -radikal.
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c) Sind S und R Normalteiler von G mit 1, so gibt es

einen Normalteiler A von G mit S c A c R, und AIS ist ein 0 f -Normal-
teiler von 

BEWEIS. Nach Definition der Eigenschaft « 0-f-radikal » ist es

klar, daß aus b) die Eigenschaft a) und aus c) die Eigenschaft b) folgt.
Ein Lemma von R. Baer [8] (Lemma 3.2, Seite 17), angewendet auf

ergibt die Folgerung c) aus b). Es bleibt zu zeigen, daß a)
auch b) nach sich zieht:

Sei G eine Gruppe, die der Bedingung a) genügt und M ein echter
Normalteiler von G. Mit H sei das Produkt aller charakteristischen Un-

tergruppen von G, die in M liegen, bezeichnet, und mit K das Produkt
aller Normalteiler T, für die und ein 8 f-Normalteiler von
G/H ist. H ist nach Konstruktion in M enthalten, M ist echt in G ent-
halten, also ist Da H eine charakteristische Untergruppe von
G ist, wird die Voraussetzung von a) erfüllt, und es existiert mindestens
ein Normalteiler T von G mit nicht-trivialer 8 f -Faktorgruppe T/H, sodaß
also H echt in K enthalten ist: 

K ist eine charakteristische Untergruppe von G, aber K ist größer
als die größte charakteristische Untergruppe H von G, die in M liegt,
also liegt K nicht in M. Aus der Konstruktion von K ergibt sich die
Existenz eines 0f-Normalteilers A/H#1 von G/H, wobei A aber nicht
in M liegt. MA ist normal in G, und M ist echt in MA enthalten.

Weiter ist und folglich ist

AM/M nach Lemma 1, ii), ein nicht-trivialer 8 f -Normalteiler von GIM,
Damit ist das Lemma bewiesen.

Es ist jetzt möglich, ein Lemma zu beweisen, das einen Zusam-
menhang zwischen den Eigenschaften 0-f-radikal und hyperzentral her-
stellt und für die Untersuchung der .k-auflösbaren Gruppen von großer
Bedeutung ist. Dieses Resultat findet sich schon in einer Arbeit von
R. Baer [7] (Lemma 2.5, Seite 193), ein kurzer Beweis sei jedoch hier
angegeben.

LEMMA 4. Ist G eine 0-f-radikale Gruppe, so ist die charakter
ristische Untergruppe f’G hyperzentral.

BEWEIS. Der Beweis wird indirekt geführt von der Annahme aus.
gehend, f’G sei nicht hyperzentral.
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Nach der Definition und der Eigenschaft des Hyperzentrums,
R. Baer [ 1 ] (Seite 176-177), ist das Hyperzentrum H der Gruppe f’G
also echt in f’G enthalten, f’GlHge--1, und für das Zentrum dieser

Faktorgruppe gilt 3 ( f’G/H) =1. H ist als charakteristische Untergruppe
von f’G wiederum charakteristisch in G, also auch ein Normalteiler
von G. Für die Normalteiler f’G und H von G mit f’G:D H ergibt sich
nach Lemma 3, Bedingung c), die Existenz eines Normalteilers N von
G mit wobei N/H eine 8-Gruppe ist, in der G eine Auto-
morphismengruppe A mit fA =1 induziert.

Mit C/H sei der Zentralisator von N/H in G/H bezeichnet. Mit N
ist auch C normal in G und ist im wesentlichen
die von G in N/H induzierte Automorphismengruppe. N/H ist aber
ein 6f-Normalteiler von G/H, also ist f (G/C) =1. Folglich liegt f’G in
dem Normalteiler C : f’G c C. Für die Faktorgruppen nach dem Hyper-
zentrum H von f’G heißt das, daß f’GIH in C/H liegt, daß der Nor-
malteiler N/H also von f’G/H zentralisiert wird. N/H war verschieden
von 1, woraus zu ersehen ist, daß f’G/H ein nicht-triviales Zentrum
besitzt. Damit ist die Annahme zum Widerspruch geführt; also ist f’G

hyperzentral.

DAS 8-f-RADIKAL. Eine dem Hyperzentrum einer Gruppe analoge
Bildung kann man für die Eigenschaft 8-f-radikal durchführen:

DEFINITION. Der Normalteiler L von G ist ein 8-f -radikal einge-
betteter Normalteiler von G, wenn gilt:

(’) jeder Faktor L/N, wobei N e L ein Normalteiler von G ist,
enthält einen 8 f-Normalteiler 1 von G/N.

SATZ 5. Für die Untergruppe ~G der Gruppe G sind die folgenden
Aussagen gleichwertig:

i) ~G ist das Erzeugnis aller 8-f-radikal eingebetteten Normalteiler
von G,

ii) ~G ist der maximale Normalteiler M von G, für den die Be-
dingung (’) gilt,

iii) ~G ist der Durchschnitt aller Normalteiler X von G mit der

Eigenschaft
(") G/X enthält keinen 6 f-Normalteiler NIX 0 1 von G.
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BEWEIS. Aus i) folgt ii):
Sei ~G das Produkt aller 9-f -radikal eingebetteten Normalteiler

A; von G, N ein Normalteil~er von G und echt in enthalten.
Es existiert dann ein i mit der Eigenschaft NnAicAi . enthält
dann wegen der Bedingung (’) für AZ einen 8 f-Normalteiler 1

Es ist

KN/N ~ 1 ist danach ein 8 f-Normalteiler von G/N, ist in AiN/N c
enthalten, und )2G erfüllt somit Bedingung (’). Als Produkt

aller 8-f-radikal eingebetteten Normalteiler von G ist )1G also der ein-
zige maximale 8-f -radikal eingebettete Normalteiler.

Aus ii) folgt iii):
Sei ~G der einzige maximale 8-f-radikal eingebettete Normalteiler

von G. Alle Normalteiler X von G, die die Eigenschaft (") haben, ent-
halten )2G; denn sonst ist Xn)2G echt in pG enthalten, und 
besitzt einen 8 f-Normalteiler K/(XnrlG)=KX/X, also einen nicht-tri-
vialen 8 f-Normalteiler von G/X.

hat die Eigenschaft ("), denn andernfalls existierte ein

Of-Normalteiler von G/)2G, und K hätte die Eigenschaft (’),
das heißt, nG wäre nicht maximal.

Die Folgerung von i) aus iii) ist nach obigem trivial.

DEFINITION. Genügt die Untergruppe )2G von G den gleichwer-
tigen Bedingungen i)-iii) des Satzes 5, so heißt das 8- f -Radikal von

G. p heißt die Radikal f unktion zur Eigenschaft 8-f-radikal.
Es läßt sich nun folgendes feststellen:

R 1: Das 8- f -Radikal )2G ist eine charakteristische Untergruppe
von G.

Beweis: Ein Automorphismus von G bewirkt eine Permutation der
Normalteiler X mit der Eigenschaft ("), also ist ihr Durchschnitt cha-

rakteristisch in G.

R 2: Das 8-f -Radikal )2G ist der kleinste Normalteiler X von G mit
der Eigenschaft (") 

R 3: Das 0-f-Radikal )2G ist das Endglied einer (transfinit) au f -
steigenden Reihe von 6f -Normalteilern von G.
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0-f-radikale Gruppen haben nach Lemma 4 die bemerkenswerte

Eigenschaft, daß die charakteristische Untergruppe f’G hyperzentral ist.

Sei jetzt f eine Eigenschaft, die über die Bedingung Fl hinaus das
folgende Postulat FG erfüllt:

FG: Zu jeder endlich erzeugten Untergruppe E von f’G existiert
eine endlich erzeugte Untergruppe D von G mit E c f’D.

SATZ 6. Ist G eine lokal 0-f-radikale Gruppe von endlichem abel-
schen Untergruppenrang, und genügt f der Bedingung FG, dann ist

f’G hyperzentral und von endlichem abelschen Rang.

BEWEIS. Nach Bedingung FG folgt aus der lokalen 0-f-Radikalität
von G die lokale Hyperzentralität von f’G. Anwendung eines Satzes von
R. Baer [9] (B Theorem, Seite 98) zeigt die Hyperzentralität von f’G,
und Lemma B in der gleichen Arbeit ergibt, daß f’G von endlichem
abelschem Rang ist.

§ 4. k-auflösbare Gruppen.

Für k-auflösbare und (nil-k)-k-auflösbare Gruppen ist es nun mög-
lich, Eigenschaften 0 und f anzugeben, für die sie genau die 0-f-radi-
kalen Gruppen darstellen.

Setzt man für e die Eigenschaft « k-abelsch » ein, so ist Bedingung
E erfüllt. Bezeichnet man mit f die triviale Eigenschaft, Gruppe zu sein,
also ftG=1 für alle Gruppen, so ist das Postulat Fl ebenfalls erfüllt.

Für diese Wahl von 0 und f sind k-auflösbare Gruppen genau die

e- ft-radikalen. Daß nicht die einzige Möglichkeit ist, wird später
von Bedeutung sein.

Sei 0 wieder die Eigenschaft « k-abelsch »; aber für f nehme man
die Eigenschaft f k = « nilpotent der Klasse k’, k’  k -~-1 » . Sie genügt
dem Postulat Fl, und es gilt:

für endliche k : genau dann, wenn 

und für fkG= 1 genau dann, wenn k-G=1 für eine pas-
sende natürliche Zahl k’. 

,

Für diese Wahl ergeben sich also gerade die (nil-k)-k-auflösbaren
Gruppen für entsprechende k und k.
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Die Funktion fk’ hat als Bild das k-te Glied der absteigenden Zen-
trenkette, wenn k endlich ist:

Die Lemmata aus § 3 sind jetzt auf die k-auflösbaren und (nil-k)-k-
auflösbaren Gruppen voll anwendbar, insbesondere sind beide Eigen-
schaften untergruppen- und epimorphismenvererblich.

SATZ 7. Ist G k-auflösbar (k natürlich oder unendlich), so besitzt
jedes epimorphe Bild H ~ 1 von G eine charakteristische abelsche Unter-
gruppe 1.

BEWEIS. Ist H ein epimorphes Bild der Gruppe G und verschieden
von 1, so folgt aus der Voraussetzung der k-Auflösbarkeit die Existenz
eines von r, r  k + 1, Elementen erzeugbaren abelschen Normalteilers
N~ 1.

Sei CN der Zentralisator von N in H. Dann ist H/CN im wesent-
lichen eine k-auflösbare Automorphismengruppe der endlich erzeugten
abelschen Gruppe N und als solche nach R. Baer [3] (Satz 2, Seite 171)
noethersch und somit auflösbar endlicher Stufe.

Ist CN = H, so ist das Zentrum 3H # 1 eine charakteristische abelsche
nicht-triviale Untergruppe von H.

Sei CN echt in H enthalten. Es existiert dann eine natürliche Zahl

s mit (H/CN)(S)== 1 für die s-te Kommutatoruntergruppe von 
aber Folglich ist bzw. 

Ist H(S~=1, so ist H(s - 1) eine charakteristische abelsche Untergruppe
von H und verschieden von 1.

Im anderen Fall ist H~S~ ~ 1. Sei A(H) die volle Automorphismen-
gruppe von H und P der charakteristische Abschluß von N in H:

P = II Na. Da charakteristisch in H ist, zentralisiert R(s) mit N
acA(H)

auch jedes Na, also auch P. Ist 1, so ist das Zentrum 3H(s) eine
abelsche charakteristische Untergruppe von H und verschieden von 1.

Es bleibt noch der Fall zu untersuchen, in dem ist. Es existiert

dann aber eine minimale natürliche Zahl hs mit 1, jedoch
H(s-h+1)nP== 1. .

Q ist als Durchschnitt zweier charakteristischer Untergruppen von
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H wieder eine charakteristische Untergruppe von H. Es ist weiter:

folglich

also ist Q abelsch.
Somit ist in allen Fällen eine charakteristische abelsche Untergruppe

verschieden von 1 in H gefunden.
Für den Spezialfall k= 1 steht dieses Ergebnis in der Arbeit von

R. Baer [2] (Lemma 3, Seite 18).

SATZ 8. Jede maximale Untergruppe U der k-auflösbaren Gruppe
G hat Primzahlpotenzindex (G : U) = pa mit a  k -~-1.

BEWEIS. Sei G k-auflösbar und U eine maximale Untergruppe
von G. Dann existiert nach dem Maximumprinzip ein maximaler Normal-
teiler M von G, der in U enthalten ist. Sei V = U/M. Aus der Voraussetz-
ung folgt, daß H = G/M einen k-abelschen Normalteiler L = K/M ~ 1
enthält, den man o.B.d.A. als elementarabelsch der Ordnung pz, z  k-E-1,
oder als frei abelsch vom Rang z annehmen kann.

Da M ein maximaler Normalteiler von G in U ist und U maximal
in G, so ergibt sich G = KU, da K nicht in U liegen kann; und folglich
ist auch H = LV.

Angenommen L sei frei abelsch. VnL ist normal in V und liegt im
Zentrum von L, da ja L sogar abelsch ist.

Also ist VnL ein Normalteiler von LV = H. V enthält aber wegen
der Maximalität von M als echte Normalteiler von H nur den trivialen
Normalteiler 1, also gilt Ln V =1.

Für die Primzahl p &#x3E; 1 ist da L frei abelsch ist. LP ist

als charakteristische Untergruppe des Normalteilers L auch ein Normal-
teiler von H. Da er verschieden von 1 ist, liegt er nicht in V und es
ist H=LPV. Nach dem Dedekindschen Satz für modulare Verbände

ergibt sich die Ungleichung:

Aus diesem Widerspruch folgt, daß L in jedem Fall elementar-
abelsch ist.
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Der Index von U in G ist gleich dem Index von V in H, und
für diesen gilt: (H : V)/(L) = pZ, z C k-E-1.

Das ist die Behauptung des Satzes.

Für endliche auflösbare Gruppen ist dieser Satz wohlbekannt, vgl.
etwa B. Huppert [17] oder N. Itö [19].

Für endliche Gruppen und k =1 gilt darüber hinaus die Umkeh-

rung des Satzes, nämlich:

Genau dann ist G überauflösbar, wenn alle maximalen Untergruppen
Primzahlindex haben. (B. Huppert [ 17 ] ~(Satz 9, Seite 416)).

Ein Satz, der dieses Ergebnis umfaßt, wurde von R. Baer ge-
funden :

Die Gruppe G ist dann und nur dann noethersch und überauflösbar,
wenn sie endlich erzeugbar ist, ihre maximalen Untergruppen Primzahl-
index haben, und wenn jede unendliche Faktorgruppe einen in ihr last
voll reduziblen, endlich erzeugbaren Normalteiler besitzt.

(Hauptresultat von R. Baer [5]).

B. Huppert [17] (Satz 21, Seite 428) hat für beliebiges k, G
aber endlich, unter weiteren Zusatzvoraussetzungen ebenfalls eine Umkeh-
rung bewiesen:

Sei G eine endliche auflösbare Gruppe mit lauter abelschen Sylow-
gruppen. Sind die Ui die maximalen Untergruppen von G, so sei

(G : U=) = pi°i, ai--5k. Dann ist G k-auflösbar (G vom Hauptrang höch-
stens k).

Eine offene, jedoch wichtige Frage ist es, ob man aus (G : U) = pa,
a _ k, für alle maximalen Untergruppen U von G, im allgemeinen Fall
wenigstens die Existenz einer Funktion h(k) finden kann mit der

Eigenschaft, daß G h(k)-auflösbar ist.

SATZ 9. Ist G eine k-auflösbare Gruppe, so ist die Kommutator-

gruppe hyperzentral.

BEWEIS. Ersetzt man die Eigenschaft 0 durch 8m = « elementar-
abelsch der Ordnung ph, für eine Primzahl p, oder frei

abelsch vom Rang h, », so sind die daran geknüpften Bedin-
gungen E erfüllt. Ist H ~ 1 ein epimorphes Bild der k-auflösbaren Gruppe
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G, so besitzt H nach den Bemerkungen in § 2 einen 8m-Normalteiler
N ~ 1 von H.

H induziert in N eine Automorphismengruppe, die der Faktor-

gruppe H/C isomorph ist, wenn mit C der Zentralisator von N in H
bezeichnet wird. H/C ist also im wesentlichen eine auflösbare Unter-

gruppe der linearen unimodularen Gruppe GL(h, p) des Grades h

mit Elementen aus dem Galoisfeld GF(p), f alls N elementar-abelsch der

Ordnung ph ist, oder eine auflösbare Untergruppe der linearen unimo-
dularen Gruppe GL(HZ) (Determinate -I-1 oder -1 ) des Grades h
und mit Elementen aus dem Ring der ganzen Zahlen Z, falls N frei
abelsch des Ranges h ist. Als auflösbare Automorphismengruppe einer
endlich erzeugten abelschen Gruppe ist H/C nach R. Baer [3] (Satz
2, Seite 17) noethersch und somit auflösbar endlicher Stufe. Anwen-

dung eines Satzes von B. Huppert [ 18 ] (Satz, 9 Seite 494), zeigt, daß
(H/C)~~~ =1 für die 2h-te Kommutatorgruppe von HIC gilt.

Setzt man nun für f die Eigenschaft f k = « auflösbar der Stufe

höchstens 2k », wenn k endlich ist, und « auflösbar endlicher Stufe »,
wenn k unendlich ist, so sind die k-auflösbaren Gruppen genau
0",-fk-radikal.

Die abgeleitete Funktion fk’ bildet G auf die 2k-te Kommutator-

gruppe ab, wenn man G(2k) für unendliche k entsprechend definiert:

fk’ G == G(2k), wenn k endlich,

fk’G==G(2k)==G(oo)= wenn k unendlich.
neN

Lemma 4 ergibt danach genau die Behauptung des Satzes.

Für endliche auflösbare Gruppen steht dieser Satz in der Arbeit

von B. Huppert [18] (Satz 21, Seite 517).

SATZ 10. Ist G eine (nil-k)-k-auflösbare Gruppe, so ist das k-te
Glied der absteigenden Zentrenkette k G hyperzentral.

Dieser Satz ist schon in einer Arbeit von R. Baer [8] (Lemma
5.4, Seite 29) enthalten. Hier hat er sich wieder als Spezialisation von
Lemma 4 ergeben.

Überauflösbare Gruppen sind ~(nil-1 )-1-auflösbare Gruppen, siehe
§ 2. Also hat man dann den Spezialfall:

Ist G überauflösbar, so ist G’=iG hyperzentral. Dies ist ein Satz
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von R. Baer [2] (Proposition 2, Seite 21). Für endliche überauflösbare
Gruppen hat schon E. Wendt [23] (Satz, Seite 480) dieses Resultat

im Jahre 1902 bewiesen. O. Ore [22] gab 1938 einen einfacheren
Beweis als E. Wendt an, und G. Zappa [24] dehnte 1941 diesen Satz
aus, und zwar bewies er die Nilpotenz von G’ für überauflösbare

Gruppen G mit der Maximalbedingung für Untergruppen.

BEMERKUNG. In Satz 8 kann man nur unter zusätzlichen Voraus-

setzungen beweisen, daß für k-auflösbare Gruppen schon G (k) hyper-
zentral ist siehr B. Huppert [18]).

Die Kommutatorgruppe ist schon hyperzentral, wenn eine

beschränkte Anzahl von Elementen der Gruppe G eine k-auflösbare

Untergruppe erzeugen und G gewissen anderen Zusatzbedingungen
genügt. Um den Beweis durchzuführen, werden die folgenden Hilfssätze
benötigt.

HILFSSATZ 11. Wird die k-auflösbare Gruppe G von endlich

vielen Elementen endlicher Ordnung erzeugt und ist G unendlich, so

ist G keine Torsionsgruppe.

BEWEIS. Da die unendliche k-auflösbare Gruppe G endlich erzeugt
ist, gibt es einen Normalteiler M von G mit folgenden Eigenschaften:
G/M ist unendlich und G/N ist endlich für jeden Normalteiler N
von G, der M echt enthält, siehe etwa R. Baer [ 1 ] (Lemma 1, Seite

166).

G/M enthält dann einen nicht-trivialen k-abelschen Normalteiler

K/M. M ist echt in K enthalten, und folglich ist die endlich erzeugte
abelsche Gruppe K/M unendlich und somit keine Torsionsgruppe. Also
enthält G ein Element unendlicher Ordnung.

DEFINITION. Nach der folgenden Rekursivregel erklärt man Kom-
mutatoren : Co sei die Menge der Elemente aus G, Cn sei die Menge
der Kommutatoren der Form [ cl , c2 ] mit ci und c2 aus Ein

Element aus Cn heißt ein n-ter Kommutator von G.

Wie aus der Definition sofort zu ersehen ist, wird ein n-ter

Kommutator von G aus höchstens 2n Elementen aus G gebildet.
Der Vollständigkeit wegen beweisen wir den bekannten Hilfssatz:
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HILFSSATZ 12. In einer Gruppe G bilden die n-ten Kommutatoren
von G ein Erzeugendensystem von G(n).

BEWEIS. Der Beweis wird mit der vollständingen Induktion

erbracht:
Für n =1: G’ hat als Erzeugendensystem die aus je 2 Elementen

aus G gebildeten Kommutatoren; das ist eine bekannte Tatsache.
Für n -1: Induktionsannahme: hat als Erzeugendensystem

die aus je 2n-l Elementen aus G gebildeten (n -1 )-ten Kommutatoren.
Für n: Erzeugende Elemente von G (n) ~sind die einfachen Kommu-

tatoren [u, v] mit u und v aus u und v sind dann Produkte
von Erzeugendenelementen xi , y; , für die die Induktionsannahme

zutrifft, die also (n -1 )-te Kommutatoren sind: U==X1 ... xr , v = yl ... Ys,
xi und yi nicht notwendig voneinander verschieden.

Behauptung: Der Kommutator [u, v] von Produkten von (n-1)-
ten Kommutatoren ist gleich einem Produkt von n-ten Kommutatoren.

Ist [x, und so gelten die Identitäten:

und

wie aus der Ausrechnung sofort folgt.
Ein Kommutator [xi ... xr , yi ... ys] läßt sich demnach folgender-

maßen abbauen:

Mit der Bezeichnung ... xr zerlegen sich die Faktoren

Die y;] sind also Kommutatoren mit x; , yj aus Gcn-1), für die
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die Annahme zutrifft, die also (n -1 )-te Kommutatoren sind, aus je
2~n-1~ Elementen gebildet.

Konjugierte dieser [xi , y;] sind von der gleichen Form, da diese
Form sogar charakteristisch invariant ist.

Der Kommutator [ u, v ] hat sich als ein Produkt von n-ten Kommu-
tatoren herausgestellt, und somit ist die Behauptung bewiesen.

FOLGERUNG 13. Erzeugen je 2n Elemente der beliebigen Gruppe
G eine Untergruppe U mit U~’~~ =1, so gilt G~n~ =1.

SATZ 14. Ist G eine Gruppe, k eine natürliche Zahl, erzeugen je
22k -E-1 Elemente aus G eine k-auflösbare Untergruppe, und genügt G
einer der folgenden Bedingungen:

A) Jedes epimorphe Bild H ~ 1 von G (2k) hat einen noetherschen
Normalteiler N ~ 1, 

’

B) G(2k) genügt der Minimalbedingung für Untergruppen,
so ist G(2k) hyperzentral.

~BEWEI S. Sei f die Eigenschaft « F~2k~ =1 » für eine Gruppe F.

Nach Folgerung 13 ist f durch Relationen in 22k Variablen definierbar.
Satz 9 sagt aus, daß k-auflösbare Gruppen ü-f-radikale Gruppen sind,
wobei ti die triviale Eigenschaft ist, die allen Gruppen zukommt.

Anwendung der Generalvoraussetzung und eines Lemmas von R. Baer
[7] (Lemma 4.1, Seite 204) zeigt, daß

(’) von seinen engelschen Elementen erzeugt wird.
Da 22k-~-1 stets größer als 3 ist, und endlich erzeugte k-auflösbare

Gruppen nach R. Baer [4] (Zusatz 4, Seite 276) noethersch sind,
erzeugen also je 3 Elemente aus G eine noethersche Untergruppe. Dann
bilden aber die engelschen Elemente von G nach R. Baer [8] (Lemma
5.1, Seite 28) eine charakteristische Untergruppe von G. Hieraus und
aus (’) folgt, daß

(") die Menge eG der engelschen Elemente von G die charak-
teristische Untergruppe G (2k) enthält.

Genügt G (2k) der Bedingung A, so folgt aus A und (") nach R. Baer
[7] (Satz 3.3, Seite 199) die Hyperzentralität von G(2k).

Genügt G~2k~ der Bedingung B, so erzeugen Elementepaare aus

G~2k~ k-auflösbare Untergruppen, die wegen der Minimalbedingung für
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Untergruppen und Hilfssatz 11 endlich sind. Da sie zudem nach (")
von ihren engelschen Elementen erzeugt werden, sind sie nach einem
bekannten Satz nilpotent. Die Hyperzentralität von G(2k) ergibt sich nun
aus der Anwendung eines Satzes von R. Baer [8] (Satz 4.1, Bed. v)
und i), Seite 21 ).

SATZ 15. Ist G eine Gruppe, k eine natürliche Zahl, erzeugen

je k+2 Elemente aus G eine (nil-k)-k-auflösbare Untergruppe, und

genügt G einer der folgenden Bedingungen:

A) Jedes epimorphe Bild H ~ 1 von 1G hat einen noetherschen
Normalteiler N 4 1,

B) k G genügt der Minimalbedingung für Untergruppen,
so ist k G hyperzentral.

Wie im Beweis zu Satz 14 schließt man die Behauptung aus der
Tatsache, daß die Eigenschaft «fF == 1» für eine Gruppe F durch
Relationen in k + 1 Variablen definierbar ist, siehe etwa M. Hall [ 14 ]
(Definitionen und Theorem, Seite 150).

Für die Voraussetzung, daß G der Minimalbedingung für Unter-
gruppen genügt, steht das Resultat in R. Baer [8] (Satz 5.7, Seite 30).

SATZ 16. Für die k-auflösbare Gruppe U, k beliebig, sind die fol-
genden Aussagen gleichwertig:

i) U ist lokal hyperzentral -

ii) U ist hyperzentral
iii) Maximale Untergruppen W jeder endlich erzeugten Unter-

gruppe E von U sind normal in E

iv) Für je zwei Elemente x und y aus U gilt [x(n), y] =1 für ein
passendes nx, y .

BEWEIS. Aus i) folgt ii):
Sei die Gruppe U lokal hyperzentral. Ein epimorphes Bild H ~ 1

von U hat dann einen k-abelschen Normalteiler N ~ 1, sodaß die Auto-

morphismengruppe HjCN, CN der Zentralisator von N in U, nach R.
Baer [3] (Satz 2, Seite 171) noethersch ist. Es sei H = FCN, F endlich
erzeugt und N in F enthalten. F ist nach Voraussetzung hyperzentral
und N ein Normalteiler von F. Nach einem bekannten Satz ist der
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Durchschnitt Z = Nn 3 F verschieden von 1. Z wird von F und CN zentra-
lisiert, also von H. U ist folglich hyperzentral.

Aus ii) folgt iii):
Sei U hyperzentral. Sei E c U endlich erzeugt und W eine maximale

Untergruppe von E. N sei ein maximaler Normalteiler von E, der ganz
in W liegt. Wegen der Hyperzentralität von E ist M/N = 3’(E/N) ~ 1
und folglich WM D W, denn N ist maximal. Dann enthält der Normali-
sator ri W von W in E die Gruppe MW, also nW=E, das heißt W
ist ein Normalteiler von E. (Siehe auch A. G. Kurosh [20] (§ 63,
Seite 219).

Aus iii) folgt i):
Ist E eine endlich erzeugbare Untergruppe von U, so ist E noethersch

nach R. Baer [4] (Zusatz 4, Seite 276) wegen der k-Auflösbarkeit von
E. E genügt den Bedingungen von K. Hirsch [16] (Theorem 3.33, Seite
194) und ist deshalb nilpotent, also auch hyperzentral. Damit ist die
lokale Hyperzentralität von U bewiesen.

Aus i) folgt iv):
Sein x und y aus U. { x, y } ist endlich erzeugt, demzufolge hyper-

zentral, noethersch und nilpotent endlicher Klasse. Für ein gewisses
n ist dann [x~n~, y] = 1. 

°

Aus iv) folgt i):
Sei E eine endlich erzeugbare Untergruppe von U. E ist k-auflösbar,

dann auch noethersch und auflösbar endlicher Stufe. Anwendung von
K. W. Gruenberg [13] (Theorem 1, Seite 377) ergibt die Behauptung.

§ 5. Lokale k-Auflösbarkeit.

Für eine k-auflösbare Gruppe (k beliebig) sind die folgenden Bedin-
gungen äquivalent:

i) G ist endlich erzeugt
ii) G genügt der Maximalbedingung für Normalteiler
iii) G ist noethersch.

Ist die k-auflösbare Gruppe G noethersch, so genügt G der Maximal-
bedingung für Untergruppen. Dann genügt G aber auch der Maximal-
bedingung für Normalteiler, aus iii) folgt ii).
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Aus der k-Auflösbarkeit und Maximalbedingung für Normalteiler
folgt die Existenz einer aufsteigenden Reihe von Normalteilem von G
mit endlich erzeugbaren und abelschen Faktoren, die nach endlich vielen
Schritten abbricht. Ein Repräsentantensystem in G der endlich vielen
Erzeugenden der einzelnen Faktoren ist endlich und erzeugt G, also ii)
zieht i) nach sich.

Als k-auflösbare Gruppe besitzt jedes epimorphe Bild H# 1 von
G einen endlich erzeugbaren abelschen Normalteiler N, N;c 1. Anwen-
dung eines Satzes von R. Baer [4] (Zusatz 4, Seite 276) zeigt, daß
aus der endlichen Erzeugbarkeit von G folgt, daß G eine noethersche
Gruppe ist, das heißt, aus i) folgt iii).

Es ist interessant, daß man die Äquivalenz dieser Bedingungen
schon zeigen kann, wenn G eine lokal k-auf lösbare Gruppe mit endli-
chem k ist.

Gibt es in G keine aufsteigende Reihe von Normalteilern mit

endlich erzeugbaren abelschen Faktoren, deren Erzeugendenränge sämt-
lich unter einem endlichen festen k liegen, so wird dieser Satz falsch,
wie ein Beispiel von McLain [21 ] (Seite 102) zeigt.

SATZ 17. Sei G eine lokal k-auflösbare Gruppe für ein festes
endliches k. Dann sind die folgenden Bedingungen äquivalent:

i) G ist endlich erzeugbar
ii) G genügt der Maximalbedingung für Normalteiler
iii) G ist noethersch.

BEWEIS. Es ist jetzt nur zu zeigen, daß aus der lokalen k-Auflös-
barkeit (k endlich) ünd der Maximalbedingung für Normalteiler die
endliche Erzeugbarkeit von G folgt.

Dazu wird die folgende Definition benötigt:

DEFINITION. Eine Gruppe G heißt n-stufig-polynilpotent, wenn es
eine Kette von n Normalteilern Ni von G gibt,

derart, daß die Faktoren NilNi-, nilpotente Gruppen sind.
Ist E eine endlich erzeugte Untergruppe der lokal k-auflösbaren

Gruppe G, so ist
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1. E k-auflösbar,
2. E ist noethersch nach R. Baer [4] (Zusatz 4, Seite 276),
3. ist hyperzentral nach Satz 9 und folglich nilpotent,
4. E~i-1~/E~t~ sind abelsche, also auch nilpotente Gruppen,

i . =1, ..., 2k.

Daraus folgt, daß für 1=0, ..., 2k, und N2k+ 1=1, E eine
(2k+1)-stufig-polynilpotente Gruppe ist.

G ist dann lokal (2k+ 1)-stufig-polynilpotent mit endlichem und
festem k, und G genügt der Maximalbedingung für Normalteiler. McLain
[21] (Theorem 1, Seite 101) hat bewiesen, daß aus diesen Vorausset-
zungen die Auflösbarkeit von G folgt. Aus der Maximalbedingung für
Normalteiler folgt die Auflösbarkeit endlicher Stufe und nach P. Hall
[15] die endliche Erzeugbarkeit von G. Damit ist der Satz bewiesen.

Mit einer stärkeren Voraussetzung kann man die k-Auflösbarkeit
(k beliebig) und endliche Erzeugbarkeit einer Gruppe G mit Maximal-
bedingung für Normalteiler zeigen.

SATZ 18. Sei G eine Gruppe, die der Maximalbedingung für
Normalteiler genügt, und in der abzählbar viele Elemente eine auf-
lösbare Untergruppe erzeugen. Dann ist G auflösbar endlicher Stufe
und endlich erzeugt.

BEWEIS. Für jedes n ist die Faktorgruppe eine auflösbare

Gruppe mit Maximalbedingung für Normalteiler, nach P. Hall [15]
also endlich erzeugt. Sei En ein Repräsentantensystem eines endlichen

Erzeugendensystems von in S = G/D, wobei D der Durchschnitt
aller Kommutatoruntergruppen mit endlichem n ist: D== n G(n).
En ist endlich und somit ist E = U En eine abzählbare Untermenge von
S. Da sich die Voraussetzung auf epimorphe Bilder vererbt, ist F=fE1 }
auflösbar. Weiter ist und für jedes natürliche n.

Man zeigt jetzt, daß S auflösbar ist. F besitzt nach Voraussetzung einen
abelschen Normalteiler N, N ~ 1. Für jedes n ist dann Ns(n) ein Normal-
teiler von Dann ist aber auch M = n Ns(n) ein Normalteiler
von S und N ist in M enthalten. M liegt für jedes n in NS (n) , also

liegt M’ für jedes n in (NS~n~)’. Seien as und bt zwei Elemente aus

Ns(n), das heißt a, b aus N und s, t aus S(n) . Es gilt dann
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aber es ist

Folglich liegt in für jedes n. Dann
liegt M’ in fl S~n~ =1, also ist M ein abelscher Normalteiler von S.

So fährt man fort und erhält eine aufsteigende Reihe von Normal-
teilern von S mit abelschen Faktoren, die wegen der Maximalbedingung
für Normalteiler nach endlich vielen Schritten abbrechen muß. S ist also
auflösbar endlicher Stufe, S~m~=1, beziehungsweise n G(n).
Insbesondere ist das heißt G(m)=G( m+1)

Angenommen G~m~ ~ 1.
Aus den Sätzen von P. Hall [15] ergibt sich, daß GIG(rn) endlich

erzeugt ist. Sei K maximal unter den echt in G(-) enthaltenen Normal-
teilern von G; dann ist G(m) I K nach Hilfssatz 12 endlich erzeugt. Also
ist G/K endlich erzeugt und daher nach Voraussetzung auflösbar. Dann
ist aber abelsch, was der Annahme widerspricht.
Also gibt es kein solches K, d.h. G(m) = 1.

Die endliche Erzeugbarkeit von G ergibt sich aus den Sätzen von
P. Hall [15].

KOROLLAR 19. Erzeugen abzählbar viele Elemente der Gruppe G
eine k-auflösbare Untergruppe von G (k beliebig). dann sind äquivalent:

i) G ist endlich erzeugbar
ii) G genügt der Maxilnalbedingung für Normalteiler
iii) G ist noethersch.

Ein dem Satz 17 ähnliches Resultat erhält man für die Minimal-

bedingung für Untergruppen bzw. für Normalteiler:

SATZ 20. Sei G eine lokal k-auflösbare Gruppe, k endlich, oder
sei G N0-auflösbar. Dann sind die folgenden Bedingungen äquivalent:

i) G genügt der Minimalbedingung für Normalteiler
ii) G genügt der Minimalbedingung für Untergruppen
iii) G ist extremal, d.h., G ist eine endliche Erweiterung einer

vollständigen abelschen, der Minimalbedingung für Untergruppen genü-
genden Gruppe
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iv) G ist eine endliche Erweiterung eines direkten Produktes

einer endlichen Zahl von Gruppen vom Typ (poo) (oder G ist eine

Cernikov-Gruppe).
Die Äquivalenz der Bedingungen i) und ii) folgert man aus einem

Ergebnis von D. H. McLain [21] (Theorem 3, Seite 105) für den Fall
der lokalen k-Auflösbarkeit von G. Ist G N0-auflösbar, so ist diese

Äquivalenz in einem Satz von B. S. Carin [11] (Theorem 3, Seite 305)
enthalten. Nach S. N. Cernikov [12] (Folgerung 2.2, Seite 22) folgt
die Äquivalenz von ii) und iii) schon für Gruppen, die lokal auflösbar
endlicher Stufe sind. Lokal k-auflösbare und ebenso No-auflösbare

Gruppen sind aber lokal noethersch und demzufolge lokal auflösbar

endlicher Stufe. Für die Folgerung von iv) aus iii) und umgekehrt siehe
etwa A. G. Kurosh [20] (§ 53, Seite 156).

FOLGERUNG A. Ist G eine lokal k-auflösbare Gruppe, k endlich,
und genügt G einer der Bedingungen i) - iv) aus Satz 20, so ist G

auflösbar endlicher Stufe, k-auflösbar und lokal endlich.

Beweis der k-Auflösbarkeit: G ist nach den Voraussetzungen eine
Cemikov-Gruppe und lokal noethersch und lokal Q(k), d.h. jeder
Hauptfaktor einer endlich erzeugten Untergruppe ist abelsch, periodisch
und von endlichem Rang k. Nach McLain [21] (Lemma 7, Seite 104)
genügt G der Bedingung Q(k), sodaß wegen der Minimalbedingung für
Normalteiler jedes epimorphe Bild einen endlichen abelschen Normal-
teiler enthält. Daher folgt aus der lokalen k-Auflösbarkeit die k-Auf lös-
barkeit für die ganze Gruppe G.

FOLGERUNG B. Ist G eine No-auflösbare Gruppe, die einer der

Bedingungen i) - iv) aus Satz 20 genügt, so ist G auflösbar endlicher
Stufe, k-auflösbar für ein endliches k und lokal endlich.

Beweis der k-Auflösbarkeit, k endlich: G ist eine Cemikov-Gruppe
und nach McLain [21] (Theorem 3, Seite 105) lokal Q(k) für ein
endliches k. Wegen der Minimalbedingung für Untergruppen ist eine

endlich erzeugte Untergruppe k-auflösbar, G also lokal k-auflösbar. Wie
oben oder direkt aus der N0-Auflösbarkeit folgt die k-Auflösbarkeit.

Gruppen von endlichem abelschen Untergruppenrang.

BEZEICHNUNGEN. Die zur Eigenschaft « k-auflösbar » gehörige Radi-



166

kalfunktion )1 werde mit )1k bezeichnet, die zur (nil-k)-k-Auflösbarkeit
gehörige mit )1k", k .

HILS SATZ 21. Ist B eine lokal k-auflösbare Gruppe, 1 und

hyperzentral, torsionsfrei und von endlichem Rang, und ist

dann ist auch )2kB2B(n).

BEWEIS. Sei S die Menge aller Normalteiler A von B, die von 1

verschieden und in 3B~n~ enthalten sind und eine torsionsfreie oder

triviale Faktorgruppe 3B (n) /A haben. S ist nicht leer, da 3B~n~ selbst in
S liegt. 3B~n~ ist von endlichem Rang, also sind alle Gruppen in der

Menge S von endlichem Rang, und folglich existiert unter ihnen ein

Normalteiler M von B von minimalem Rang.
Eine Untergruppe A von 3B In) heißt x-zulässig, x aus B, wenn eine

natürliche Zahl m existiert derart, daß m unabhängige Elemente in A
existieren, je m + 1 Elemente abhängig sind, jedes Element aus A in

einem endlich erzeugbaren Normalteiler N von { B’, xl } mit torsionsfreier
Faktorgruppe A/N liegt, und jedes ..., am } mit unabhängigen
ai aus A und A/Am torsionsfrei normal in { B’, x } ist.

BEHAUPTUNG 1. Jeder Normalteiler N von B, enthält
eine Untergruppe Z, die x-zulässig ist.

BEWEIS. Nach Voraussetzung ist )2 kB’;2B(n), also enthält B’
einen k-abelschen Normalteiler K, der in N enthalten ist. { K, x } ist

endlich erzeugbar und k-auflösbar, also ist { K, x } noethersch nach
R. Baer [4] (Zusatz 4, Seite 276). Sei Als Untergrup,pe von
{ K, x } ist R ein endlich erzeugbarer und als Untergruppe von 3B In)
ein abelscher Normalteiler von (B’, x }. ,{ B’, xl } induziert in R eine

noethersche Automorphismengruppe { B’, x } /CR, wobei CR der Zentrali-
sator von R in (B’, x 1 ist, siehe R. Baer [3] (Satz 2 oder Hauptsatz
3, Seite 171-172). Folglich existiert eine endlich erzeugbare Untergruppe
D mit { B’ x } = DCR und R C D. D ist k-auf~lösbar und enthält in seinem
Normalteiler R einen k-abelschen Normalteiler Z, Z ~ 1. Z wird nor-
malisiert von D und zentralisiert von CR, also ist Z ein k-abelscher
Normalteiler von { B’, x } . Z ist aber trivialerweise für ein m  k -I-1
eine x-zulässige Untergruppe von N.

BEHAUPTUNG 2. Ist A x-zulässig, A*/A die Torsionsuntergruppe
von 3B (n) /A, so ist A* ebenfalls x-zulässig.
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BEWEIS. Die Ränge m von A und AF sind gleich, da schon in
A m unabhängige Elemente existerien und m + 1 Elemente aus A* abhän-
gig sind, da jeweils gewisse Potenzen von ihnen in A liegen und dort
abhängig sind, also auch schon in A*.

Ist a ein Element aus A*, so existiert ein n mit an in A. In A

existiert ein endlich erzeugbarer Normalteiler N mit an in N. Die

Torsionsuntergruppe D/N von A’~/N ist aber endlich erzeugbar, weiter
liegt a in D und D ist normal in { B’, x }, da für ein d aus D/N auch
d’’ mit y in { B’, x 1 ein Torsionselement in D/N ist.

Sei ..., am } mit unabhängigen ai aus A* und A*/A*m
torsionsfrei. Es existieren dann natürliche Zahlen ni derart, daß jedes
a?&#x3E; i in A liegt und A/Am , wobei Am= { aii, ..., } ist, torsionsfrei ist.

Die anz sind unabhängig, denn sonst wären schon die ai abhängig
gewesen. Folglich ist Am normal in (B’, x } . Ist y ein Element aus

{ B’, x }, dann liegt ai’’ in A*m , denn liegt in Am . A*m ist
ein Normalteiler von (B’, x } .

Sei T die Menge aller von 1 verschiedenen x-zulässigen Unter-

gruppen A von M mit torsionsfreier Faktorgruppe 3B (n)IA . Nach

Behauptung 1 enthält M eine x-zulässige Untergruppe U, und nach
Behauptung 2 ist U so erweiterbar, daß torsionsfrei ist. Also
ist die Menge T nicht leer.

BEHAUPTUNG 3. Ist A x-zulässig, so ist auch AB x-zulässig.
BEWEIS. Als Untergruppe von 3B (n) hat AB einen endlichen Rang

m derart, daß m unabhängige Elemente existieren und Elemente
abhängig sind.

h

Ist d ein Element aus AB, so ist d = TI all ein Produkt endlich
7=1

vieler konjugierter Elemente der ai aus A mit yi aus B. Jedes aj

( j =1, ..., h) liegt in einem endlich erzeugbaren Normalteiler A; von
{ B’, x) } mit torsionsfreier Faktorgruppe, also liegt auch jedes a;~ in einem
endlich erzeugbaren Normalteiler (denn BIB’ ist abelsch) von
{ B’, x } mit torsionsfreier Faktorgruppe. Als endliches Produkt liegt nun
auch d in einem endlich erzeugbaren Normalteiler von (B’, x } mit

torsionsfreier Faktorgruppe.
Sei ..., dm }, di, ..., dm unabhängig und AB/Dm torsions-

frei. Es ist zu zeigen, daß Dm normal in (B’, x 1 ist. Jedes di ist in

einem endlich erzeugbaren Normalteiler mit torsionsfreier Faktorgruppe



168

enthalten, also auch ganz Dm . Dieser Normalteiler E ist aber wegen
des Ranges m schon von m’:5m Elementen erzeugbar, jedoch existieren
m unabhängige Elemente, nämlich dl , ..., dm , woraus man m’ = m
folgert. Das heißt aber, daß D~ normal in { B’, x 1 ist.

Die Ränge der Gruppen in der nicht leeren Menge T sind nach
oben begrenzt durch den endlichen Rang von 3B (n) und also auch durch
den von M. So existiert in T eine x-zulässige Untergruppe X von
maximalem Rang. Es ist Nach Behauptung 3 ist X»
ebenfalls x-zulässig und nach Behauptung 2 existiert eine x-zulässige
Untergruppe V mit X’cVc:3B (n) und 3B(n) IV torsionsfrei. Dann ist

Mn V x-zulässig, torsionsfrei, und folglich liegt MnV in
der Menge T. Aus XCXBCMnV folgert man die Gleichheit der Ränge
von MnV und X (X war von maximalem Rang in T) und aus der
Torsionsfreiheit von (MnV)/X weiter die Identität X=MnV. Wegen

ist die Untergruppe also normal in B. Nach Definition
der Menge S liegt X in S. M war aber von minimalem Rang und

folglich sind die Ränge gleich: r(M) = r(X). 
ist wieder torsionsfrei, also ist X=M.

Nach dem Bewiesenen ist M (M ~ 1 ) x-zulässig für alle x aus B,
das heißt, jede von m unabhängigen Elementen erzeugte Untergruppe
N mit M/N torsionsfrei ist normal in B. Nach einem wiederholt ange-
wendeten Schluß folgert man aus der Existenz eines endlich erzeugbaren
abelschen Normalteilers E ~ 1 mit Hilfe der Tatsache, daß B/CE
noethersch ist, und der lokalen k-Auflösbarkeit die Existenz eines k-

abelschen Normalteilers Kol. Folglich ist und der Hilfssatz
ist bewiesen .

SATZ 22. Ist G eine lokal k-auflösbare Gruppe von endlichem
abelschen Untergruppenrang (k endlich), so enthält das Radikal gkG
die 2k-te Kommutatoruntergruppe G(2k).

BEWEIS. Aus der lokalen k-Auflösbarkeit folgt nach Hilfssatz 12
und Satz 9 die lokale Hyperzentralität von G (2k); und nach Satz 6 ist

G (2k) hyperzentral und von endlichem abelschen Rang.
Angenommen, G(2k) läge nicht vollständig in dann wäre

für und H enthielte keinen k-abelschen Normal-
teiler ungleich 1 nach Definition des Radikals Diese Annahme
wird im folgenden zum Widerspruch geführt .
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ist als epimorphes Bild von hyperzentral und von endli-
chem abelschen Untergruppenrang, insbesondere ist das Zentrum

~(2~)~~ elementar-abelsche Untergruppen von sind endlich,
und torsionsfreie Untergruppen von haben endlichen Rang.

1. FALL. enthält Elemente endlicher Ordnung.
In diesem Fall enthält mindestens ein Element b einer

Primzahlordnung p, und ist eine elementar-abelsche Unter-

gruppe der in H charakteristischen Untergruppe 3H(2k) . Also ist X ein
endlicher abelscher Normalteiler von H. Ist CX der Zentralisator von
X in H, so ist CX normal in H, und H/CX ist als Automorphismen-
gruppe von X ebenfalls endlich. Folglich existiert in H eine endlich

erzeugte Untergruppe F mit X in F und H = FCX. Nach Voraussetzung ist F
k-auflösbar, und da X normal in F ist, besitzt F nach Lemma 3 einen
k-abelschen Normalteiler Kol, der in X liegt. K wird also von CX
zentralisiert und von F normalisiert, ist demzufolge ein k-abelscher
Normalteiler von H. Dies ist der gesuchte Widerspruch zu der eingangs
gemachten Annahme.

2. FALL. 3H (2k) ist torsionsfrei.

Als torsionsfreie abelsche Untergruppe der Gruppe H~2k) von endli-
chem abelschen Untergruppenrang hat 3H (2k) einen endlichen Rang.
Mit Hilfe der vollständingen Induktion läßt sich nun zeigen, daß

ist.

Induktionsverankerung: Sei n =1, dann ist B lokal

k-auflösbar, B’ ist hyperzentral, 3B’ = 3Hc2k) ~ 1 ist torsionsfrei und von
endlichem Rang. Anwendung des Hilfssatzes 21 zeigt nunmehr:

Induktionsschluß von m -1 auf m:
Sei B==H(2k-m), n=m, dann ist B lokal k-auflösbar, B(m)=H (2k) ist

hyperzentral, ist torsionsfrei und von endlichem Rang. Nach
Induktionsannahme ist weiter

Der Hilfssatz 21 besagt, daß
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gilt.
Für m = 2k hat man jetzt schließlich das Ergebnis, daß die

Kommutatorgruppe H(2k) enthält, mit anderen Worten: 
enthält einen k-abelschen Normalteiler K, K ~ 1, ein Widerspruch zu
der anfangs gemachten Annahme.

Also enthält das Radikal pkG die 2k-te Kommutatoruntergruppe
~(2k) .

KOROLLAR 23. jede charakteristische k-auflösbare Untergruppe U
der Gruppe G, G von endlichem abelschen Untergruppenrang, liegt in
einer maximalen charakteristischen Untergruppe A von G, wobei das
Radikal die 2k-te Kommutatorgruppe enthält.

BEWEIS. Nach dem Maximumprinzip liegt U in einer maximalen
charakteristischen lokal k-auflösbaren Untergruppe A von G, und nach
Satz 22 ist 

Ein besseres Resultat als das des Satzes 22 läßt sich für (nil-k)-
k-auflösbare Gruppen (k endlich) angeben:

SATZ 24. Ist G eine Gruppe von endlichem abelschen Untergrup-
penrang, so ist G dann und nur dann (nil-k)-k-auflösbar, wenn G lokal
(nil-k)-k-auflösbar ist (k endlich).

BEWEIS. Aus der lokalen (nil-k)-k-Auflösbarkeit folgt nach Satz
6, daß das .k-te Glied k G der absteigenden Zentrenkette hyperzentral
und von endlichem abelschen Rang ist.

Wie im Beweis zu Satz 22 zeigt man die Existenz eines k-abelschen
Normalteilers N961 für jedes epimorphe Bild H von G im Zentrum
3(i-H). Die in N induzierte Automorphismengruppe ist natürlich nilpotent
der Klasse k. Folglich liegt kG im Radikal k)G. Da G/iG nilpotent
ist, also insbesondere (nil-k)-k-auflösbar, folgt die (nil-k)-k-Auflösbarkeit
von G.

KOROLLAR 25. Jede charakteristische (nil-k)-k-auflösbare Unter-

gruppe der Gruppe G von endlichem abelschen Untergruppenrang (k
endlich), liegt in einer maximalen charakteristischen (nil-k)-k-auflösbaren
Untergruppe von G.
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BEWEIS. Nach dem Maximumprinzip existiert wieder eine maxi-

male charakteristische lokal (nil-k)-k-auflösbare Untergruppe von G, die
nach Satz 24 (nil-k)-k-auflösbar ist.

Aus Satz 22 kann man für endliche k noch eine Folgerung ziehen.
Ob sie für unendliche k gilt, ist noch offen:

SATZ 26. Die Gruppe G ist dann und nur dann noethersch und
k-auflösbar (k endlich), wenn sie lokal k-auflösbar ist und ihre abelschen
Untergruppen endlich erzeugbar sind.

BEWEIS. Sind alle abelschen Untergruppen von G endlich erzeug-
bar, so ist G insbesondere von endlichem abelschen Untergruppenrang.
Nach Satz 2 ist l1kG’2 G(2k), also ist G schlechthin auflösbar. Als

auflösbare Gruppe mit endlich erzeugbaren abelschen Untergruppen ist
G nach R. Baer [3] (Hauptsatz 4, Seite 173) eine noethersche Gruppe,
also auch k-auflösbar.

KOROLLAR 27. Die Gruppe G ist dann und nur noethersch und
(nil-k)-k-auflösbar (k endlich), wenn sie lokal ~(nil-k)-k-au f lösbar ist und
ihre abelschen Untergruppen endlich erzeugbar sind.

BEWEIS. Wie im Beweis zum letzten Satz folgert man, daß die
Gruppe G auflösbar, dann auch noethersch und (nil-k)-k-auflösbar ist.

§ 6. Produkte k-auf lösbarer Normalteiler,.

LEMMA 28. Ist A ein k-auflösbarer und B ein hyperzentraler
Normalteiler der Gruppe G=AB, so ist G k-auflösbar.

BEWEIS. Sei H ein epimorphes Bild von G und H # 1. Es existieren
dann Normalteiler L und M von H mit H= LM, L k-auflösbar und M

hyperzentral. Sei M und somit 3M verschieden von 1, denn sonst ist

H=L schon k-auflösbar.

FALL 1. 3MnL =1. 3M wird zentralisiert von L und somit von

ganz H = LM. Jede k-abelsche Untergruppe von 3M ist dann ein

k-abelscher Normalteiler von H.

FALL 2. 3MnL = N ~ 1. N wird zentralisiert von M und nor-

malisiert von der k-auflösbaren Gruppe L, folglich liegt in N ein k-

abelscher Normalteiler K ~ 1 von L nach Lemma 3. K wird zentralisiert
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von M, normalisiert von L und ist also ein k-abelscher Normalteiler
verschieden von 1 von H.

H hat in allen Fällen einen k-abelschen Normalteiler und somit

ist die k-Auflösbarkeit von G bewiesen.

SATZ 29. Ist A ein k-auflösbarer und B ein h-auflösbarer Normal-
teiler der Gruppe G =AB, und sind k und h endlich, so ist die Gruppe
G N«auflösbar.

BEWEIS. Nach Satz 9 sind die Kommutatoruntergruppen 
und B~2h~ hyperzentral. Als charakteristische Untergruppen der Normal-
teiler A bzw. B sind A (2k) und B(2h) Normalteiler von G, und somit ist

C=A(2k)B(2h) ein hyperzentraler Normalteiler von G. Man sieht weiterhin
ein, daß die Faktorgruppe G/C auflösbar endlicher Stufe ist.

Sei H = G/K ~ 1 ein epimorphes Bild der Gruppe G. H ist darstell-
bar als Produkt eines k-auflösbaren Normalteilers V und eines h-auflösba-
ren Normalteilers W von H : H= VW.

Ist R = CK/K ~ 1, so ist R hyperzentral und 3R ~ 1 ein abelscher
Normalteiler von H. Nach Lemma 28 sind L = VR und M = WR k-

bzw. h-auflösbare Normalteiler von H=LM. Der Durchschnitt LnM
enthält einen abelschen Normalteiler in dem H eine auflös-
bare Automorphismengruppe endlicher Stufe induziert, denn H/R ist
auflösbar endlicher Stufe.

Ist R=CK/K=1, so ist H selbst auflösbar endlicher Stufe:

H~n~=1, Dann sind wieder L = VH (n - 1) und M=WH(n-1)
k- bzw. h-auflösbar, und der Durchschnitt LnM enthält wieder einen
abelschen Normalteiler D ~ 1.

In jedem Fall ist also D nicht-trivial, abelsch, H=LM,
und H induziert in D eine auflösbare Automorphismengruppe Z endlicher
Stufe m.

L enthält nach Lemma 3 einen k-abelschen Normalteiler N ~ 1,
der in dem Normalteiler D enthalten ist. Ist P der normale Abschluß
von N unter H, so gilt

und P ist ein abelscher Normalteiler von H. Induziert M die Automor-
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phismengruppe Y in P, so ist P= n N. X sei die von L in D induzierte
Automorphismengruppe. 

’’

Da z(m-l) abelsch ist, sieht man leicht ein, daß jedes NY mit y
aus invariant unter ist, denn für x aus 

gilt: 
Mit Hilfe vollständiger Induktion zeigt man, daß jedes N’’ mit

y aus Y normal in L ist, denn Z ist auflösbar endlicher Stufe:
Annahme. Jedes Ny mit y aus ist invariant unter

XnZ(m-n).
Sei y aus ynZt’n-n-’) und x aus Es ist dann

[y-1, liegt in X und in also ist

x~ = N und 

Jedes Element aus P liegt in einem Produkt endlich vieler NYi,

liegt also in einem endlich erzeugten abelschen Normalteiler von L.

Als Normalteiler von M enthält P einen h-abelschen Normalteiler 
Die h Erzeugenden liegen also in einem endlich erzeugbaren Normalteiler

t

T = II NYj von L, das heißt S = und S ist endlich erzeugbar
1=1 xex 

-

und abelsch. Wie oben zeigt man, daß jedes Qx normal in M ist.

Folglich ist S normal in M und L und somit in H. Damit ist der Satz
bewiesen.

Durch mehrmalige Anwendung des Satzes ergibt sich das folgende
Korollar:

KOROLLAR 30. Sind Ai ki-auflösbare Normalteiler von G für
n

i =1, ..., n und G = II At , und sind alle ki endlich, so ist G 
i=’

Da sich die Sätze 22 und 29 noch allgemeiner aufstellen lassen,
leiten wir den Satz ab:

SATZ 31. Ist G das Produkt der ki-au f lösbaren Normalteiler Ai ,
i aus der Indexmenge I, ki beliebig, ist eine Kommutatorgruppe G(n)
hyperzentral und G von endlichem abelschen Untergruppenrang, so

enthält das Radikal )2No(G) die Kommutatorgruppe G(n).

BEWEIS. Endlich viele Elemente liegen in einem Produkt P endlich
vieler Mit der Methode des Beweises zu Satz 29 zeigt, man, daß
P No-auflösbar ist, indem man die Hyperzentralität von ausnutzt. G
ist folglich lokal xo-auflösbar.
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Satz 22 gilt nur für lokal k-auflösbare Gruppen mit endlichem k, aber
der Beweis führt zu einem gleichem Ergebnis für beliebiges k, wenn
man die Hyperzentralität von G~"~ in die Voraussetzung aufnimmt.
Daraus folgt die Behauptung des Satzes.
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