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k-AUFLOSBARE GRUPPEN

SIEGMAR STOPPLER ¥)

Einleitung.

Wihrend in der Theorie der endlichen auflosbaren Gruppen groBe
Fortschritte erzielt worden sind, sind die Kenntnisse der unendlichen
auflosbaren Gruppen, das heiit, der Gruppen mit einer (transfinit) auf-
steigenden Reihe von Normalteilern mit abelschen Faktoren, wesentlich
geringer. Aufldosbare Gruppen, in denen diese Faktoren endlich erzeugt
sind, bilden den Gegenstand dieser Arbeit. Ist der Erzeugendenrang der
Faktoren insgesamt beschrankt durch eine natiirliche Zahl k, bezw. un-
beschrinkt, aber endlich, so heift die Gruppe k-auflosbar, k endlich
bezw. k=1%o .

Ziel dieser Arbeit ist es, charakteristische Eigenschaften dieser Grup-
penklasse abzuleiten und Kriterien fiir die k-Auflosbarkeit, fiir die k-
Auflosbarkeit und Maximalbedingung fiir Untergruppen oder k-Auf-
16sbarkeit und Minimalbedingung fiir Untergruppen zu gewinnen.

Da die k-Auflosbarkeit eine Verallgemeinerung der Uberaufldsbar-
keit darstellt, wird es interessant sein, wie weit sich die bekannten Sitze
fiir iberauflosbare Guppen aus denen iiber k-auflosbare Gruppen her-
auslesen lassen. Um die Analogie moglichst weit zu treiben, werden
(nil-k)-k-auflosbare Gruppen definiert, das sind Gruppen G, in denen
jedes epimorphe Bild Hs1 von G einen von h<k-+1 Elementen
erzeugten abelschen Normalteiler N> 1 besitzt, in dem G eine nilpotente
Automorphismengruppe der Klasse k induziert. Uberauflosbare Gruppen
sind also sowohl 1-auflésbare wie (nil-1)-1-auflosbare Gruppen. Verschie-

*) Indirizzo dell’A.: NordendstraBe 61, 6 Frankfurt am Main (Germania).
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dene Eigenschaften der (nil-k)-k-aufldsbaren Gruppen wurden schon
diskutiert, siche etwa R. Baer [8]. Die Ergebnisse werden sich in dieser
Arbeit meist als Korollare ergeben und konnen zur Kontrolle der Schérfe
der Siétze iiber die k-auflosbaren Gruppen dienen. An ihnen ist der
groBe EinfluB der Eigenschaften der in den Normalteilern induzierten
Automorphismengruppen abzulesen.

In § 3 werden beide Gruppenklassen in die umfassendere Klasse
der 0-f-radikalen Gruppen eingefiigt, das sind Gruppen, in denen jedes
epimorphe Bild H>1 einen 0-Normalteiler besitzt, in dem G eine
f-Gruppe von Automorphismen induziert. Dadurch ist man in der Lage,
einige allgemeine Lemmata abzuleiten, fiir die die spezifischen Eigen-
schaften der k-auflosbaren oder (nil-k)-k-auflosbaren Gruppen nicht
bendtigt werden. Einige Ergebnisse finden sich schon in R. Baer [8],
sodaB diese libernommen werden konnen. Lemma 4 sagt aus, daB die
charakteristische Untergruppe {'G, fG=NX(XAG, G/Xef), in allen
diesen Gruppen hyperzentral ist. Fiir die Beweismethoden ist dies von
groBer Wichtigkeit, denn 0-f-radikale Gruppen sind dann Erweiterungen
von hyperzentralen Gruppen durch Gruppen, die fiir gewisse  sogar
f-Gruppen sind.

k-auflosbare Gruppen sind der Gegenstand des § 4. Nach Satz 7
hat jedes epimorphe Bild H1 einer k-auflosbaren Gruppe eine cha-
rakteristische abelsche Untergruppe As=1. Satz 8 verallgemeinert den
Satz, daB maximale Untergruppen iiberauflésbarer Gruppen Primzahlin-
dex haben, dahin, da maximale Untergruppen k-auflosbarer Gruppen
Primzahlpotenzindex p?, a<k+1, haben.

Satz 9 ergibt fiir k-auflosbare Gruppen G die Hyperzentralitidt von
G also sind k-auflosbare Gruppen Erweiterungen von hyperzentralen
Gruppen durch auflésbare Gruppen der Stufe hochstens 2k, wenn k
endlich ist. (nil-k)-k-auflésbare Gruppen sind Erweiterungen von hyper-
zentralen Gruppen durch nilpotente Gruppen der Klasse k, wenn k
endlich ist. Diese Tatsache erweist sich bei einigen Induktionsbeweisen
als niitzlich.

Unter Zusatzvoraussetzungen erhélt man diese Resultate schon, wenn
je 2%4+1 (bzw. k+2) Elemente eine k-auflosbare (bzw. (nil-k)-
k-auflosbare) Untergruppe erzeugen (Satz 14 und Satz 15).

In § 5 werden lokal k-auflosbare Gruppen betrachtet. Die Aqui-
valenz der Maximalbedingung fiir Untergruppen und der endlichen
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Erzeugtheit ist in diesem Fall bekannt. Satz 17 gibt an, daB fiir endli-
che k beide Bedingungen aus der Maximalbedingung fiir Normalteiler
folgen, wihrend der Satz falsch wird fiir k= . Dann gilt diese Fol-
gerung nur noch, wenn abzdhlbar viele Elemente eine ®o-auflosbare
Untergruppe erzeugen. Satz 18 zeigt sogar, daB aus der Maximalbedin-
gung fiir Normalteiler die endliche Erzeugtheit und die Auflosbarkeit
endlicher Stufe folgen, wenn abzihlbar viele Elemente eine auflosbare
Untergruppe erzeugen. Dieser Satz hat auch von den k-auflosbaren
Gruppen unabhingige Bedeutung.

Geniigt die Gruppe G der Minimalbedingung fiir Normalteiler und
ist sie lokal k-auflosbar fiir ein endliches k oder ®o-auflGsbar, so geniigt
sie auch der Minimalbedingung fiir Untergruppen. Satz 20 gibt weiter
an, daB beide Minimalbedingungen &quivalent zur Extremalitdt sind.
Cernikov nennt eine Gruppe extremal, wenn sie eine endliche Erweiterung
einer vollstdndigen abelschen, der Minimalbedingung fiir Untergruppen
geniigenden Gruppe ist.

Das Endglied einer aufsteigenden Reihe von Normalteilern mit
k-abelschen Faktoren heiBt das Radikal 9:G. Satz 5 in § 3 gibt die
wesentlichen Eigenschaften eines allgemeineren Radikals an. Betrachtet
man nun lokal k-auflosbare Gruppen, k endlich, von endlichem abelschen
Untergruppenrang (zur Definition siche § 2), so kann man zeigen, daB
G“ im Radikal Y:G liegt. Unter der gleichen Voraussetzung erhilt
man aus der lokalen (nil-k)-k-Auflosbarkeit die (nil-k)-k-Auflosbarkeit
der ganzen Gruppe.

Als Folgerung aus diesen Ergebnissen kann man den Satz 26 be-
trachten: die Gruppe G ist dann und nur dann noethersch und k-auf-
16sbar (k endlich), wenn sie lokal k-auflosbar ist, und ihre abelschen
Untergruppen endlich erzeugt sind. Satz 26 ist verwandt mit dem be-
kannten Ergebnis von Mal’cev und dessen Verallgemeinerungen von
R. Baer.

Produkte von hyperzentralen Normalteilern mit k-auflésbaren Nor-
malteilern sind wieder k-auflosbar (Lemma 28), wihrend Produkte
endlich vieler k-auflosbarer Normalteiler im allgemeinen nur wieder
Re-auflosbar sind (Satz 29 und Korollar 30).
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§ 1. Bezeichnungen und Definitionen.

a=x"lax

[a, b]=a"'b'ab

[A, B]=Erzeugnis aller [a, b], mit a aus A und b aus B
G9=G, G®=[G"-Y, G"V], n=1, 2, ..

G=G, .G=[G, .-/G], n=1, 2, ...

[x®, yl=y, [x®, yl1=[x, [x"°", y11, n=1, 2, ..
nU =Normalisator der Untergruppe U von G in G
CV =Zentralisator der Untermenge V von G in G
3G =Zentrum von G

NcM: N ist echt in M enthalten

NAM : N ist ein Normalteiler von M
(G)=Ordnung der Gruppe G, falls G endlich ist
(G : U)=Index der Untergruppe U in G

Eine Gruppe G heiBt auflosbar, wenn jedes epimorphe Bild
H, H1, von G einen abelschen Normalteiler N1 enthdlt. G hat dann
eine aufsteigende Reihe von Normalteilern von G mit abelschen Fakto-
ren; man sagt, G habe eine aufsteigende auflésbare Reihe. Erreicht diese
Reihe in endlich vielen Schritten G, so heiBt G auflosbar endlicher Stufe.
Das ist bekanntlich gleichwertig mit der Existenz einer natiirlichen
Zahl n mit G™=1, wobei G™ die n-te Kommutatorgruppeist. Die Stufe
der Auflosbarkeit ist n, falls G™ =1, aber G"~V3«1 falls G=1.

Eine Gruppe G heit hyperzentral, wenn das Zentrum 3H ver-
schieden von 1 ist fiir jedes epimorphe Bild H>1 von G. G hat dann
eine aufsteigende Zentralreihe. Endet sie nach endlich vielen Schritten
mit G, so heilt G nilpotent order auch nilpotent endlicher Klasse. G ist
nilpotent der Klasse ¢, wenn .G=1 ist. Die charakteristische Untergrup-
pe .G heiBit das n-te Glied der absteigenden Zentrenkette.

Eine Gruppe G heiBit von endlichem Rang, wenn eine natiirliche
Zahl n existiert, derart daB jede endlich erzeugte Untergruppe von G
sich schon von héchstens n Elementen erzeugen l4Bt.
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In einer abelschen Gruppe A bildet fiir jede Primzahl p die Ge-
samtheit der Elemente, deren Ordnung eine Potenz von p ist, eine
charakteristische Untergruppe, die sogenannte p-Komponente. Das Pro-
dukt aller p-Komponenten ist die Torsionsuntergruppe tA von A. Die
Faktorgruppe A/tA ist dann torsionsfrei und heiBt die 0-Komponente
von A.

Eine Gruppe G heiBt von endlichem abelschen Untergruppenrang,
wenn jede abelsche Untergruppe A von G der Bedingung geniigt, daB
jede Komponente von A endlichen Rang hat. Eine Gruppe G heiit von
endlichem abelschen Rang, wenn jedes epimorphe Bild von G von
endlichem abelschen Untergruppenrang ist.

Eine Gruppe G heilit lokal ¢, fiir eine gruppentheoretische Eigen-
scaft €, wenn jede endlich erzeugte Untergruppe von G die Eigenschaft
€ hat.

§ 2. Spezialisierung der auflésbaren Gruppen.

DEerFINITION. Die abelsche Gruppe A heiBit k-abelsch, wenn sie von
r<k-+1 Elementen erzeugt werden kann. Dabei kann k eine natiirliche
Zahl oder unendlich sein.

DEefFINITION. Eine Menge von Elementen a; in einer abelschen
Gruppe A heiBt unabhingig, wenn die Gleichung g =1 fiir ein end-
liches Produkt Ilg/ mit ganzen Zahlen n; nur dann bestehen kann,
wenn ;%=1 fir alle i gilt.

DEeFinITION. Eine Menge von Elementen a; aus A heiBBt eine Basis
von A, wenn sie unabhingig ist und A erzeugt.

Eine k-abelsche Gruppe A wird nach obiger Definition von einer
endlichen Zahl r<k+1 von Elementen erzeugt und hat also nach
M. Hall [14] (Theorem 3.2.2, Seite 37), eine Basis von hdochstens r
Elementen. Das heifit aber, dall A eine direktes Produkt von hochstens
zyklischen Gruppen ist.

Enthédlt A Elemente endlicher Ordnung verschieden von 1, so
enthélt A mindestens ein Element ungleich 1 von Primzahlordnung p.
Die Gesamtheit der Elemente der Ordnung p bildet eine charakteristische,
elementar-abelsche Untergruppe B, denn jeder Automorphismus der

10
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abelschen Gruppe A bildet p-Elemente auf p-Elemente ab, und B hat
die Ordnung p*, s<r. Jede Untergruppe C von B hat natiirlich eine
Ordnung p', t<s, also hat C ebenfalls einen Rang nicht groBer als r.
A ist eine freie abelsche Gruppe vom Range r, wenn A keine Ele-
mente endlicher Ordnung enthélt, also torsionsfrei ist, denn dann ist A
ein direktes Produkt von héchstens r unendlichen zyklischen Gruppen.

FoLGERUNG. Ist A1 eine k-abelsche Gruppe, so enthilt A ent-
weder eine charakteristische, elementar-abelsche Untergruppe A, 1 oder
eine charakteristische freie abelsche Untergruppe A;s#1 vom Rang
r<k+1.

DEeFINITION. Die Gruppe G heiBt k-auflosbar, wenn jedes epimor-
phe Bild H=1 von G einen k-abelschen Normalteiler N>=1 enthilt.

DEFINITION. Die Gruppe G heiBt (nil-k)-k-auflésbar, wenn jedes
epimorphe Bild H1 von G einen k-abelschen Normalteiler N>1 be-
sitzt, in dem G eine Automorphismengruppe A induziert, die nilpotent
der Klasse k’<k+1 ist, das heiBt, die Bedingung »A=1 erfiillt.

(k und k sind natiirliche Zahlen oder unendlich).

Diese beiden Gruppenklassen liegen zwischen den aufldsbaren und
den {iiberauflosbaren Gruppen. Genauer gesagt gilt die folgende Be-
ziehung fiir festes k und beliebiges k:

iiberauf- (nil-k)-k- k-auf- N auflosbar
16sbar auflosbar 16sbar

Fiir k=1 fallen jedoch 1-auflosbare, (nil-1)-1-auflosbare und iiberauflos-
bare Gruppen zusammen, denn es existiert dann in jedem epimorphen
Bild H>1 von G ein zyklischer Normalteiler Z>1, und jede Automor-
phismengruppe einer zyklischen Gruppe ist abelsch, also nilpotent der
Klasse 1.

Aus der Definition der k-Auflosbarkeit und der Tatsache, daB fiir
h=<k alle h-abelschen Gruppen natiirlich k-abelsch sind, ist ersichtlich,
daB unter dieser Bedingung h-auflosbare Gruppen ebenfalls k-auflosbar
sind. Das gleiche gilt fiir die (nil-k)-k-Auflosbarkeit, falls zusitzlich die
Beziehung h<Fk erfiillt ist.
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Hat G=1 einen k-abelschen Normalteiler N1, so besitzt G ent-
weder einen elementar-abelschen Normalteiler E der Ordnung p7,
r<k-+1, oder einen freien abelschen Normalteiler F vom Range r,
wie sich aus der Folgerung ergibt; denn charakteristische Untergruppen
des Normalteilers N sind wieder normal in G. Induziert G in N eine
nilpotente Automorphismengruppe der Klasse k’<k-+1, dann auch in
E bzw. in F.

Diese beiden Gruppenklassen lassen sich in eine umfassendere
Klasse einbetten, aus der man sie durch einfache Spezialisation leicht
zuriickerhalten kann. Die Einbettung wird niitzlich sein, denn sie erlaubt
uns, einige Lemmata und Sidtze in entsprechend allgemeiner Form zu
beweisen.

§ 3. O0-f-radikale Gruppen.

f sei eine gruppentheoretische Eigenschaft, die mindestens der tri-
vialen Gruppe, die nur aus der Einheit besteht, zukommt. Zur Abkiir-
zung wird die folgende Schreibweise beniitzt: fG=1, wenn G eine
f-Gruppe ist, d.h., wenn G die Eigenschaft f besitzt.

Die Eigenschaft f erfiille die folgende Bedingung:

F 1: Untergruppen und epimorphe Bilder von f-Gruppen sind
f-Gruppen, d.h. aus tG=1 folgt fU=1 und f(G")=1 fiir Untergrup-
pen U und Homomorphismen * von G.

Die gruppentheoretische Funktion £’ werde durch die folgende
Vorschrift definiert:

fG= NT®N

NAG, f(G/N)=1

Als Folgerung ergibt sich sofort:

F 2: G ist eine eindeutig bestimmte charakteristische Untergrup-
pe von G.
0 sei ebenfalls eine gruppentheoretische Eigenschaft und es gelte:

E: Untergruppen und epimorphe Bilder von 0-Gruppen sind 0-
Gruppen.

Als Verkniipfung der Eigenschaften 6 und f kann man jetzt eine
Normalteiler-Eigenschaft 08¢ definieren:
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DEeFINITION. Der Normalteiler N von G ist ein 0¢-Normalteiler
von G, wenn er eine 0-Gruppe ist und G in ihm eine f-Gruppe von Au-
tomorphismen induziert.

Die Eigenschaft §; erfiillt nun die folgenden Aussagen, auf denen
die Beweise der anschlieBenden Lemmata und Sidtze im wesentlichen
beruhen:

LEmMMA 1. i) Normalteiler der Untergruppe U von G, die in 0¢-Nor-
malteilern von G liegen, sind O¢-Normalteiler von U.

ii) Die Faktorgruppe N/M eines 0¢-Normalteilers N von G nach
einem Normalteiler M von G, MCN, ist ein 8¢ -Normalteiler von G/M.

iii) In der Isomorphiegleichung AB/A=B/(A n B), wobei A und B
Normalteiler von G sind, bleibt die Eigenschaft 0¢ erhalten.

Die einfachen Beweise sind hier entbehrlich, da das Lemma nur der
Vollstédndigkeit wegen aufgefiihrt ist.

Nach diesen Vorbemerkungen ist es moglich, folgende Klasse von
Gruppen zu definieren:

DEFINITION. G sei eine Gruppe, [ und 0 seien Eigenschaften, die
sich auf Untergruppen und epimorphe Bilder vererben (F1 bzw. E). G
heiBt 0-f-radikal, wenn jedes epimorphe Bild H>1 von G einen 0¢-Nor-
malteiler N1 besitzt.

Eine ganz &dhnlich definierte Eigenschaft wurde schon von R. Baer
[8] (8 3, Seite 17) diskutiert. Die dort abgeleiteten allgemeinen Eigen-
schaften, die sich aus den Aussagen des Lemma 1 herleiten lassen, sind
iibertragbar:

LeMMA 2. Untergruppen und epimorphe Bilder 0-t-radikaler Grup-
pen sind 0-f-radikal.
Zum Beweis siche R. Baer [6] (Satz 4.4, Seite 358).

LEMMA 3. Die folgenden Eigenschaften der Gruppe G sind dqui-
valent, wobei 0 und T gruppentheoretische Eigenschaften sind, die den
Bedingungen F1 bzw. E geniigen:

a) Fiir jede charakteristische Untergruppe N von G mit G/N=1
enthilt G/N einen 0¢-Normalteiler A/Ns#=1.

b) G ist 0-f-radikal.
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¢) Sind S und R Normalteiler von G mit R/S#1, so gibt es
einen Normalteiler A von G mit SCACR, und A/S ist ein 8¢-Normal-
teiler von G/S.

BEwEls. Nach Definition der Eigenschaft « 0-f-radikal » ist es
klar, daB aus b) die Eigenschaft a) und aus c) die Eigenschaft b) folgt.
Ein Lemma von R. Baer [8] (Lemma 3.2, Seite 17), angewendet auf
G1=G/S, ergibt die Folgerung c¢) aus b). Es bleibt zu zeigen, daBl a)
auch b) nach sich zieht:

Sei G eine Gruppe, die der Bedingung a) geniigt und M ein echter
Normalteiler von G. Mit H sei das Produkt aller charakteristischen Un-
tergruppen von G, die in M liegen, bezeichnet, und mit K das Produkt
aller Normalteiler T, fiir die HCT und T/H ein 0:-Normalteiler von
G/H ist. H ist nach Konstruktion in M enthalten, M ist echt in G ent-
halten, also ist G/H=1. Da H eine charakteristische Untergruppe von
G ist, wird die Voraussetzung von a) erfiillt, und es existiert mindestens
ein Normalteiler T von G mit nicht-trivialer 0¢-Faktorgruppe T/H, sodaB
also H echt in K enthalten ist: K/H=1.

K ist eine charakteristische Untergruppe von G, aber K ist groBer
als die groBte charakteristische Untergruppe H von G, die in M liegt,
also liegt K nicht in M. Aus der Konstruktion von K ergibt sich die
Existenz eines 0¢-Normalteilers A/H>1 von G/H, wobei A aber nicht
in M liegt. MA ist normal in G, und M ist echt in MA enthalten.

Weiter ist MA/M=A/(MnA)=(A/H)/((MnA/H), und folglich ist
MA/M nach Lemma 1, ii), ein nicht-trivialer 0¢-Normalteiler von G/M,
Damit ist das Lemma bewiesen.

Es ist jetzt moglich, ein Lemma zu beweisen, das einen Zusam-
menhang zwischen den Eigenschaften 0-f-radikal und hyperzentral her-
stellt und fiir die Untersuchung der k-auflosbaren Gruppen von groBer
Bedeutung ist. Dieses Resultat findet sich schon in einer Arbeit von
R. Baer [7] (Lemma 2.5, Seite 193), ein kurzer Beweis sei jedoch hier
angegeben.

LEMMA 4. Ist G eine 0-f-radikale Gruppe, so ist die charakte-
ristische Untergruppe t'G hyperzentral.

BeEwEls. Der Beweis wird indirekt gefithrt von der Annahme aus-
gehend, €'G sei nicht hyperzentral.



150 Siegmar Stoppler

Nach der Definition und der Eigenschaft des Hyperzentrums,
R. Baer [1] (Seite 176-177), ist das Hyperzentrum H der Gruppe t'G
also echt in {'G enthalten, 'G/Hs1, und fiir das Zentrum dieser
Faktorgruppe gilt 3(f'G/H)=1. H ist als charakteristische Untergruppe
von ['G wiederum charakteristisch in G, also auch ein Normalteiler
von G. Fiir die Normalteiler t'G und H von G mit ‘G H ergibt sich
nach Lemma 3, Bedingung c), die Existenz eines Normalteilers N von
G mit 'GON>H, wobei N/H eine 0-Gruppe ist, in der G eine Auto-
morphismengruppe A mit fA=1 induziert.

Mit C/H sei der Zentralisator von N/H in G/H bezeichnet. Mit N
ist auch C normal in G und G/C=(G/H)/(C/H) ist im wesentlichen
die von G in N/H induzierte Automorphismengruppe. N/H ist aber
ein 0¢-Normalteiler von G/H, also ist £(G/C)=1. Folglich liegt f'G in
dem Normalteiler C : ¥G<C. Fiir die Faktorgruppen nach dem Hyper-
zentrum H von {'G heiBt das, daB 'G/H in C/H liegt, daB der Nor-
malteiler N/H also von T'G/H zentralisiert wird. N/H war verschieden
von 1, woraus zu erschen ist, daB f'G/H ein nicht-triviales Zentrum
besitzt. Damit ist die Annahme zum Widerspruch gefiihrt; also ist 'G
hyperzentral.

Das 0-f-RapikaL. Eine dem Hyperzentrum einer Gruppe analoge
Bildung kann man fiir die Eigenschaft 0-f-radikal durchfiihren:

DEFINITION. Der Normalteiler L von G ist ein 0-f-radikal einge-
betteter Normalteiler von G, wenn gilt:

(') jeder Faktor L/N, wobei NcL ein Normalteiler von G ist,
enthilt einen 0¢-Normalteiler K/N=1 von G/N.

SATz 5. Fiir die Untergruppe YG der Gruppe G sind die folgenden
Aussagen gleichwertig:

i) G ist das Erzeugnis aller 0-f-radikal eingebetteten Normalteiler
von G,

ii) YG ist der maximale Normalteiler M von G, fiir den die Be-
dingung () gilt,

iii) YG ist der Durchschnitt aller Normalteiler X von G mit der
Eigenschaft

(") G/X enthilt keinen 0¢-Normalteiler N/X#1 von G.
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BeEwEeils. Aus i) folgt ii):

Sei YG das Produkt aller 0-f-radikal eingebetteten Normalteiler
Aj von G, N ein Normalteiler von G und echt in YG=TIIA; enthalten.
Es existiert dann ein i mit der Eigenschaft NnA;c A;. A;/(A:nN) enthélt
dann wegen der Bedingung (’) fiir A; einen 0¢Normalteiler K/(AinN)#= 1
Es ist

K/(AinN)=(KnA;)/(KnAinN)=(KnA)N/N=KN/N.

KN/N#1 ist danach ein 0¢-Normalteiler von G/N, ist in AiNN/Nc
C YG/N enthalten, und Y9G erfiillt somit Bedingung ("). Als Produkt
aller 0-f-radikal eingebetteten Normalteiler von G ist YG also der ein-
zige maximale 0-f-radikal eingebettete Normalteiler.

Aus ii) folgt iii):

Sei YG der einzige maximale 0-f-radikal eingebettete Normalteiler
von G. Alle Normalteiler X von G, die die Eigenschaft (") haben, ent-
halten 9G; denn sonst ist Xn9G echt in YG enthalten, und 9G/(XnpG)
besitzt einen 0¢-Normalteiler K/(XnYG)=KX/X, also einen nicht-tri-
vialen 0¢-Normalteiler von G/X.

X=9G hat die Eigenschaft ("), denn andernfalls existierte ein
0¢-Normalteiler K/9G=1 von G/YG, und K hitte die Eigenschaft (),
das heiBt, G wire nicht maximal.

Die Folgerung von i) aus iii) ist nach obigem trivial.

DEerFINITION. Geniigt die Untergruppe YG von G den gleichwer-
tigen Bedingungen i)-iii) des Satzes 5, so heiBt YG das 0-f-Radikal von
G. v heiBt die Radikalfunktion zur Eigenschaft 0-f-radikal.

Es 148t sich nun folgendes feststellen:

R 1: Das 0-t-Radikal YG ist eine charakteristische Untergruppe
von G.

Beweis: Ein Automorphismus von G bewirkt eine Permutation der
Normalteiler X mit der Eigenschaft (”’), also ist ihr Durchschnitt cha-
rakteristisch in G.

R 2: Das 0-T-Radikal VG ist der kleinste Normalteiler X von G mit
der Eigenschaft (") und 9(G/9G)=1.

R 3: Das 0-f-Radikal YG ist das Endglied einer (transfinit) auf-
steigenden Reihe von 0¢-Normalteilern von G.
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0-f-radikale Gruppen haben nach Lemma 4 die bemerkenswerte
Eigenschaft, daB die charakteristische Untergruppe f'G hyperzentral ist.

Sei jetzt T eine Eigenschaft, die {iber die Bedingung F1 hinaus das
folgende Postulat FG erfiillt:

FG: Zu jeder endlich erzeugten Untergruppe E von {'G existiert
eine endlich erzeugte Untergruppe D von G mit EC{'D.

SATZ 6. Ist G eine lokal 0-f-radikale Gruppe von endlichem abel-
schen Untergruppenrang, und geniigt T der Bedingung FG, dann ist
t'G hyperzentral und von endlichem abelschen Rang.

Bewers. Nach Bedingung FG folgt aus der lokalen 6-f-Radikalitit
von G die lokale Hyperzentralitiat von £'G. Anwendung eines Satzes von
R. Baer [9] (B Theorem, Seite 98) zeigt die Hyperzentralitit von T'G,
und Lemma B in der gleichen Arbeit ergibt, daB £'G von endlichem
abelschem Rang ist.

8 4. k-auflosbare Gruppen.

Fiir k-auflosbare und (nil-k)-k-auflésbare Gruppen ist es nun mog-
lich, Eigenschaften 0 und f anzugeben, fiir die sie genau die 0-f-radi-
kalen Gruppen darstellen.

Setzt man fiir O die Eigenschaft « k-abelsch » ein, so ist Bedingung
E erfiillt. Bezeichnet man mit f; die triviale Eigenschaft, Gruppe zu sein,
also f.G=1 fiir alle Gruppen, so ist das Postulat F1 ebenfalls erfiillt.
Fiir diese Wahl von 0 und f sind k-auflésbare Gruppen genau die
9-f-radikalen. DaB f,=1 nicht die einzige Moglichkeit ist, wird spiter
von Bedeutung sein.

Sei 0 wieder die Eigenschaft « k-abelsch »; aber fiir f nehme man
die Eigenschaft fr=« nilpotent der Klasse k', k’<k+1 ». Sie geniigt
dem Postulat F1, und es gilt:

fiir endliche k : t:G=1 genau dann, wenn $G=1,
und fiir k=x0: GiG=1 genau dann, wenn G=1 fiir eine pas-
sende natiirliche Zahl k'

Fiir diese Wahl ergeben sich also gerade die (nil-k)-k-aufldsbaren
Gruppen fiir entsprechende k und k.
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Die Funktion fi” hat als Bild das k-te Glied der absteigenden Zen-
trenkette, wenn k endlich ist:

i'G=:G, und f&’'G=N,G(neN) sonst.

Die Lemmata aus § 3 sind jetzt auf die k-aufldsbaren und (nil-lE)—k—
auflésbaren Gruppen voll anwendbar, insbesondere sind beide Eigen-
schaften untergruppen- und epimorphismenvererblich.

Satz 7. Ist G k-auflosbar (k natiirlich oder unendlich), so besitzt
jedes epimorphe Bild H#1 von G eine charakteristische abelsche Unter-
gruppe Q#=1.

BeEwEels. Ist H ein epimorphes Bild der Gruppe G und verschieden
von 1, so folgt aus der Voraussetzung der k-Aufl6sbarkeit die Existenz
eines von r, r<k+1, Elementen erzeugbaren abelschen Normalteilers
N=1.

Sei CN der Zentralisator von N in H. Dann ist H/CN im wesent-
lichen eine k-auflosbare Automorphismengruppe der endlich erzeugten
abelschen Gruppe N und als solche nach R. Baer [3] (Satz 2, Seite 171)
noethersch und somit auflésbar endlicher Stufe.

Ist CN=H, so ist das Zentrum 3H s 1 eine charakteristische abelsche
nicht-triviale Untergruppe von H.

Sei CN echt in H enthalten. Es existiert dann eine natiirliche Zahl
s mit (H/CN)®=1 fiir die s-te Kommutatoruntergruppe von #H/CN,
aber (H/CN)¢~Y 1. Folglich ist HCN=CN, bzw. H*>cCN.

Ist H®)=1, so ist H*~V eine charakteristische abelsche Untergruppe
von H und verschieden von 1.

Im anderen Fall ist H>£1. Sei A(H) die volle Automorphismen-
gruppe von H und P der charakteristische AbschluB von N in H:

P= II N° Da H® charakteristisch in H ist, zentralisiert H® mit N
aeA(H)

auch jedes N¢, also auch P. Ist H®nP>1, so ist das Zentrum 3H® eine
abelsche charakteristische Untergruppe von H und verschieden von 1.
Es bleibt noch der Fall zu untersuchen, in dem H®nP=1 ist. Es existiert
dann aber eine minimale natiirliche Zahl A <s mit Q=H“~"nPs 1, jedoch
HG=-h+Dap=1,

Q ist als Durchschnitt zweier charakteristischer Untergruppen von
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H wieder eine charakteristische Untergruppe von H. Es ist weiter:

QnH(s—h+l)CPnH(S—h+l): 1,
folglich
Q :Q/(QnH""’“’): QH(s—h+1)/H(s—h+l) CH(s——h)/H(s—h+l),

also ist Q abelsch.

Somit ist in allen Fillen eine charakteristische abelsche Untergruppe
verschieden von 1 in H gefunden.

Fiir den Spezialfall k=1 steht dieses Ergebnis in der Arbeit von
R. Baer [2] (Lemma 3, Seite 18).

SATz 8. Jede maximale Untergruppe U der k-auflosbaren Gruppe
G hat Primzahlpotenzindex (G : U)=p® mit a<k+1.

Bewgis. Sei G k-auflosbar und U eine maximale Untergruppe
von G. Dann existiert nach dem Maximumprinzip ein maximaler Normal-
teiler M von G, der in U enthalten ist. Sei V=U/M. Aus der Voraussetz-
ung folgt, daB H=G/M einen k-abelschen Normalteiler L=K/M=1
enthilt, den man 0.B.d.A. als elementarabelsch der Ordnung p?, z<k+1,
oder als frei abelsch vom Rang z annehmen kann.

Da M ein maximaler Normalteiler von G in U ist und U maximal
in G, so ergibt sich G=KU, da K nicht in U liegen kann; und folglich
ist auch H=LV.

Angenommen L sei frei abelsch. VnL ist normal in V und liegt im
Zentrum von L, da ja L sogar abelsch ist.

Also ist VnL ein Normalteiler von LV =H. V enthilt aber wegen
der Maximalitdt von M als echte Normalteiler von H nur den trivialen
Normalteiler 1, also gilt LnV =1.

Fiir die Primzahl p>1 ist 12 L°c L, da L frei abelsch ist. L? ist
als charakteristische Untergruppe des Normalteilers L auch ein Normal-
teiler von H. Da er verschieden von 1 ist, liegt er nicht in V und es
ist H=L?V. Nach dem Dedekindschen Satz fiir modulare Verbédnde
ergibt sich die Ungleichung:

L*cL=Lal?V=L?Lnl*V = L"(LnV) =17,

Aus diesem Widerspruch folgt, daB L in jedem Fall elementar-
abelsch ist.
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Der Index von U in G ist gleich dem Index von V in H, und
fiir diesen gilt: (H: V)/(L)=p? z<k+1.
Das ist die Behauptung des Satzes.

Fiir endliche auflosbare Gruppen ist dieser Satz wohlbekannt, vgl.
etwa B. Huppert [17] oder N. It6 [19].

Fiir endliche Gruppen und k=1 gilt dariiber hinaus die Umkeh-
rung des Satzes, namlich:

Genau dann ist G iiberauflosbar, wenn alle maximalen Untergruppen
Primzahlindex haben. (B. Huppert [17] (Satz 9, Seite 416)).

Ein Satz, der dieses Ergebnis umfaBt, wurde von R. Baer ge-
funden:

Die Gruppe G ist dann und nur dann noethersch und iiberauflosbar,
wenn sie endlich erzeugbar ist, ihre maximalen Untergruppen Primzahl-
index haben, und wenn jede unendliche Faktorgruppe einen in ihr fast
voll reduziblen, endlich erzeugbaren Normalteiler besitzt.

(Hauptresultat von R. Baer [5]).

B. Huppert [17] (Satz 21, Seite 428) hat fiir beliebiges k, G
aber endlich, unter weiteren Zusatzvoraussetzungen ebenfalls eine Umkeh-
rung bewiesen:

Sei G eine endliche auflésbare Gruppe mit lauter abelschen Sylow-
gruppen. Sind die U; die maximalen Untergruppen von G, so sei
(G : U)=p#, ai<k. Dann ist G k-auflosbar (G vom Hauptrang héch-
stens k).

Eine offene, jedoch wichtige Frage ist es, ob man aus (G : U)=p?,
a=<k, fiir alle maximalen Untergruppen U von G, im allgemeinen Fall
wenigstens die Existenz einer Funktion h(k) finden kann mit der
Eigenschaft, daB G h(k)-auflosbar ist.

Satz 9. Ist G eine k-auflosbare Gruppe, so ist die Kommutator-
gruppe G®) hyperzentral.

BEwels. Ersetzt man die Eigenschaft 0 durch 0,.=« elementar-
abelsch der Ordnung p", h<k+1, fiir eine Primzahl p, oder frei
abelsch vom Rang h, h<k+1 », so sind die daran gekniipften Bedin-
gungen E erfiillt. Ist H>«1 ein epimorphes Bild der k-auflosbaren Gruppe
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G, so besitzt H nach den Bemerkungen in § 2 einen 0.-Normalteiler
N1 von H.

H induziert in N eine Automorphismengruppe, die der Faktor-
gruppe H/C isomorph ist, wenn mit C der Zentralisator von N in H
bezeichnet wird. H/C ist also im wesentlichen eine auflosbare Unter-
gruppe der linearen unimodularen Gruppe GL(h, p) des Grades h
mit Elementen aus dem Galoisfeld GF(p), falls N elementar-abelsch der
Ordnung p" ist, oder eine auflosbare Untergruppe der linearen unimo-
dularen Gruppe GL(h,Z) (Determinate +1 oder —1) des Grades h
und mit Elementen aus dem Ring der ganzen Zahlen Z, falls N frei
abelsch des Ranges h ist. Als auflosbare Automorphismengruppe einer
endlich erzeugten abelschen Gruppe ist H/C nach R. Baer [3] (Satz
2, Seite 17) noethersch und somit auflésbar endlicher Stufe. Anwen-
dung eines Satzes von B. Huppert [18] (Satz, 9 Seite 494), zeigt, daB
(H/C)?=1 fiir die 2h-te Kommutatorgruppe von H/C gilt.

Setzt man nun fiir € die Eigenschaft fr=« auflosbar der Stufe
hochstens 2k », wenn k endlich ist, und « auflésbar endlicher Stufe »,
wenn k unendlich ist, so sind die k-auflosbaren Gruppen genau
0,.-fr-radikal.

Die abgeleitete Funktion f;" bildet G auf die 2k-te Kommutator-
gruppe ab, wenn man G% fiir unendliche k entsprechend definiert:

.'G=G?), wenn k endlich,

['G=G¥W=G='= N G™, wenn k unendlich.
neN
Lemma 4 ergibt danach genau die Behauptung des Satzes.
Fiir endliche auflosbare Gruppen steht dieser Satz in der Arbeit
von B. Huppert [18] (Satz 21, Seite 517).

Satz 10. Ist G eine (nil-k)-k-auflosbare Gruppe, so ist das k-te
Glied der absteigenden Zentrenkette ©G hyperzentral.

Dieser Satz ist schon in einer Arbeit von R. Baer [8] (Lemma
5.4, Seite 29) enthalten. Hier hat er sich wieder als Spezialisation von
Lemma 4 ergeben.

Uberauflosbare Gruppen sind (nil-1)-1-auflosbare Gruppen, siche
§ 2. Also hat man dann den Spezialfall:

Ist G iiberauflosbar, so ist G’=1G hyperzentral. Dies ist ein Satz
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von R. Baer [2] (Proposition 2, Seite 21). Fiir endliche iiberauflosbare
Gruppen hat schon E. Wendt [23] (Satz, Seite 480) dieses Resultat
im Jahre 1902 bewiesen. O. Ore [22] gab 1938 einen einfacheren
Beweis als E. Wendt an, und G. Zappa [24] dehnte 1941 diesen Satz
aus, und zwar bewies er die Nilpotenz von G’ fiir iiberauflosbare
Gruppen G mit der Maximalbedingung fiir Untergruppen.

BEMERKUNG. In Satz 8 kann man nur unter zusitzlichen Voraus-
setzungen beweisen, daB fiir k-auflosbare Gruppen schon G hyper-
zentral ist siehr B. Huppert [18]).

Die Kommutatorgruppe G ist schon hyperzentral, wenn eine
beschrinkte Anzahl von Elementen der Gruppe G eine k-auflésbare
Untergruppe erzeugen und G gewissen anderen Zusatzbedingungen
geniigt. Um den Beweis durchzufiihren, werden die folgenden Hilfssétze
benétigt.

HivrssaTz 11. Wird die k-auflosbare Gruppe G von endlich
vielen Elementen endlicher Ordnung erzeugt und ist G unendlich, so
ist G keine Torsionsgruppe.

Beweis. Da die unendliche k-auflgsbare Gruppe G endlich erzeugt
ist, gibt es einen Normalteiler M von G mit folgenden Eigenschaften:
G/M ist unendlich und G/N ist endlich fiir jeden Normalteiler N
von G, der M echt enthilt, siche etwa R. Baer [1] (Lemma 1, Seite
166).

G/M enthilt dann einen nicht-trivialen k-abelschen Normalteiler
K/M. M ist echt in K enthalten, und folglich ist die endlich erzeugte
abelsche Gruppe K/M unendlich und somit keine Torsionsgruppe. Also
enthdlt G ein Element unendlicher Ordnung.

DEerFINITION. Nach der folgenden Rekursivregel erkldrt man Kom-
mutatoren: Co sei die Menge der Elemente aus G, C, sei die Menge
der Kommutatoren der Form [c1, ¢:] mit ¢ und ¢; aus C,_;. Ein
Element aus C, heiBt ein n-ter Kommutator von G.

Wie aus der Definition sofort zu ersehen ist, wird ein n-ter
Kommutator von G aus hochstens 2" Elementen aus G gebildet.
Der Vollstindigkeit wegen beweisen wir den bekannten Hilfssatz:



158 Siegmar Stdppler

HILrssATZ 12. In einer Gruppe G bilden die n-ten Kommutatoren
von G ein Erzeugendensystem von G™.

BEwEls. Der Beweis wird mit der vollstindingen Induktion
erbracht:

Fir n=1: G’ hat als Erzeugendensystem die aus je 2 Elementen
aus G gebildeten Kommutatoren; das ist eine bekannte Tatsache.

Fiir n—1: Induktionsannahme: G~V hat als Erzeugendensystem
die aus je 2"~! Elementen aus G gebildeten (n— 1)-ten Kommutatoren.

Fiir n: Erzeugende Elemente von G™ sind die einfachen Kommu-
tatoren [u, ] mit ¥ und » aus G* Y, y und v sind dann Produkte
von Erzeugendenelementen x;, y;, fiir die die Induktionsannahme
zutrifft, die also (n— 1)-te Kommutatoren sind: u=x ... x,, v=y1 ... ¥,
x; und y; nicht notwendig voneinander verschieden.

Behauptung: Der Kommutator [u, »] von Produkten von (n—1)-
ten Kommutatoren ist gleich einem Produkt von n-ten Kommutatoren.
Ist [x, y]=x"'y~xy und b°=a~'ba, so gelten die Identititen:

[xy, z]1=[x, zP’[y, 2]
und
[x, yz1=[x, z1[x, y]I%,

wie aus der Ausrechnung sofort folgt.
Ein Kommutator [x; ... x,, y1 ... ¥s] 1Bt sich demnach folgender-
maBen abbauen:

[u’ V]-:[Jﬁ e Xry V1oeee }75]
=[x, y1ooe Y12 e, oy ylB o
o [zt Y1 15 [xr, 1o 951

Mit der Bezeichnung ziy1=xiy1 .. X, zerlegen sich die Faktoren
[xi, y1 ... ysJfi+t% wie folgt:

[xi, y1 oo ysliri=[xi, ysli+ulxi, ysoa )i+t ..
o (L, y1 172 %),

Die [x:, y;] sind also Kommutatoren mit x;, y; aus G®~Y, fiir die
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die Annahme zutrifft, die also (n—1)-te Kommutatoren sind, aus je
2= Elementen gebildet.

Konjugierte dieser [x:, y;] sind von der gleichen Form, da diese
Form sogar charakteristisch invariant ist.

Der Kommutator [u, »] hat sich als ein Produkt von n-ten Kommu-
tatoren herausgestellt, und somit ist die Behauptung bewiesen.

FOLGERUNG 13. Erzeugen je 2" Elemente der beliebigen Gruppe
G eine Untergruppe U mit U™ =1, so gilt GM=1.

Satz 14. Ist G eine Gruppe, k cine natiirliche Zahl, erzeugen je
2% 41 Elemente aus G eine k-auflosbare Untergruppe, und geniigt G
einer der folgenden Bedingungen:

A) Jedes epimorphe Bild Hs1 von G®) hat einen noetherschen
Normalteiler N##1, '

B) G geniigt der Minimalbedingung fiir Untergruppen,

so ist G hyperzentral.

Bewels. Sei f die Eigenschaft « F*¥=1 » fiir eine Gruppe F.
Nach Folgerung 13 ist £ durch Relationen in 2% Variablen definierbar.
Satz 9 sagt aus, daB k-auflosbare Gruppen U-f-radikale Gruppen sind,
wobei w die triviale Eigenschaft ist, die allen Gruppen zukommt.
Anwendung der Generalvoraussetzung und eines Lemmas von R. Baer
[7] (Lemma 4.1, Seite 204) zeigt, daB}

() 'G=G® von seinen engelschen Elementen erzeugt wird.
Da 2%*41 stets groBer als 3 ist, und endlich erzeugte k-auflosbare
Gruppen nach R. Baer [4] (Zusatz 4, Seite 276) noethersch sind,
erzeugen also je 3 Elemente aus G eine noethersche Untergruppe. Dann
bilden aber die engelschen Elemente von G nach R. Baer [8] (Lemma
5.1, Seite 28) eine charakteristische Untergruppe von G. Hieraus und
aus (") folgt, daB

(") die Menge eG der engelschen Elemente von G die charak-
teristische Untergruppe G*) enthilt.

Geniigt G® der Bedingung A, so folgt aus A und (") nach R. Baer
[7] (Satz 3.3, Seite 199) die Hyperzentralitit von G@,

Geniigt G der Bedingung B, so erzeugen Elementepaare aus
G k-auflosbare Untergruppen, die wegen der Minimalbedingung fiir
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Untergruppen und Hilfssatz 11 endlich sind. Da sie zudem nach (”)
von ihren engelschen Elementen erzeugt werden, sind sie nach einem
bekannten Satz nilpotent. Die Hyperzentralitdt von G® ergibt sich nun
aus der Anwendung eines Satzes von R. Baer [8] (Satz 4.1, Bed. v)
und i), Seite 21).

Sarz 15. Ist G eine Gruppe, ZC eine natiirliche Zahl, erzeugen
je k+2 Elemente aus G eine (nil-k)-k-auflosbare Untergruppe, und
geniigt G einer der folgenden Bedingungen:

A) Jedes epimorphe Bild H=1 von 3G hat einen noetherschen
Normalteiler N#1,

B) iG geniigt der Minimalbedingung fiir Untergruppen,
so ist ¥G hyperzentral.

Wie im Beweis zu Satz 14 schlieBt man die Behauptung aus der
Tatsache, daB die Eigenschaft «#F=1» fiir eine Gruppe F durch
Relationen in k+1 Variablen definierbar ist, siche etwa M. Hall [14]
(Definitionen und Theorem, Seite 150).

Fir die Voraussetzung, daB G der Minimalbedingung fiir Unter-
gruppen geniigt, steht das Resultat in R. Baer [8] (Satz 5.7, Seite 30).

Satz 16. Fiir die k-auflosbare Gruppe U, k beliebig, sind die fol-
genden Aussagen gleichwertig:
i) U ist lokal hyperzentral
ii) U ist hyperzentral
iii) Maximale Untergruppen W jeder endlich erzeugten Unter-
gruppe E von U sind normal in E
iv) Fiir je zwei Elemente x und y aus U gilt [x™, y]l=1 fiir ein
passendes My, y .

BewEels. Aus i) folgt ii):

Sei die Gruppe U lokal hyperzentral. Ein epimorphes Bild H=1
von U hat dann einen k-abelschen Normalteiler N>=1, sodaB die Auto-
morphismengruppe H/CN, CN der Zentralisator von N in U, nach R.
Baer [3] (Satz 2, Seite 171) noethersch ist. Es sei H=FCN, F endlich
erzeugt und N in F enthalten. F ist nach Voraussetzung hyperzentral
und N ein Normalteiler von F. Nach einem bekannten Satz ist der
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Durchschnitt Z=Nn3F verschieden von 1. Z wird von F und CN zentra-
lisiert, also von H. U ist folglich hyperzentral.

Aus ii) folgt iii):

Sei U hyperzentral. Sei Ec U endlich erzeugt und W eine maximale
Untergruppe von E. N sei ein maximaler Normalteiler von E, der ganz
in W liegt. Wegen der Hyperzentralitit von E ist M/N=3(E/N)=1
und folglich WM > W, denn N ist maximal. Dann enthilt der Normali-
sator nW von W in E die Gruppe MW, also W"W=E, das heiit W
ist ein Normalteiler von E. (Siehe auch A. G. Kurosh [20] (§ 63,
Seite 219).

Aus iii) folgt i):

Ist E eine endlich erzeugbare Untergruppe von U, so ist E noethersch
nach R. Baer [4] (Zusatz 4, Seite 276) wegen der k-AuflGsbarkeit von
E. E geniigt den Bedingungen von K. Hirsch [16] (Theorem 3.33, Seite
194) und ist deshalb nilpotent, also auch hyperzentral. Damit ist die
lokale Hyperzentralitdt von U bewiesen.

Aus i) folgt iv):

Sein x und y aus U. {x, y} ist endlich erzeugt, demzufolge hyper-
zentral, noethersch und nilpotent endlicher Klasse. Fiir ein gewisses
n ist dann [x™, y]=1. '

Aus iv) folgt i):

Sei E eine endlich erzeugbare Untergruppe von U. E ist k-auflosbar,
dann auch noethersch und auflGsbar endlicher Stufe. Anwendung von
K. W. Gruenberg [13] (Theorem 1, Seite 377) ergibt die Behauptung.

§ 5. Lokale k-Auflosbarkeit.

Fiir eine k-auflosbare Gruppe (k beliebig) sind die folgenden Bedin-
gungen dquivalent:
i) G ist endlich erzeugt
il) G geniigt der Maximalbedingung fiir Normalteiler
iii) G ist noethersch.
Ist die k-auflosbare Gruppe G noethersch, so geniigt G der Maximal-

bedingung fiir Untergruppen. Dann geniigt G aber auch der Maximal-
bedingung fiir Normalteiler, aus iii) folgt ii).

1"



162 Siegmar StOppler

Aus der k-Auflosbarkeit und Maximalbedingung fiir Normalteiler
folgt die Existenz einer aufsteigenden Reihe von Normalteilern von G
mit endlich erzeugbaren und abelschen Faktoren, die nach endlich vielen
Schritten abbricht. Ein Reprisentantensystem in G der endlich vielen
Erzeugenden der einzelnen Faktoren ist endlich und erzeugt G, also ii)
zieht i) nach sich.

Als k-auflosbare Gruppe besitzt jedes epimorphe Bild Hz=1 von
G einen endlich erzeugbaren abelschen Normalteiler N, N> 1. Anwen-
dung eines Satzes von R. Baer [4] (Zusatz 4, Seite 276) zeigt, daB
aus der endlichen Erzeugbarkeit von G folgt, daB G eine noethersche
Gruppe ist, das heiBit, aus i) folgt iii).

Es ist interessant, daB man die Aquivalenz dieser Bedingungen
schon zeigen kann, wenn G eine lokal k-auflosbare Gruppe mit endli-
chem F ist.

Gibt es in G keine aufsteigende Reihe von Normalteilern mit
endlich erzeugbaren abelschen Faktoren, deren Erzeugendenringe simt-
lich unter einem endlichen festen k liegen, so wird dieser Satz falsch,
wie ein Beispiel von McLain [21] (Seite 102) zeigt.

SAatz 17. Sei G eine lokal k-auflosbare Gruppe fiir ein festes
endliches k. Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
i) G ist endlich erzeugbar
ii) G geniigt der Maximalbedingung fiir Normalteiler
iil) G ist noethersch.

BEwEls. Es ist jetzt nur zu zeigen, daB aus der lokalen k-AuflGs-
barkeit (k endlich) und der Maximalbedingung fiir Normalteiler die
endliche Erzeugbarkeit von G folgt.

Dazu wird die folgende Definition benétigt:

DEeriNITION. Eine Gruppe G heiBt n-stufig-polynilpotent, wenn es
eine Kette von n Normalteilern N; von G gibt,

1=N.CNu1C...CNo=G,

derart, daB die Faktoren Ni/N;_; nilpotente Gruppen sind.
Ist E eine endlich erzeugte Untergruppe der lokal k-auflosbaren
Gruppe G, so ist
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1. E k-auflosbar,

2. E ist noethersch nach R. Baer [4] (Zusatz 4, Seite 276),
3. E“ ist hyperzentral nach Satz 9 und folglich nilpotent,
4

. E@-Y/E® sind abelsche, also auch nilpotente Gruppen,
i=1, .., 2k.

Daraus folgt, daB fiir N;=E¥, i=0, ..., 2k, und Nx,1=1, E eine
(2k + 1)-stufig-polynilpotente Gruppe ist.

G ist dann lokal (2k+ 1)-stufig-polynilpotent mit endlichem und
festem k, und G geniigt der Maximalbedingung fiir Normalteiler. McLain
[21] (Theorem 1, Seite 101) hat bewiesen, daB aus diesen Vorausset-
zungen die Auflosbarkeit von G folgt. Aus der Maximalbedingung fiir
Normalteiler folgt die Auflosbarkeit endlicher Stufe und nach P. Hall
[15] die endliche Erzeugbarkeit von G. Damit ist der Satz bewiesen.

Mit einer stdrkeren Voraussetzung kann man die k-Auflosbarkeit
(k beliebig) und endliche Erzeugbarkeit einer Gruppe G mit Maximal-
bedingung fiir Normalteiler zeigen.

SAtz 18. Sei G eine Gruppe, die der Maximalbedingung fiir
Normalteiler geniigt, und in der abzihlbar viele Elemente eine auf-
losbare Untergruppe erzeugen. Dann ist G auflosbar endlicher Stufe
und endlich erzeugt.

Bewels. Fiir jedes n ist die Faktorgruppe G/G™ eine auflosbare
Gruppe mit Maximalbedingung fiir Normalteiler, nach P. Hall [15]
also endlich erzeugt. Sei E. ein Représentantensystem eines endlichen
Erzeugendensystems von G/G™ in S=G/D, wobei D der Durchschnitt
aller Kommutatoruntergruppen G™ mit endlichem » ist: D= NG™.
E, ist endlich und somit ist E= UE, eine abzdhlbare Untermenge von
S. Da sich die Voraussetzung auf epimorphe Bilder vererbt, ist F={E}
auflosbar. Weiter ist NS™=1 und S=FS™ fiir jedes natiirliche n.
Man zeigt jetzt, daB S auflGsbar ist. F besitzt nach Voraussetzung einen
abelschen Normalteiler N, N> 1. Fiir jedes # ist dann NS™ ein Normal-
teiler von FS™=S. Dann ist aber auch M= NNS™ ein Normalteiler
von S und N ist in M enthalten. M liegt fiir jedes » in NS™, also
liegt M’ fiir jedes n in (NS™)’. Seien as und bt zwei Elemente aus
NS™, das heiBt a, b aus N und s, t aus S™. Es gilt dann

[as, bt]=[a, t1°[a, b]1*[s, t]1[s, b1
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aber es ist
[a, tF=(¢"")%) in S™, [a, b]*=1,
[s, t] in S®*Y und [s, b]* in S™.

Folglich liegt (NS™)" in S™: M’'c(NS™)' cS™ fiir jedes n. Dann
liegt M’ in NS™=1, also ist M ein abelscher Normalteiler von S.

So féhrt man fort und erhilt eine aufsteigende Reihe von Normal-
teilern von S mit abelschen Faktoren, die wegen der Maximalbedingung
fiir Normalteiler nach endlich vielen Schritten abbrechen muB. S ist also
auflosbar endlicher Stufe, S“’=1, bezichungsweise G"™c D= NG™,
Insbesondere ist G™ c G™+Vc G™, das heift G™ =G+,

Angenommen G™ 51,

Aus den Sitzen von P. Hall [15] ergibt sich, daB G/G™ endlich
erzeugt ist. Sei K maximal unter den echt in G™ enthaltenen Normal-
teilern von G; dann ist G /K nach Hilfssatz 12 endlich erzeugt. Also
ist G/K endlich erzeugt und daher nach Voraussetzung auflsbar. Dann
ist aber G /K abelsch, was der Annahme G™ =G™+" widerspricht.
Also gibt es kein solches K, d.h. G™=1.

Die endliche Erzeugbarkeit von G ergibt sich aus den Sétzen von
P. Hall [15].

KoroLLAR 19. Erzeugen abzihlbar viele Elemente der Gruppe G
eine k-auflosbare Untergruppe von G (k beliebig). dann sind dquivalent:
i) G ist endlich erzeugbar
il) G geniigt der Maximalbedingung fiir Normalteiler
iii) G ist noethersch.

Ein dem Satz 17 &hnliches Resultat erhdlt man fiir die Minimal-
bedingung fiir Untergruppen bzw. fiir Normalteiler:

SAaTz 20. Sei G eine lokal k-auflosbare Gruppe, k endlich, oder
sei G Neauflosbar. Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
i) G geniigt der Minimalbedingung fiir Normalteiler
ii) G geniigt der Minimalbedingung fiir Untergruppen
iii) G ist extremal, d.h., G ist eine endliche Erweiterung einer

volistindigen abelschen, der Minimalbedingung fiir Untergruppen genii-
genden Gruppe
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iv) G ist eine endliche Erweiterung eines direkten Produktes
einer endlichen Zahl von Gruppen vom Typ (p~) (oder G ist eine
Cernikov-Gruppe).

Die Aquivalenz der Bedingungen i) und ii) folgert man aus einem
Ergebnis von D. H. McLain [21] (Theorem 3, Seite 105) fiir den Fall
der lokalen k-Auflgsbarkeit von G. Ist G Neauflosbar, so ist diese
Aquivalenz in einem Satz von B. S. Carin [11] (Theorem 3, Seite 305)
enthalten. Nach S. N. Cernikov [12] (Folgerung 2.2, Seite 22) folgt
die Aquivalenz von ii) und iii) schon fiir Gruppen, die lokal auflosbar
endlicher Stufe sind. Lokal k-auflosbare und ebenso wp-auflosbare
Gruppen sind aber lokal noethersch und demzufolge lokal auflosbar
endlicher Stufe. Fiir die Folgerung von iv) aus iii) und umgekehrt siche
etwa A. G. Kurosh [20] (§ 53, Seite 156).

FOLGERUNG A. Ist G eine lokal k-auflosbare Gruppe, k endlich,
und geniigt G einer der Bedingungen i) - iv) aus Satz 20, so ist G
auflosbar endlicher Stufe, k-auflosbar und lokal endlich.

Beweis der k-Auflésbarkeit: G ist nach den Voraussetzungen eine
Cernikov-Gruppe und lokal noethersch und lokal Q(k), d.h. jeder
Hauptfaktor einer endlich erzeugten Untergruppe ist abelsch, periodisch
und von endlichem Rang k. Nach McLain [21] (Lemma 7, Seite 104)
geniigt G der Bedingung Q(k), sodaB wegen der Minimalbedingung fiir
Normalteiler jedes epimorphe Bild einen endlichen abelschen Normal-
teiler enthélt. Daher folgt aus der lokalen k-Auflosbarkeit die k-AuflGs-
barkeit fiir die ganze Gruppe G.

FOLGERUNG B. Ist G eine Neauflosbare Gruppe, die einer der
Bedingungen i) - iv) aus Satz 20 geniigt, so ist G auflosbar endlicher
Stufe, k-auflosbar fiir ein endliches k und lokal endlich.

Beweis der k-Auflosbarkeit, k endlich: G ist eine Cernikov-Gruppe
und nach McLain [21] (Theorem 3, Seite 105) lokal Q(k) fiir ein
endliches k. Wegen der Minimalbedingung fiir Untergruppen ist eine
endlich erzeugte Untergruppe k-auflésbar, G also lokal k-auflosbar. Wie
oben oder direkt aus der xe-Auflsbarkeit folgt die k-Auflosbarkeit.

Gruppen von endlichem abelschen Untergruppenrang.

BEZEICHNUNGEN. Die zur Eigenschaft « k-auflosbar » gehorige Radi-
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kalfunktion ¥ werde mit Y. bezeichnet, die zur (nil-k)-k-Auflsbarkeit
gehorige mit Yx « .

HiLssa1z 21. Ist B eine lokal k-auflosbare Gruppe, B™ 1 und
hyperzentral, 3B™ torsionsfrei und von endlichem Rang, und ist
VB’ DB™, dann ist auch Yi.B>B™.

BEwEIs. Sei S die Menge aller Normalteiler A von B, die von 1
verschieden und in 3B™ enthalten sind und eine torsionsfreie oder
triviale Faktorgruppe 3B™/A haben. S ist nicht leer, da 3B™ selbst in
S liegt. 3B™ ist von endlichem Rang, also sind alle Gruppen in der
Menge S von endlichem Rang, und folglich existiert unter ihnen ein
Normalteiler M von B von minimalem Rang.

Eine Untergruppe A von 3B™ heiBBt x-zuldssig, x aus B, wenn eine
natiirliche Zahl m existiert derart, daB m unabhéngige Elemente in A
existieren, je m+1 Elemente abhingig sind, jedes Element aus A in
einem endlich erzeugbaren Normalteiler N von {B’, x} mit torsionsfreier
Faktorgruppe A/N liegt, und jedes An={a1, ..., am} mit unabhéngigen
a; aus A und A/A. torsionsfrei normal in {B’, x} ist.

BEHAUPTUNG 1. Jeder Normalteiler N von B, NC3B™, enthdlt
eine Untergruppe Z, die x-zuldssig ist.

BeEwEeis. Nach Voraussetzung ist Y:B'DB™, also enthidlt B’
einen k-abelschen Normalteiler K, der in N enthalten ist. {K, x} ist
endlich erzeugbar und k-auflosbar, also ist {K, x} noethersch nach
R. Baer [4] (Zusatz 4, Seite 276). Sei R={K'*}. Als Untergruppe von
{K, x} ist R ein endlich erzeugbarer und als Untergruppe von 3B™
ein abelscher Normalteiler von {B’, x}. {B’, x} induziert in R eine
noethersche Automorphismengruppe {B’, x}/CR, wobei CR der Zentrali-
sator von R in {B’, x} ist, siche R. Baer [3] (Satz 2 oder Hauptsatz
3, Seite 171-172). Folglich existiert eine endlich erzeugbare Untergruppe
D mit {B’ x}=DCR und RcD. D ist k-auflésbar und enthilt in seinem
Normalteiler R einen k-abelschen Normalteiler Z, Zs=1. Z wird nor-
malisiert von D und zentralisiert von CR, also ist Z ein k-abelscher
Normalteiler von {B’, x}. Z ist aber trivialerweise fiir ein m<k+1
eine x-zuldssige Untergruppe von N.

BEHAUPTUNG 2. Ist A x-zuldssig, A*/A die Torsionsuntergruppe
von 3B™/A, so ist A* ebenfalls x-zuldssig.
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BeEwels. Die Ringe m von A und AF sind gleich, da schon in
A m unabhingige Elemente existerien und m-+1 Elemente aus A" abhén-
gig sind, da jeweils gewisse Potenzen von ihnen in A liegen und dort
abhiingig sind, also auch schon in A"

Ist a ein Element aus A*, so existiert ein » mit ¢" in A. In A
existiert ein endlich erzeugbarer Normalteiler N mit ¢® in N. Die
Torsionsuntergruppe D/N von A*/N ist aber endlich erzeugbar, weiter
liegt @ in D und D ist normal in {B’, x}, da fiir ein d aus D/N auch
d” mit y in {B’, x} ein Torsionselement in D/N ist.

Sei A»={a1, ..., @} mit unabhingigen a; aus A* und A*/A".
torsionsfrei. Es existieren dann natiirliche Zahlen n; derart, daB jedes
a% in A liegt und A/A., wobei An={a}, ..., ai=} ist, torsionsfrei ist.
Die af'i sind unabhéngig, denn sonst wédren schon die a; abhéngig
gewesen. Folglich ist A». normal in {B’, x}. Ist y ein Element aus
{B’, x}, dann liegt a? in A%, denn @"=q" liegt in Am. A*n ist
ein Normalteiler von {B’, x}.

Sei T die Menge aller von 1 verschiedenen x-zulidssigen Unter-
gruppen A von M mit torsionsfreier Faktorgruppe 3B™/A. Nach
Behauptung 1 enthdlt M eine x-zuldssige Untergruppe U, und nach
Behauptung 2 ist U so erweiterbar, daB 3B™/U torsionsfrei ist. Also
ist die Menge T nicht leer.

BEHAUPTUNG 3. Ist A x-zuldssig, so ist auch A® x-zuldssig.

BEwEls. Als Untergruppe von 3B™ hat A% einen endlichen Rang
m derart, daB m unabhingige Elemente existieren und m+1 Elemente
abhingig sind.

h
Ist d ein Element aus A®, so ist d= Il a1 ein Produkt endlich

i=1
vieler konjugierter Elemente der a; aus A mit y; aus B. Jedes g;
(j=1, ..., h) liegt in einem endlich erzeugbaren Normalteiler A; von
{B’, x} mit torsionsfreier Faktorgruppe, also liegt auch jedes a’; in einem
endlich erzeugbaren Normalteiler A*;=A?i (denn B/B’ ist abelsch) von
{B’, x} mit torsionsfreier Faktorgruppe. Als endliches Produkt liegt nun
auch d in einem endlich erzeugbaren Normalteiler von {B’, x} mit
torsionsfreier Faktorgruppe.
Sei Dn={d, ..., dm}, di, ..., dn unabhingig und A®/D,, torsions-
frei. Es ist zu zeigen, daB D,, normal in {B’, x} ist. Jedes d; ist in
einem endlich erzeugbaren Normalteiler mit torsionsfreier Faktorgruppe
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enthalten, also auch ganz D, . Dieser Normalteiler E ist aber wegen
des Ranges m schon von m’<m Elementen erzeugbar, jedoch existieren
m unabhingige Elemente, némlich di, .., dm, woraus man m'=m
folgert. Das heiit aber, daB D,, normal in {B’, x} ist.

Die Ringe der Gruppen in der nicht leeren Menge T sind nach
oben begrenzt durch den endlichen Rang von 3B™ und also auch durch
den von M. So existiert in T eine x-zuldssige Untergruppe X von
maximalem Rang. Es ist Xc X?c M®P=M. Nach Behauptung 3 ist X2
ebenfalls x-zuldssig und nach Behauptung 2 existiert eine x-zuldssige
Untergruppe V mit X2cVc 3B™ und 3B™/V torsionsfrei. Dann ist
MnV x-zuldssig, 3B™/(MnV) torsionsfrei, und folglich liegt MnV in
der Menge T. Aus X XBcMnV folgert man die Gleichheit der Ringe
von MnV und X (X war von maximalem Rang in T) und aus der
Torsionsfreiheit von (MnV)/X weiter die Identitdit X=MnV. Wegen
XBcMnV ist die Untergruppe X =X? also normal in B. Nach Definition
der Menge S liegt X in S. M war aber von minimalem Rang und
XcM, folglich sind die Rénge gleich: r(M)=nX). M/Xc3B™/X
ist wieder torsionsfrei, also ist X=M.

Nach dem Bewiesenen ist M (M=1) x-zulassig fiir alle x aus B,
das heiBt, jede von m unabhingigen Elementen erzeugte Untergruppe
N mit M/N torsionsfrei ist normal in B. Nach einem wiederholt ange-
wendeten Schlu8 folgert man aus der Existenz eines endlich erzeugbaren
abelschen Normalteilers E1 mit Hilfe der Tatsache, daB B/CE
noethersch ist, und der lokalen k-Auflsbarkeit die Existenz eines k-
abelschen Normalteilers K== 1. Folglich ist Y«BDB™ und der Hilfssatz
ist bewiesen .

SATz 22. Ist G eine lokal k-auflésbare Gruppe von endlichem
abelschen Untergruppenrang (k endlich), so enthdlt das Radikal 9.G
die 2k-te Kommutatoruntergruppe G@.

BEwEgls. Aus der lokalen k-Auflosbarkeit folgt nach Hilfssatz 12
und Satz 9 die lokale Hyperzentralitit von G??; und nach Satz 6 ist
G hyperzentral und von endlichem abelschen Rang.

Angenommen, G®) lige nicht vollstindig in Y«G, dann wire
H® 31 fiir H=G/¥«G, und H enthielte keinen k-abelschen Normal-
teiler ungleich 1 nach Definition des Radikals Y:G. — Diese Annahme
wird im folgenden zum Widerspruch gefiihrt —.
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H®® jst als epimorphes Bild von G hyperzentral und von endli-
chem abelschen Untergruppenrang, insbesondere ist das Zentrum
3H®) 21, elementar-abelsche Untergruppen von 3H®® sind endlich,
und torsionsfreie Untergruppen von 3H® haben endlichen Rang.

1. FALL. 3H® enthilt Elemente endlicher Ordnung.

In diesem Fall enthdlt 3H® mindestens cin Element b einer
Primzahlordnung p, und {b7}=X ist eine elementar-abelsche Unter-
gruppe der in H charakteristischen Untergruppe 3H®). Also ist X ein
endlicher abelscher Normalteiler von H. Ist CX der Zentralisator von
X in H, so ist CX normal in H, und H/CX ist als Automorphismen-
gruppe von X ebenfalls endlich. Folglich existiert in H eine endlich
erzeugte Untergruppe F mit X in F und H=FCX. Nach Voraussetzung ist F
k-auflosbar, und da X normal in F ist, besitzt F nach Lemma 3 einen
k-abelschen Normalteiler K1, der in X liegt. K wird also von CX
zentralisiert und von F normalisiert, ist demzufolge ein k-abelscher
Normalteiler von H. Dies ist der gesuchte Widerspruch zu der eingangs
gemachten Annahme.

2. FALL. 3H® ist torsionsfrei.

Als torsionsfreie abelsche Untergruppe der Gruppe H®® von endli-
chem abelschen Untergruppenrang hat 3H@?) einen endlichen Rang.
Mit Hilfe der vollstindingen Induktion 148t sich nun zeigen, daB
Y HDOH jst,

Induktionsverankerung: Sei B=H%-Y n=1, dann ist B lokal
k-auflosbar, B’ ist hyperzentral, 3B’=3H®) 1 ist torsionsfrei und von
endlichem Rang. Anwendung des Hilfssatzes 21 zeigt nunmehr:

QkB=QkH(2"‘”DH(2").

InduktionsschluB von m—1 auf m:

Sei B=H%-™ n=m, dann ist B lokal k-auflosbar, B™ =H®@® jst
hyperzentral, 3B™ 1 ist torsionsfrei und von endlichem Rang. Nach
Induktionsannahme ist weiter

ngr= QkH(Zk_m+ 1) QH(Zk)'

Der Hilfssatz 21 besagt, daB
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DB=1H*-m 3 HE®

gilt.

Fiir m=2k hat man jetzt schlieBlich das Ergebnis, daB Y.H die
Kommutatorgruppe H®) enthilt, mit anderen Worten: H=G/ WG
enthilt einen k-abelschen Normalteiler K, K1, ein Widerspruch zu
der anfangs gemachten Annahme.

Also enthdlt das Radikal Y:G die 2k-te Kommutatoruntergruppe
G,

KOROLLAR 23. Jede charakteristische k-auflosbare Untergruppe U
der Gruppe G, G von endlichem abelschen Untergruppenrang, liegt in
einer maximalen charakteristischen Untergruppe A von G, wobei das
Radikal 9:A die 2k-te Kommutatorgruppe A enthiit.

BEwels. Nach dem Maximumprinzip liegt U in einer maximalen
charakteristischen lokal k-auflosbaren Untergruppe A von G, und nach
Satz 22 ist YJLAD A,

Ein besseres Resultat als das des Satzes 22 1aBt sich fiir (nil-k)-
k-auflésbare Gruppen (k endlich) angeben:

Sa1z 24. Ist G eine Gruppe von endlichem abelschen Untergrup-
penrang, so ist G dann_und nur dann (nil-k)-k-auflosbar, wenn G lokal
(nil-k)-k-auflosbar ist (k endlich).

BEWEIS. Aus der lokalen (nil-k)-k-Auflosbarkeit folgt nach Satz
6, daB das k-te Glied G der absteigenden Zentrenkette hyperzentral
und von endlichem abelschen Rang ist.

Wie im Beweis zu Satz 22 zeigt man die Existenz eines k-abelschen
Normalteilers N>=1 fiir jedes epimorphe Bild H von G im Zentrum
3(zH). Die in N induzierte Automorphismengruppe ist natiirlich nilpotent
der Klasse k. Folglich liegt ¥G im Radikal (9%, x)G. Da G/%G nilpotent
ist, also insbesondere (nil-k)-k-auflosbar, folgt die (nil-k)-k-Auflssbarkeit
von G.

KOROLLAR 25. Jede charakteristische (nil-k)-k-auflésbare Unter-
gruppe der Gruppe G von endlichem abelschen Untergruppenrang (k
endlich), liegt in einer maximalen charakteristischen (nil-ﬁ)—k—auﬂb‘sbaren
Untergruppe von G.
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Bewers. Nach dem Maximumprinzip existiert wieder eine maxi-
male charakteristische lokal (nil-k)-k-auflosbare Untergruppe von G, die
nach Satz 24 (nil-k)-k-aufl6sbar ist.

Aus Satz 22 kann man fiir endliche k noch eine Folgerung zichen.
Ob sie fiir unendliche k gilt, ist noch offen:

Satz 26. Die Gruppe G ist dann und nur dann noethersch und
k-auflosbar (k endlich), wenn sie lokal k-auflosbar ist und ihre abelschen
Untergruppen endlich erzeugbar sind.

BEwEls. Sind alle abelschen Untergruppen von G endlich erzeug-
bar, so ist G insbesondere von endlichem abelschen Untergruppenrang.
Nach Satz 2 ist 9:GDG¥™, also ist G schlechthin auflosbar. Als
auflésbare Gruppe mit endlich erzeugbaren abelschen Untergruppen ist
G nach R. Baer [3] (Hauptsatz 4, Seite 173) eine noethersche Gruppe,
also auch k-auflosbar.

KoroLLAR 27. Die Gruppe G ist dann und nur noethersch und
(nil-k)-k-auflosbar (k endlich), wenn sie lokal (nil-k)-k-auflosbar ist und
ihre abelschen Untergruppen endlich erzeugbar sind.

BEwEls. Wie im Beweis zum letzten Satz folgert man, daf die
Gruppe G auflésbar, dann auch noethersch und (nil-k)-k-auflosbar ist.

8§ 6. Produkte k-auflésbarer Normalteiler.

LemMmA 28. Ist A ein k-auflosbarer und B ein hyperzentraler
Normalteiler der Gruppe G=AB, so ist G k-auflsbar.

BeEwEsis. Sei H ein epimorphes Bild von G und H= 1. Es existieren
dann Normalteiler L und M von H mit H=LM, L k-auflésbar und M
hyperzentral. Sei M und somit 3M verschieden von 1, denn sonst ist
H=L schon k-auflosbar.

FaLL 1. 3MnL=1. 3M wird zentralisiert von L und somit von
ganz H=LM. Jede k-abelsche Untergruppe von 3M ist dann ein
k-abelscher Normalteiler von H.

FaLL 2. 3MnL=Ns>=1. N wird zentralisiert von M und nor-
malisiert von der k-auflosbaren Gruppe L, folglich liegt in N ein k-
abelscher Normalteiler K>%1 von L nach Lemma 3. K wird zentralisiert
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von M, normalisiert von L und ist also ein k-abelscher Normalteiler
verschieden von 1 von H.

H hat in allen Fillen einen k-abelschen Normalteiler und somit
ist die k-Auflosbarkeit von G bewiesen.

SATZz 29. Ist A ein k-auflosbarer und B ein h-auflosbarer Normal-
teiler der Gruppe G=AB, und sind k und h endlich, so ist die Gruppe
G no-auflsbar.

BEwels. Nach Satz 9 sind die Kommutatoruntergruppen A®@®
und B® hyperzentral. Als charakteristische Untergruppen der Normal-
teiler A bzw. B sind A® und B Normalteiler von G, und somit ist
C=APMB® ein hyperzentraler Normalteiler von G. Man sieht weiterhin
ein, daB die Faktorgruppe G/C auflésbar endlicher Stufe ist.

Sei H=G/K>1 ein epimorphes Bild der Gruppe G. H ist darstell-
bar als Produkt eines k-auflosbaren Normalteilers V und eines h-auflosba-
ren Normalteilers W von H: H=VW.

Ist R=CK/K=1, so ist R hyperzentral und 3R>1 ein abelscher
Normalteiler von H. Nach Lemma 28 sind L=VR und M=WR k-
bzw. h-auflosbare Normalteiler von H=LM. Der Durchschnitt LnM
enthdlt einen abelschen Normalteiler D=3R1, in dem H eine auflds-
bare Automorphismengruppe endlicher Stufe induziert, denn H/R ist
auflosbar endlicher Stufe.

Ist R=CK/K=1, so ist H selbst auflosbar endlicher Stufe:
H™=1, H"-Y%1, Dann sind wieder L=VH®Y und M=WH"-V
k- bzw. h-auflosbar, und der Durchschnitt LnM enthilt wieder einen
abelschen Normalteiler D> 1.

In jedem Fall ist also D nicht-trivial, abelsch, Dc LnM, H=LM,
und H induziert in D eine auflésbare Automorphismengruppe Z endlicher
Stufe m.

L enthdlt nach Lemma 3 einen k-abelschen Normalteiler N1,
der in dem Normalteiler D enthalten ist. Ist P der normale AbschluB
von N unter H, so gilt

P={N¥}={N"™M}={NM}cDcLnM,

und P ist ein abelscher Normalteiler von H. Induziert M die Automor-
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phismengruppe Y in P, so ist P= II N°. X sei die von L in D induzierte
Automorphismengruppe. vex

Da Z™-V abelsch ist, sicht man leicht ein, dafl jedes N” mit y
aus YnZ -V invariant unter XnZ™-Y ist, denn fiir x aus XnZ(™-D
gilt: N*=N"=N.

Mit Hilfe vollstindiger Induktion zeigt man, daB jedes N’ mit
y aus Y normal in L ist, denn Z ist auflosbar endlicher Stufe:

Annahme. Jedes N’ mit y aus YnZ™-" ist invariant unter
an(rn—-n).

Sei y aus YnZ™-"-D und x aus XnZ™-"-D, Es ist dann
N==NU" =N [y-1 x-1] liegt in X und in Z™-", also ist
N *1=N und N”‘ N¥=N’,

Jedes Element aus P liegt in einem Produkt endlich vieler N”i,
liegt also in einem endlich erzeugten abelschen Normalteiler von L.
Als Normalteiler von M enthédlt P einen h-abelschen Normalteiler Q>=1.
Die h Erzeugenden liegen also in einem endlich erzeugbaren Normalteiler

t
T=IIN’ von L, das heiit S= II Q*cT, und S ist endlich erzeugbar

1=1 zeX
und abelsch. Wie oben zeigt man, daB jedes Q* normal in M ist.
Folglich ist S normal in M und L und somit in H. Damit ist der Satz
bewiesen.

Durch mehrmalige Anwendung des Satzes ergibt sich das folgende
Korollar:

KoroLLAR 30. Sind A: krauflosbare Normalteiler von G fiir
i=1, ..,nund G= IIA, , und sind alle k; endlich, so ist G xo-aufldsbar.

Da sich die Satze 22 und 29 noch allgemeiner aufstellen lassen,
leiten wir den Satz ab:

Satz 31. Ist G das Produkt der ki-auflosbaren Normalteiler A:,
i aus der Indexmenge 1, k: beliebig, ist eine Kommutatorgruppe G™
hyperzentral und G von endlichem abelschen Untergruppenrang, so
enthdlt das Radikal Y8«(G) die Kommutatorgruppe G™.

Bewels. Endlich viele Elemente liegen in einem Produkt P endlich
vieler A;. Mit der Methode des Beweises zu Satz 29 zeigt, man, daB
P xp-auflosbar ist, indem man die Hyperzentralitit von P™ ausnutzt. G
ist folglich lokal Ne-aufl6sbar.
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Satz 22 gilt nur fiir lokal k-auflésbare Gruppen mit endlichem k, aber
der Beweis fithrt zu einem gleichem Ergebnis fiir beliebiges k, wenn
man die Hyperzentralitit von G™ in die Voraussetzung aufnimmt.
Daraus folgt die Behauptung des Satzes.
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