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SUI MOTI POLINOMIALI

Franco DE FRrRANCHIS *)

Introduzione.

In un precedente lavoro, [ 1], sono stati definiti, con riguardo ad un
sistema particellare in moto rispetto ad un riferimento omografico (flui-
do) i tensori

K& = % m(x'—xc"o’,

(1)

Al= T m(x'— xc")(x'— xc")

che denotano, rispettivamente, il momento baricentrale delle quantita
di moto ed un tensore doppio, dipendente dalla struttura materiale del
sistema, le cui componenti presentano comportamento analogo a quello
dei momenti baricentrali del 2° ordine (momenti e prodotti di inerzia)
introdotti nella Geometria delle masse.

Con riguardo a due riferimenti omografici (O, a) e (2, b) con
0, Q, au, b (t, p=1, 2, 3) funzioni geometriche del tempo si &, al-
tresi, introdotto il tensore

0y ©
(2) Vi = a—fg 0>

indicando x* le coordinate del generico punto P nel riferimento (O, a) e
le y* quelle del riferimento (€2, b); quindi P=0+x'aq)=Q+y%b,, .

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo di Ricerca N. 29 del Comitato
Nazionale per la matematica del C.N.R., per I’anno accademico 1966-67.
Indirizzo dell’A.: Istituto Metematico, Universita, Palermo.
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Si sono considerate le relazioni
os (T)s gyt
3) =V by

che generalizzano le formule di Poisson. II tensore V(™ viene, dunque,
ad avere comportamento analogo al vettore w. nello studio dei moti
rigidi.

Si & avuto, anche, occasione di considerare una generalizzazione del
legame tra velocitd angolare e momento baricentrale della quantita di
moto nei sistemi rigidi pervenendo, stante (1), alla relazione

@) K" = AV,

In [4], a pag. 482, C. Truesdell e R. Toupin considerano tensori
analoghi al momento generalizzato delle quantitad di moto. Con riguardo
al generico sistema particellare S, assumendo come polo un punto mobile
Q e posto r*=x"—xg", i tensori suaccennati possono assumere 1’aspetto

(5) Kbt t=Zm ... rheyf,
(5 Rbv -ty to= Tt ... Povtv?—ogt T mr ... o9, ecc.

essendo le somme estese a tutti i punti del sistema S?).

Nel presente lavoro useremo i tensori (5) e (5°) %) di tipo euleriano,
e opportuni analoghi di tipo lagrangiano. Cominceremo col generalizzare
(§ 1) le (3) con riguardo a moti polinomiali di ordine n qualunque.
Stabiliremo delle relazioni analoghe a quelle che intercedono tra le com-
ponenti della quantitd di moto e del momento delle quantita di moto di
un sistema rigido rispetto ad una terna solidale da un lato e le derivate
della forza viva rispetto alle caratteristiche dall’altro (§ 2).

Poscia generalizzeremo le (4) e stabiliremo delle equazioni che,
note le condizioni iniziali, consentono di determinare opportuni analoghi
del tensore V" e dei vettori b(,) per un generico moto polinomiale; tali

1) Nelle definizioni introdotte in [4] viene assunto come polo £ l’origine
della terna di riferimento, ossia un punto fisso ed il sistema considerato & continuo.
2) In [4] a proposito dei tensori (5) e (5”) & detto testualmente: « their dyna-
mical significance is as yet unknown and their properties remain to be learned ».
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equazioni hanno, per i sistemi vincolati a compiere moti polinomiali di
ordine n, un ruolo analogo a quello delle equazioni di Eulero per i
sistemi rigidi (§ 4).

Esporremo, anche, alcune osservazioni sui momenti generalizzati
(§ 3 e 4) ed estenderemo, sotto due forme diverse, un teorema dell’Al-
mansi nonché la nozione di spazio dell’Appell con riguardo ai moti poli-
nomiali, (§ 5), sostanzialmente proseguendo una ricerca iniziata in [1]

e [2].

1. Teorema del momento generalizzato delle quantita di moto e analogo
delle formule di Poisson per moti palinomiali.

E da notare che, in base all’equazione fondamentale della Mecca-
nica, per un punto generico P di S si ha

(6) ma'=F,

con manifesto significato dei simboli.
Moltiplicando i due membri per - ... -#*» ¢ sommando le rela-
zioni ottenute per tutti i punti del sistema si ha:

@) T mr' .. reai= T L PFi=Fl e

La &g introdotta in (7) dicesi momento (euleriano) generalizzato
delle forze rispetto al punto ).
La (7), per le (5) e (5"), pud scriversi:

. . P :
(8) K};{ hp, 1:8.'}‘111 hp, it Z R?{ o hg_qhgiy e hp, i, hs.

s=1

Vogliamo ora generalizzare le (3) al caso di moti polinomiali qua-
lunque (non necessariamente omografici), nel senso pilt avanti precisato.

Oltre Q sia dato, in funzione di ¢, un sistema di vettori b,, .. op
completamente simmetrico rispetto agli indici pi1, ..., pp , per p variabile
tra 1 e n. Diremo polinomiale di grado m un moto rappresentabile me-
diante un’equazione del tipo

9 P(yl’ yz’ )73’ t):Q+yplbpl+yP‘yp2bplpz+ N AT yp"bpx e,
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per n=m. Si riconosce facilmente che se P(y, y*, y’, t) e Q(2, 2, Z*, ¢t)
sono polinomi di ordine m nelle y e z rispettivamente che definiscono lo
stesso moto polinomiale di ordine m le y sono funzioni lineari inver-
tibili delle z.

In conseguenza delle (9) si ha, per le y nulle, p!b,, ... 0o =Pres .0,
ove con la sbarretta si denota derivazione tensoriale; passando alle com-
ponenti con riguardo ad una prefissata terna cartesiana ortogonale
(0, ¢, &, &), usando indici latini con riguardo alle coordinate x° di P in
questa terna e indici greci con riguardo alle y?, si ha:

(]0) P!b;, ppzcs X P/Pl Pp=x7p1 - Pp*
Derivando rispetto al tempo:
(11) PIbS, .y = X Vs .

Poniamo ancora

. _ aypl ayPi os _ 1 ayPi aypx
(12) Viiou= 5 - @bﬁ = 5

c X v/Fx P,‘=

1 atl+ +tiv 1 at1+ +t§vs
s —_
il Oxh ... Ox'’

1S X oxi o

o | . .
Le Vi, .., costituiscono, a meno del fattore iE il gradiente i™
della velocita. )
Poiché per (9) si ha:

x'=xa'+yrby+ .. +Y o YU,
(13)

vt=vn‘+yplgl:1+ A +y91 b ypnlo);l e Pn?

risulta, in base alla simmetria dei sistemi b, ., , per esempio

t
ng =bo'+2y"bt, + 3y yebl,, e Y Yobly o
(14) Y

o o o o
Vo= b+ 2y7bL, 4 3yPyPby, 4 . 0y L Yubg,

.p”'
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Allora in Q (ossia per le y nulle) si ha:

dat ° °
(15) (5-},0)0=b0‘ ’ (v;pl)ﬂ:b:,’ see s (v;p, .. p,.)ﬂzn! b;x «- Pn
da cui, tra I'altro, si vede il significato fisico delle b,,..,.

Risolvendo le (12) rispetto alle b, per i variabile da 1 a n, in
conseguenza delle (15) si hanno le

(16) b L=V o bt b,

che costituiscono la suaccennata generalizzazione delle (3).

Identifichiamo V*, ossia V3§ .., per i=0, con vy’ Inoltre, tenia-
mo conto che le (16) sono solubili in corrispondenza di valori iniziali
arbitrari delle b,'; ne segue, in base a (13), e (16), che ’atto di moto
polinomiale »* (all’istante iniziale) ¢ determinato dal sistema V3 .,
(i=0, 1, .., n). Tale sistema costituisce, quindi, ’analogo per i moti
polinomiali delle caratteristiche u, v, w, p, ¢, r di un moto rigido (cfr.
[5], pag. 184). Le quantita V; _, possono, allora, chiamarsi caratte-
ristiche del moto polinomiale all’istante considerato.

Pensate le V; _, come funzioni assegnate del tempo, le (16) rap-
presentano una generalizzazione delle formule di Poisson (riferite ad
una terna fissa), includente (3) come caso particolare.

Risolte le (3) (ossia le (16) per i=1), la risoluzione delle (16) per
i da 2 ad n si effettua mediante integrazioni rispetto al tempo.

2. Epressione dei momenti generalizzati delle quantita di moto di ordini
0, 1, ..., n mediante la forza viva nel caso di un moto polinomiale
di ordine n.

E noto che, con riguardo ad un sistema rigido, la forza viva puo
pensarsi come funzione delle caratteristiche del moto rigido, ciog delle
componenti u, v, w, p, q, r dei vettori caratteristici vo ed w rispetto
ad una terna solidale; le derivate parziali rispetto ad u, v, w, e p, q, r
della G si identificano, rispettivamente, con le componenti secondo la
medesima terna della quantitd di moto Q e del momento delle quantita
di moto K, rispetto ad Q.
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Tali relazioni sono suscettibili di generalizzazione nel caso in esa-
me. Invero, per le (13)

(17 T=1 X m@a+y byt ... +y% .. youb, )
onde
9% iy eihi 0 o 1
(18) PP = Zm(va’' +yb, + ... +y* ... yb, ),
ossia
(19) 9% _ s mi=q.
avn

Analogamente, intendendosi

(20) K;,p‘ wbp iz 3 mv"ypl v Yo,
si ha
(21) Kip = myiy= 20
ab,
e, in generale %)
. ) d
(21) K% i= T moiyn ... yo= Q,CG .
b, ..o,

Essendo G una forma quadratica nelle +* e ob;1 ey P=1,2, oy 1),
da (19) e (21") segue:

(22) 2T=Qua'+ 38K v b, =

P

n *, 9.
— Eosi,.Knpx e Py 'b‘l,i e tp?

3) La %, nella (17), si pensi definita per valori qualunque di Ep, ... pj » anche

non simmetrici rispetto agli indici; da questo punto di vista si intendono eseguite
le derivazioni.
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ove Kift %' e b ., per p=0 sono definiti da
(23) Ki=Q' , bi=xq (onde I;"::vn").
Per p=1, 2, ... consideriamo il tensore a p indici
(24) A% =T my" ... ¥,

completamente simmetrico. Stante (21°), le (17) e (20) divengono

n o, o

—1 g eer Dy Ot oo O Tt 3

C=1 p'Zq:zo Ao @%by, b s
(25)
. n o,
:lpl e By E Z Ai‘ pp. (- TR a-qb:r1 g
p=0
Fissato un istante #,, a tale istante siano

(26) xa'=0, bl’;l':- 3;1, b;l pp=0 (p=2, 3, .., n);

allora per (13) e (20) si ha:

(27) ri:xi:}’i , K*g e P lng o Py i.

3. Espressione dei momenti generalizzati delle quantita di moto me-
diante un’opportuna generalizzazione dell’omografia di inerzia e le
caratteristiche di un moto polinomiale.

Scriviamo l’analoga della (4) assumendo come polo un generico
punto Q (eventualmtente variabile) anzich¢ G, come segue

(28) Knls:Alths.
Si ha, per la (13),,

(29) b= T mrrv = T mr'r'fvos+ y"ll;pf + oy y"nl;’ml o]

n
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e per le (16)

(30) K@ *=Z mr'r"[va*+ymbaV; + ... +y7 ... ybl .. bnVi ...t
All’istante t=to, per le (26) e (27), tale relazione diviene

(30" ot =Zmrrtlve’ +raVi 4 oL eV LD

Per p=1, 2, ... introduciamo il tensore a p indici completamente
simmetrico

(31) A%t Sp= X mr ... ',

uguale a A3 °» per t=tp.
Per t=t, risulta allora pure

(32) Kg *=AMpg* + A"V; + . AM - WVE
che costituisce una generalizzazione della (28), ¢ quindi di una nota
espressione del momento delle quantita di moto.

Piui generalmente si dimostra che 1’analoga espressione per le quan-
tita di moto (generalizzate) di ordine n & la seguente

(32r) Kg lp, s=Al1 ll’vns-l-Al’ ’Pt‘V':l‘l‘ +A11 e lpty e t"‘/:x ety
In essa possiamo riguardare il sistema Ah- %% %(i=0, ..., n)
come una generalizzazione dell’omografia di inerzia.

4. Equazioni dei momenti lagrangiani generalizzati per sistemi a vincoli
lisci oppure qualsiasi - Osservazioni sui momenti generalizzati.

Ci proponiamo di stabilire alcune equazioni che, con riguardo ad
un generico moto polinomiale, consentano, a meno di condizioni ini-
ziali, la determinazione delle V (oppure delle b); esse risolvono un
problema analogo a quello risoluto dalle equazioni di Eulero con ri-
guardo al moto di un sistema rigido intorno al baricentro.
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Conformemente a (23) possiamo scrivere le (13) nella forma

n n o
(33) X=X b, Y. Y, V=T b, Y . Y

p=0 p=0
e considerare le b;f1 .0p(P=0, ..., n) come coordinate lagrangiane q,
qz2, .., qn; le coordinate cartesiane dei punti M di S si esprimono
linearmente nelle b} . ,». Denotiamo con F@ la forza attiva agente
sul generico punto M; poniamo

34) Qrnw=2% F(“’—a’-‘—— Fr@en o= T F@yn | yPp

;L

P

e diciamo &@ - momento lagrangiano generalizzato delle forze at-
tive agenti su S. Per t=to esso si riduce al momento euleriano generaliz-
zato della stessa forza (vedi (7) e (27)).

Da (33) e (34) segue

(35) *axl =y91 yp,,, Qﬁ‘ Pp:gy':‘(a)m by
abl, .,
onde per (25):
(36) 0% -0 G :K?’ By (p=0, )

abél < Pp - a?):;l P

13

Di conseguenza, supposti lisci i vincoli, le equazioni di Lagrange
si scrivono

o

(37) Ko fo=Q0 o=@ 9y (p=0, 1, .., n)

€ per (25)2 ’

— (@), .
=d; »,

(38) S AS 0 0 °‘1°[;ia1...a

q=0 ?

Moltiplicando le (6) per y* ... y* in corrispondenza al generico
punto di S, sommando e tenendo conto delle definizioni (20) si ha

o

(39) K?x Py — g:Px pp
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con
(39" = T Fy™ ... y».

Le (39) possono dirsi le equazioni dei momenti lagrangiani gene-
ralizzati e si riferiscono a tutte le forze, attive e vincolari.

Le (37), valide nel caso di vincoli lisci, sono le analoghe per le
sole forze attive.

Per (37) e (39°) la condizione che S sia a vincoli lisci é

(40) &1V rp=0 (p=0, 1, ..., n)
e le condizioni di equilibrio di S, supposto a vincoli lisci, sono
(40" & @e =0 (p=0, 1. ... m

Consideriamo ora il sistema S’ ottenuto da S con I'aggiunta dei v
vincoli:

(41) flar, ..., gv)=0 (=1, 2, ..., v).

Stante l'attuale significato delle coordinate lagrangiane, le (38) van-
no sostituite con le

n 00, v X af
Pr eee By Oy ven O Foi — CC*(a)py ... P j ]
(42) pzz‘,oA* ) b o= » -+ i2=‘,1). Fyot
Il sistema vincolato rappresentato dalle (41) e (42) pud essere, in
particolare, un corpo rigido; basta porre n=1 ed identificare le (41)
coi vincoli di rigidita

(4 1 I) fhk — Spobphbgk . Shk =0

afhk — S hlkx kpht
onde b7 =8/b* + 8 *b"".

Eliminando i parametri M dalle (42) e (41") si ottengono equazioni
equivalenti a quelle di Eulero (per p=1) o a quella della quantita di
moto (per p=0).

E immediato dedurre alcune proprieta dei momenti generalizzati
delle quantita di moto e delle forze. Riferiamoci, per es., ai momenti
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delle quantita di moto; in modo del tutto analogo si comportano i mo-
menti delle forze agenti su S.

Sia K% *»-% il momento di ordine p, rispetto ad Q, delle quantita
di moto e sia " un punto diverso da Q. Posto

r=QP, r=Q'P, r=0'Q,

con riguardo alle componenti si ha:

(43) K4 % f= Z mo(rs+r™) ... (Fe+r"%)
ossia:
p
(44) K?i Pps ;:K;a o O i+ Z r*pLKg e PL—1PL 4] e Py i_l_
1=1

p
o i e R R B R L e N B I 1 &)
1, s=1

Se per un particolare punto Q. & K& % ‘=0 per p=0, 1, ..., n,
allora, qualunque sia ', si ha:

(45) K% o i=0 (p=0, 1, ..., n).
Inoltre, se K% - °« ‘=0 per ogni Q, risulta
(46) K% - =0 (p=0, 1, ..., n—1).

Invero, nella condizione posta, la quantitd K% - ®% espressa dalla
(44) per p=n & nulla comunque si scelgano r'®, ..., r'®, il che implica
le (46).

Ci0 generalizza il noto fatto che l’annullarsi del momento delle
quantita di moto rispetto a qualunque punto implica ’annullarsi della
quantita di moto.

5. Introduzione del moto polinomiale dell’Appell associato al sistema
S - Corrispondente generalizzazione di un teorema dell’Almansi.

Consideriamo un generico sistema S (continuo o particellare) ani-
mato di moto, eventualmente non polinomiale, e proponiamoci di gene-
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ralizzare un teorema dell’Almansi (cfr. [2] e [3]) al caso di un atto
di moto di trascinamento polinomiale.
s . 9. * 19 .
Teniamo fissi ¢ e le b}, . op € cerchiamo le b;, ., , per cui I’energia
cinetica relativa sia minima.
In corrispondenza all’atto di moto

BE[b;, e PO b;l ...pP; P=Os 1’ seey n]
si ha:

: ry I3 n °.
47) T =% X m(vi— PN v’ — ), V= ,Eob;‘ PR L 2
Stante (13), le b; . », che rendono minima la G ritenendosi as-
segnate le b}, ., verificano le

(r) (i
(48) ?:Z; =— Z m(vi—v{”) E%L“ =— Zm(vi—v{”)y" ... y»=0.
Py -e Pp (p=0’ 1, ceey n)-

Per (20), le (48); equivalgono alle

P1 .- Pp

(49) K:,")"‘ v Py i=K;{‘ o P i_K;;(r)m i) (p=0, 1, ..., n)
essendo v;=v{"+v{" e
(50) Ky etriz= T mpPyn L oyh, KPPt iz= TmoPyn Ly

Le (49)., stante (25),, si scrivono

n o, "
(51) X AY e by g =Kt et (p=0, ..., n).
q=0
Si osservi ora che, in quanto equazioni di Lagrange nelle coordinate
. oo,
lagrangiane b, . o le (38) sono risolubili*) rispetto alle &% ., s qua-
lunque siano le & @& - #; quindi ¢ diverso da zero il determinante delle
Al P % e in conseguenza, le (51) sono risolubili rispetto alle
o

i
0y ... Og *

4) Supponiamo che % espressa mediante la (17) sia una forma definita posi-
tiva. Tale ipotesi & certo verificata nel caso di un sitema continuo.
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Essendo dato il moto di S, fissati comunque le b;, ., (¢=0, ..., n)
e listante ¢, si possono calcolare i valori delle A% %% - e Kg* = %F"
che competono al sistema S all’istantei t sicche, risolvendo le (51), si
vengono in sostanza ad esprimere le b; s, in funzione delle b, .. o
(p=0, ..., n) e di t. Tali espressioni costituiscono un sistema normale
di equazioni differenziali nelle bf,1 e dp che, sotto late condizioni di rego-
larita sul moto di S, sono risolubili in corrispondenza a condizioni ini-
ziali generiche, per es. del tipo (26).

Si pud, dunque, determinare un moto polinomiale di ordine #n che
ad ogni istante minimizza l’energia cinetica relativa di S.

L’analogo risultato ottenuto nel precedente lavoro [1] rientra in
quest’ultimo allorché si scelga I’atto di moto B in modo che sia b}, ,=0
per p>1.

Il considerato moto polinomiale di ordine n ottenuto in base alle
(51) verifica in ogni istante le (49) ossia annulla i momenti generalizzati
relativi delle quantitd di moto di S degli ordini O, 1, ..., n; esso pud
dirsi moto polinomiale dell’Appell di ordine n associato ad S, ed & deter-
minato quando siano date le condizioni iniziali. A tale riguardo, non
sono essenziali i valori iniziali delle b' e b,' mentre quelli delle b} . o
per p>1 lo sono.

Resta cosi esteso ai moti polinomiali di ordine n un teorema di
Almansi: Il moto di trascinamento polinomiale di ordine n, soddisfacente
a date condizioni iniziali che ad ogni istante minimizza (mediante la
propria distribuzione di velocitd) I'energia cinetica relativa G del si-
stema materiale S e quello che (mediante la propria distribuzione di
velocita) annulla i momenti generalizzati della quantita di moto relative
di S degli ordini 0, 1, ..., n.

Osserviamo che si pud dare un’altra generalizzazione del teorema
dell’Almansi. A tale scopo, consideriamo il caso in cui valgano le (26)
e quindi anche le (27). Allora per (32’) le (50); possono scriversi

(52) Ké tp, i:Kf-:)l‘ lp, i— Z A" tp, ty .. 1qv:'x ity
(p=0, 1, .., n),
: ° . :
ove Vi=xg'=vq'.
Per le (26) le A% % %% coincidono con le A% '» "~ e quindi,
per una proprieta gia accennata per queste ultime, il determinante delle
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Al Tpotitg & diverso da zero. Inoltre, essendo noto il moto di S, ad
ogni istante si possono calcolare i valori delle A4 't e delle
K} ' sicche dalle (52) si ricavano le Vi t,in funzione del tempo.

Stante (26) e (27), per (12) le Vi . ,, coincidono con le 3‘;1 e ley

coincidono con le x’; in conseguenza, per (33):, le V' risultano deter-
minate per ogni punto di S.

Noto I’atto di moto all’istante ¢ & univocamente determinato un moto
del fluido di trascinamento avente, per ogni ¢, tale atto di moto. Questo
moto di trascinamento, gia considerato in [2], pud dirsi moto dell’Appell
avente atto di moto polinomiale di ordine n nelle coordinate cartesiane
associato ad S.

Poiche ad ogni istante questo moto verifica le (48) e (52) si puo
enunciare la seguente seconda generalizzazione del teorema dell’Almansi:

Il moto di trascinamento avente ad ogni istante atto di moto polinomiale
di ordine n nelle coordinate che minimizza Uenergia cinetica relativa
di S & quello che annulla i momenti generalizzati delle quantita di moto
relative degli ordini O, ..., n rispetto a qualche (e quindi ad ogni) pun-
to .

Dal precedente teorema risulta [cfr. (49 per p=0] che vs=v§.

Cid non implica affatto che v’ uguagli la velocita e’ dell’elemento
del fluido di trascinamento sovrapposto a G; anzi pud essere differente,
come tra l’altro risulta da un esempio considerato nel precedente lavoro

[2].
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