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COMPLEMENTI ALLA MIA NOTA:
SU UNA CLASSE DI POLINOMI TPOELLITTICI

di LAMBERTO CATTABRIGA (a Ferrara) *)

In una precedente nota [2] ho definito e studiato una nuova classe
di polinomi ipoellittici chiamati (g, ..., g¢"-V)-quasi-ellittici ed un’al-
tra classe, in questa contenuta, costituita da polinomi soddisfacenti
ad una valutazione 14 indicata come condizione d).

Nella presente nota si prova (n. 1) che ogni polinomio (g, ..., g*-1)-
quasi-ellittico soddisfa alla condizione d), onde le due classi di polinomi
introdotte in [2] coincidono. Nel n. 2 é contenuto un completamento
del teorema 1 di [2], utilizzato poi nel n. 3. In questo si esamina breve-
mente il caso particolare di polinomi chiamati fortemente (3(®, ..., ¢"-1)-
quasi-ellittici, estendendo a questi alcuni risultati di G. C. Barozzi [1],
relativi a polinomi fortemente quasi-ellittici.

Dopo che la mia nota [2] era stata inviata per la pubblicazione, &
apparsa qui una breve nota di V. P. Michailov [5] nella quale & intro-
dotta una classe di polinomi piu generale di quella da me studiata in [2]
ed apparentemente coincidente con quella dei polinomi multi-quasi-el-
littici definiti da J. Friberg [3]. Una parte dei risultati della pres-
ente nota & contenuta in alcune affermazioni che si trovano enuncia-
te in [5] senza alcun cenno di dimostrazione.

L Sia s = (sy,8) € C"*, v >1; 8y = 0o + i70€ 0, 0y, ToER; s =0+
+ite(?, 0 =(01y, ooy Ov)y T=(Ty, oy )ER; 8, =0 + 914, kb =
= 1, .., v, 0 = (0, 0) € R**.. Sia P(8) = D36,8% a = (aqy .., &) € R*H,

*) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di ricerca del Comitato Nazio-
nale per la matematica del C.N.R.
Indirizzo dell’A.: Istituto matematico, Universita, Ferrara.
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un polinomio in § a coefficienti complessi costanti che scriveremo anche
n

nella forma P(8) = P(so, 8) = D ;847IP)(s) con P;(s) = >4iss% a =
0

= (0 ..oy Q) € R, j = 0..., n, polinomi in s a coefficienti complessi co-
stanti. Sia a,, ¥ = 1, ..., », il massimo esponente con cui s, figura iso-
lato in P(8), ossia in P,(s).

Supporremo che

a) Py(s)=¢po#0, a>0, k=1, ...

Sia @ = max a; e poniamo ¢ = (¢, ..., @) = (a/a,, ..., ala,) e {q, ad> =
k

= ;quak. Sia poi (P;) = {a € R’; ¢;x+ 0},

m; = max <g, a>
ae(Pj)

il g-grado di P,(s) e Pj(s) = Dacias* Risulta me = 0 ed m, > a. Suppor-

<q,a>=m;j
remo che

by mi<m,, =1, ..,n—1.

E ben noto che l’ipotesi a) ¢ soddisfatta se P & ipoellittico. Cid ac-
cade anche per l’ipotesi b). Infatti, posto |s | = ik | 8 | Y% e per o # 0,
or=0|0| *k=1,..,9 0 = (01 .., 0)8

Py(0) = Py(| o |'o’) = | o |"P(c") + Ri(| o |"a"), j=0,.,n,
con | [hrfrl Ri(| o |%6")/| o |™ = 0. D’altra parte se P & ipoellittico, os-
o]>+oo

servato che "~7P(0, ¢)[d30%~? = (n — j)! P,(0),

1) Pio) _ Pyo) _|o|™™[Pyo') + Ri(| o |'0")/|a|™]
P(0, 6) Palo) P,(0') + R.(| 0 [a")[| o |

v
dovra tendere a zero per ;kai — + oco. Ma & 1), qualunque sia ¢' e

per ogni j =0, .., n — 1.
|0|<§k(l/Qk|Gk,_l/qk+1)<§klakl+v 1/2(2 1/2+"’

1) Si veda [4], p. 99.
2) 8i utilizza la diseguaglianza 2* — ax + « — 1 < 0, vera per ogni x > 0
se 0 <o <1
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e quindi, se
lo|>2v, |o|< 2v1’2(ik0§)”’ .
T

Per ogni fissato o', |¢'| =1, la (1) deve quindi tendere a zero per
|6 | — 4 oo e percid deve essere m; < m,, j =1, .., n — 1. Cid va-
le anzi qualunque sia il vettore ¢, con ¢, > 1. Le ipotesi a) e b) sono
dungque soddisfatte da ogni polinomio ipoellittico P(s).

Sia ora j, =0 e

m; — m
pp= max ———*  h—0,..,r—1,
fp<igsn ) —

jatr = max {ﬁl 5 my = my, + pu(j — i)}, h=0, ...,r—1,
ia<i<n

ove r e tale che j, = n,

h

My, = Mgy + Palfner — ) = Zipi(fiﬂ —ji) = max m,.
0 0<i<p 1y

Risulta
Po>P1> e P >0, 0=j,<jh <..<jr=n.

Per comoditd di notazioni porremo p_, = + oo e p, = 0. Sia infine

m;:mfl.‘i‘ph(j_jh)a In<j<jrmr, hk=0,..,7r—1.

In [2] abbiamo osservato che per h=1,..,7 e j=0,...,n ¢
Pr-1(n —j) + m; < Pr-1(® — §u) + my,, il segno eguale verificandosi soltan-
to per §j = ju-1y «ooy Ju. P P € (Pny Pa-1), h=0, ..., 1, & inoltre p(n — j)+
+ m;' < p(n —ja) + my,, j =0, ..., m, il segno eguale verificandosi sol-
tanto per §j = j,. Per p > 0, posto
(@ o sep>1,

2(p) = (2(P), 9(P)) = (4o(P); G:(P); -y 4(P)) = @ g -
» q/p) se p<1,

il g(p)-grado del polinomio P(3) & dunque u(p) = (p(n—ja)+m,) qo(p)/p
per p € (Puy Pr-1ly b =1,..,7, € per p > py, h = 0. I termini di P(3)
aventi q(p)-grado eguale a u(p) sono quelli contenuti nei polinomi

a
S§THPra(8) = 547 3, sPTIPYs) se p=payy B =1, ooy 7,

A1,
m,=m,
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e quelli contenuti nei polinomi
soTHhPL(s) se  peE(Pay Pri) h=0, .. r.

Da cid segue facilmente il
LeMMA: Se ¢l polinomio P(8) soddisfa alle a) e b) risulta

- g 5™ Pu-s(8) $€ P = Pr-1, h=1, ..,
lim ¢-#( P({i®§) =
f>too 8’6"“1’;,,(8) se P € (Pny Pr-1)y h=0, ..., 1,

uniformemente rispetto ad § contenuto in insiemi limitati %).
Contemporaneamente resta anche provato che

lim t—.u(p)rzi | to(2)gy | = | aimis | ™ —

t>+oo 0
N T P P Y N S N
( [ 8o P~ | s " se p € (Pny Pr-1)y =0, ... 1,

uniformemente rispetto ad s contenuto in insiemi limitati.
Sia ora f = i'nf Bi, con B; = mj—q-grado di (P,(s) — Pj(s)) per gli

j per cui m; = mj e B; = mj — m; per gli j per cui m; <mj, e y un

numero positivo minore di 1/2 inf (p,-; — ps). Si vede facilmente che
o<h<r

per p € [Pi1— Yy, Prr + 7], h=1, ..,7 il g(p)-grado dei polinomi
P(§) — sp~P,_,(8) ¢ minore di u(p)—inf (B,y). Lo stesso accade del g(p)-
grado dei polinomi P(§) — s§= P (s), h =0, ...,7, 8e pE (Ps + ¥, Pr-1 — ),
h=0, ... v— 1 epe(0, ppoy—y), h =r.

Posto
i "~ HP,(8) per pePay—y, Par + 1, k=1, .71,
A,(8) =
( S""”‘P;h(s) per p € (pa+y, T)h~1——y), h=0, cy r—1,
epe0,p,y—y), h=r,
€ quindi
@) lim ¢-#O[P(ti@5) — A, (t%5)] = 0

t—~ oo

uniformemente rispetto a p € (0, 4- oo) e ad § contenuto in insiemi limitati.
Analogamente, posto

3) (tu(P)F) = (10(®)gy, ..., t9v(?)s,). Analogamente nel seguito ({(Pls) = (t%(®s,, ...,
tev(?)s,). Questo lemma completa il lemma del n. 1 di [2].
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|80 "=t 8 [P 4 | 80 "7 [ 5 ™
per P E[pr-r— Ys Pa-1 + 9]y b=1, .51y

B,(s) = .
( ‘ %o I”_” | s ‘mj" per pe (P + ¥y Pr-1— ¥ k=0, ...,7—1,
PE 0, ey — ), =T,
<}
r -
(3) tliin t—”(”)[%,- | 10 ®g, l"_ % | 11 ®@g |'"f.' — B,(t*™5)] =0

uniformemente rispetto a p € (0, + o) e ad § contenuto in insiemi limitati.
Supponiamo ora che P(3) soddisfi anche alla

¢) Pra0)#0 ¥ Gel={ceR*; oeR —{0}, o,eR},
h=1, .., 7r.

In [2], posto §(p,)=q™, h=0, ..., r—1, abbiamo chiamato (¢, ..., ¢")
-quasi-ellettico un polinomio P(5) soddisfacente alle a), b), ¢). Per un
tale polinomio risulta ¢)

| Baca(0) | = C o™ (| oo |71 + | 0 " ™), wGER, h=1,..,7

| Py o) | =>C|o|™, »NoekR, h=1, ..,r
con C costante positiva °), onde pure
| Ay(0) | > OB,(6) ~oeR* e wpe(0, + o0).

Se C, < C,periceR+eipe(0, + oco) tali che
@ 6|3, |00 5™ = B(6) | + | 4,0) — PE) | < (€ — CIB,(@)
risulta quindi
Ol 3, [o0 ¥ |0 [ = BL@) | + CBAS) < | 4,5) | — | 4,6) — P@) |
onde, per ogni ¢ € R**! tale che per almeno un p e (0, -+ oo) sia sod-

4) Si veda [2], n. 4

5) Anche nel seguito, salvo esplicita indicazione, denoteremo con O, Oy,

0y, ..., O, ... delle costanti positive indipendenti dalle variabili che entrano nelle
singole maggiorazioni, il cui valore potrd variare da formula a formula.
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disfatta la (4),

B) | PG)| > | A,06) | — | 4,6) — PE) | > C, ; Lo " | & ™.

v
Sia ora | s |, :Zlk|s,c M) " e (0, + o00); 15 [, = | 80 [V 4 ||,

e se G+ 0 op) =0, |5 ],”, k=0, .., v, &)= (0p), o(p)) =
== (Go(p)’ ceey Gv(p))- E

(6) sl <[s|p® <Cp)|s|
con CO(p) = »o")7 ¢

(6) 50l + s lr <[5 [0 <2om(( a0 | + [5]7),
[0 |7 4 | | < |5 [0/ |3 [10% < sup (1, (2072 )(| 30 [4 + | 5 ) 5

inoltre |o(p) [, =1 ¥ oce R — {0} e ¥ pe(0, + oco).

I limiti (2) e (3) con o(p) in luogo di § saranno uniformi rispetto a
ce R+ — {0} e pe (0, + co0). B poi

[ |G15@ [oo()]" 7 o(p)["n + |6|; Es1= PO~ 50|y (p) "~ =1 g1 (p) |5n-1]
Se p€e [ph—l -V Dr-1] h = 1, ey T,

Bm (-7 = - . ) . i ‘
(o) ( IGI’;(”U%(ZJ)!" 7n_1|0.(p)lm;h,1+ Io-l—(p—m_x)(h.—h._;) |0.0(p) |'n in IG(P) Im,h]
se P € [Pr-1y Pr-1+ ¥, h=1, .., r,
By(0) = | [ | ao(p) [" 7 | o(p) [
se

PEDrt VyPa-1— )y h=0,.,r—1, pe(0,p,1— y)y h=r.

Se per un € (0, 1) & soddisfatta una delle

la'o(p)|>5 se P =>p, ’
(7) | oo(p) | >0 e | a(p) I >0 8¢ P E (Pr-1y Do) 5
la(p) | > 6 se pe(0, p ,

¢ allora

By0) > C,|a [j®,
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con C, dipendente soltanto da 8. Scelto O, = /2, i o€ R**1 — {0} e
pe (0, -+ oo) per cui ¢ soddisfatta una delle (7) verificheranno quindi
anche la (4) se

(8) 02 | & |y I z:‘ || & [2®y(p) " | | & [©@a(p) ™ —
— B,(| [[@6(p) | + [ ;70| 4,(] & [#25(p) — P(| & [{25(p) | < C.0)2 .

Cid accade non appena | G |, ¢ sufficientemente grande, |G |, > L, con L
dipendente soltanto da 4. La (5) varrd dunque per ogni &€ R*+' — {0}
tale che per almeno un p > 0 valga una delle (7) e sia | & |, > L. Mostria-
mo che esiste una costante positiva C, tale che cid si verifica per ogni
o con oo | + |0 | = Co.

Dalla (6') segue

! IGOI IO'0|
O e < W S e
om0 <o | < —Lel

oo Ta] = P [t o

con C'(p) = 2-7v~1 e O"(p) = inf (1, (29)-V?+), v Ge R**1—{0} e p>0.
Per 6 < O'(p) & quindi |o,(p) | > 6, se |o| <|oo [V? (C'(p)[d — 1)/7;
per 6 < C"(p) & |a(p)| >0, se |o|> |00 V7 (C"(p)/6 — 1)~

Sia ora p € [p,1, Dol, 28 <inf (C'(p,)y, C"(Ps-1)) € | 06| + |0 | >0.
Se |a| <o U7 (C'(po)6 — 1)Y70 & dunque |o,(p,) | > J; se invece
| o |>] 00 |V% (C"(po)/8—1)"/* allora o & anche |o|>|oo[** (C"(p,-,)[6—1)
nel quale caso risulta | o(p,-,)| >0, oppure & | o |<| 0, [Mor=1(0"(pyp-y)[6—1) L.
Il primo caso si presenta sempre se |o, | <<1; nel secondo riuscendo
|os|>1 e |o]|/|os [ funzione continua e crescente di p in [p,-1, Pol,
esiste certamente un p € (p,_., po) tale che (C"(p,-)[6—1)2<|a |/ |0, [V?<
< (0'(po)/8 — 1)¥™ e quindi tale che (C"(p)/d — 1) < |o|/|o [V? <
< (0"(p)]d — 1) poiché per p € (Pr—1, Po) & C"(p) > C"(pr-1) € C'(Po) <
< 0'(p). Per ogni o€ R+ con |o,| + |0 | >0 & dunque sempre veri-
ficata una delle (7) per almeno un p € [p,-1, Pol-

Osserviamo ora che se p > 1

|6 =]00[*+|o|>|0[” +p|o["" +1—p,
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onde se |a, [Y? + |o [Y* > p, per p € [pri, Dol &

16 1o = 1/p(| 00 [*? + [ o ['") = 1/po(| 00 | + [0 P>
Se p <1, per (6) &

1G], >0+ ol >1ploal + o +1—1/p

e quindi se | do [* + | o [ > 1/p, per p € [P, Po] &
161, >p(loel?+ |0 ) > pral| 00| + |0 ).
Pertanto se |, | + | o | > sup (pf, p;{e—) risulta
|6]o=>x(oo| + |a|*, ¥pEDr1, Pl

con x = inf (1/p,, p,—,), onde sard |G |, > L % P € [Py, Dol 8|00 | + |0 |>
> (L/x)Y*. Per tali ¢ ¢ quindi verificata la (8). Posto C, = sup (p?,
pMpe—, (L/x)V*) resta cosi provato il

TEOREMA 1: Se P(8) soddisfa alle a), b), ¢) esistono due costanti positive
Co € C, tali che per ogni o€ R*+ con |ao| + |0 | > C, &

r
1 PG) > 63y 00 [0 |,

cioé: se P é (¢, ..., qr—0)-quasi-ellittico esso soddisfa alla d) di [2].
Da questo risultato e da quanto esposto in [2] ¢) segue facilmente il
COROLLARIO: Se P ¢é (39, ..., g"—V)-quasi ellittico esso é piw forte ?)

n
di ogni polinomio Q(3) = Y, s57Q,(s), tale che i polinomi Q; abbiano q-grado
0
non superiore ad m;, j =0, .., m; in particollare P e P'(3) =
n
= 3, ss~?P(s) sono egualmente forti.
0

my=mj

%) Si veda la prima parte del n. 4.
) Nel senso definito in [4].
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2. Come in [2] poniamo q.(p,) =q¢P, h=0,..., r—1; k=0, ..., ».
Per i =1,..,7v, sia 8§ = (8, .., Sii1, Sit1y =y &) E C”, |89 |, =

v
Q) » ) .
= D, |[s:[% e, per s) £ 0, s, =s,|8D 7% , k=0, .., i—1,i+]1,
0
ki
very Py SV = (80, ey Sis1y Sit1y -y 8y). CoOn o) e T, g} @ T4, 00D € T

indichiamo rispettivamente le parti reali ed i coefficienti dell’immaginario
di s, s; e s'. B sempre | s |, = 1.

Supponiamo che P(5) soddisfi alle a), b), ¢). Tuttii polinomi P; , h =1,
.., 7, sono allora ¢g-quasi-ellittici, onde tutti i numeri m;,/q;, h =1, ..., 7;
k=1, .., », sono interi positivi. I polinomi in 2

(9) Py 1(Soy -y Sic1y A Sit1y weey 3;), h=1, .., r,

hanno dunque grado mj;/g; qualunque sia s¢)’. Per )’ =0, (o7, ...,
Gi-1y Git1y oy 0,) € B2 — {0} tali polinomi hanno tutti gli zeri con
parte immaginaria non nulla qualunque sia ¢, € R. Se invece (o7, ...,
Gi-1y Oit1y -y 0y) = 0 i polinomi (9) hanno m;, /q; zeri nulli qualunque
sia oo € R, che ora & necessariamente diverso da zero, ed i rimanenti zeri
con parte immaginaria non nulla. Ognuno dei polinomi (9) ha dunque
per 9" =0 (m;, — m;,_,)/q; zeri con parte immaginaria non nulla
qualunque sia ¢(9'. Per essi riuscira

| Im A(cD") | > 40",  wod',

con ¢’ costante positiva. Per ogni s’ con | 7' |, sufficientemente piccolo,
| T | < &, ognuno dei polinomi (9) ha quindi (m;, — m;,_,)/q; zeri tali

che
| Tm A(s(') | > 26" .

Dal lemma del n. 1 segue che per ogni s’ fissato ¢

-1 (h—=1)
(10)  Lm |5 [0 P(s) |80 [0y ) o) ) 1|s()lq“ S IFCIN
| ()] p—y—>o0
@D =1 s
Sera | 84 [l vy 8, | 8™ l,, 1 )=8 »P,_, (S0 vevy Sic1y Ay Sta1y weey 8),
h=1, .., r,

uniformemente rispetto ad s9’. Per h = r i due polinomi in 2 a primo
ed a secondo membro di (10) sono entrambi di grado m,/q;, qualunque
sia (', Per |s ()|,_, > 4 oo, s()’ fissato, gli zeri del polinomio a primo
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membro tendono a quelli del polinomio a secondo membro uniforme-
mente rispetto ad s(d’. Per gli zeri di P(s), considerato come polinomio
in s;, risulta quindi

(r—1) v
(11) [s:(s9) | < €' ] 59 |";_1 < O] s [P 4 S, | 55 [10%)
ki

per | st |,_, sufficientemente grande; inoltre per (m, — m; _,)/q; di tali
zeri e

’ : 1ag" =Y ”(i'_l) ' ailp < aila
(12) | Tm s,(s) | > &' %,C | s | ) f >0,0'(]so | '—1+12,c|sk|' )
ki k#i

per |s|,_, sufficientemente grande e |7() [, <¢' |s® |,_,, mentre
gli altri m, _ [q; tendono a zero per |s( |, —> 4 00 86 (81, ...y i1,
Sit1y +eey 8y) = 0. Per h << r ed s, # 0, il polinomio in 4 a secondo mem-
bro di (10) ha effettivamente grado m;,/q;, mentre i coefficienti delle
potenze di A di esponente > m, /q; e < m,,_,[q: del polinomio a primo
membro tendono a zero per |s() |,_, - + oco. Ragionando come in [2]®),
si vede allora che il polinomio in A a primo membro di (10) ha
(my, — m;,)/q; zeri il cui modulo tende all’infinito per [s”) |,,_l — + oo,
$o# 0 e i restanti m,,/q; che tendono agli zeri del polinomio in 1 a secondo
membro. Vi sono dunque m;, _,/q; zeri di P(s), considerato come polinomio
in s;, che tendono a zero per |s() |,_;,— 4 00, 8¢ # 0, (81, ..oy Siy,
Sit1y -y &) = 0 ed (m;, — m;,_,)/q; zeri tali che

v
| Im s;(s(®) I > 016'([ So IQi/Ph—l + zlk | Sk |w/ak)
k#1

¥ s e con sg# 0, |70 [y <& |8 |4y, |89 |-, sufficientemente
grande e

14
| 8:(s9) | < O] s, [#/7 + ;k | 8, |24/
k1

per |s( |,-, sufficientemente grande, s, # 0. Se s, = 0, considerando

la (10) per h = r e ragionando come qui sopra si vede che P(s), consi-
derato come polinomio in s;, ha m,/q; zeri che soddisfano alle (11) e (12).

8) Si veda la nota 4).
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Tenuto conto che

v v 1/'19) v
(§k|8k|)7—01<%klskl <§kl8"|+03

k#i kst k1

y = inf (1/¢§"), vale dunque il
Bk

TEOREMA 2: Se P ¢ (§©, ..., qr—V)-quasi-ellittico, allora per ogni
i =1, ..., v, 6880 ha (m;, — my,_,)[q:, b =1, ..., 7, zeri s,(s) tali che

| s4(s9) | < €(] 8o "1 + z | 84 [,

k;éi
v
por ogni 50 con 3, |5 > I ¢
ki
v
|Im 84(8(9) | > 5(| So lwlvn-l + ;k | S lq;/q,,) ,
k#1

v v v

per ogni s con . |T| <ed,|ox|, D |8|>L; C 6, & L co-
o ok o

stanti positive.

3. Chiameremo fortemente (§®, ..., q\*-V)-quasi-ellittico un polinomio
P(s) soddisfacente alle a), b), e
¢) ReP,,(0)#0, w~oel={ceR"; oeck —{0}, o,cR},

h=1, .., r,
Recy # 0.

In tal caso risulta

Re Py(5) = im’:"ReP(a)a&O v&e R — {0},

mj=m

onde Re ﬁ;,(&) ha sempre lo stesso segno in R+ — {0}. f’o & allora
fortemente quasrelhttlco e quindi i numeri j, e my,/q, k=1,..,
sono tutti pari; Re Po(o) ha in R*+1 — {0} lo stesso segno di Re ¢g,.
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Anche P,, & fortemente quasi-ellittico e RePj (o)ha in B* — {0} lo stesso
segno di Re P,(0). .

Per » >2 I' & connesso, onde ciascuna delle Re P, ,(c), h = 2,
.., 7, conservera ivi sempre lo stesso segno. D’altra parte per

j=f51+1y weey j’n c

| Re P; (o) |

Reria| < Olol™,  mi>m,
1

o quindi

. Re P,(o) -
L, Re P (o) 7’(0) =op~", ¥o,eER.
o~ deve quindi avere sempre lo stesso segno per ogni o, € R—{0}, onde
anche j, deve essere pari. Re '131(&) ha dunque in I"lo stesso segno di
Re P, (o) ossia quello di Re ¢,. Di questo stesso segno sard anche
Re P; (o) = Re 1'5,(0, o) per ogni o € R* — {0}. P, & percid fortemente
quasi-ellittico e quindi i numeri m;,/¢;, k¥ = 1, ..., v, sono tutti pari.

Se v = 1, ognuna delle Re P,_,(6), h = 2, ..., 7, conservera lo stesso

segno in ciascuno dei due semipiani ¢ > 0 e 0 < 0. E ancora

i B8 Pi®) _ ey

lo]»0 Re Py(0) — ° '

onde j, deve essere ancora pari. Re ﬁl(&) ha quindi lo stesso segno di
Re P} (o), ossia ancora quello di Re ¢, sia per ¢ > 0 che per ¢ < 0. 8i
giunge cosi anche in questo caso alle stesse conclusioni del caso v > 2,
ove soltanto si ponga ¢ = ¢, = 1.

Allo stesso modo si ragiona sugli altri polinomi ﬁ,,_,(&).

Sul polinomio Re P(c) si possono ripetere i ragionamenti che provano
il teorema 1. Vale dunque il

TEOREMA 3: Se P & fortemente (q9, ..., ¢r-Y)-quasi-ellittico tutte le
Re 1;,,_1(&), h=1, .., r, hanno in I' lo stesso segno di Re cyo; di tale
segno sono pure le Re P (o), h =1, ...,r, in R — {0}, cioé i polinomi
P, sono tutti fortemente quasi-ellittici, ed © numeri j, e my,[q, h=1, ..., 7;
k=1, .., sono tutti pari. Inolire per ogni GeR+* con |oo|+ |0| > C,

v

r
Re oo Re P(6) > C; Dpoh™» ;" ol |
0
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Osserviamo che indicato con a,; il coefficiente di s»/%, k=1, ..., »,
in Py, h=1, ..., r, anche le Re a,, hanno tutte lo stesso segno di Re cq,.
Anche il polinomio

-~ r v r
11(s) = g8t + ;,, s~ zl:ka/hksfj"/gk = I1y(s)s5 + zl,,s’:)_ BIT4(s)

soddisfa quindi alle a), b), ¢’) onde per il corollario del teorema 1 i poli-
nomi P, P' e II sono tulti egualmente forti.
Per te[0, 1] e h =1, ..., r poniamo ora

?h—l(t; 5) =PIl \(s) + ITW(s) + t[l';;h—l(s) — sPp= I [T,y (s) — ITi(s)].
Da

Recoo'R3§h—1(&)>0 V';TEF, h=1, ..., r,

Recy - Rello) >0 woeR —{0}, h=0,..r,
segue che se
Re o - Re [Py 4(6) — o+~ 1T, (o) — IT,(0)] <O,
allora il suo modulo & necessariamente minore di
Re ¢y * Re [op~ [T, (o) + II,(0)] .
B dunque

Recy - Re Py y(t; ) >0, v6el e wte[0,1], h=1, .., r.

Per ogni o€ R* — {0} i polinomi in 4 P,-,(¢; 4, o) abbiano ng »-, (¢)
zeri con coefficiente dell’immaginario positivo ed ng »-,(t) zeri con coeffi-
ciente dell’immaginario negativo. B n§ ,,() + neo, na(t) = jn — Ja-1-
Per v > 2 i numeri ng ,-,(?) ed ng »—,(f) non dipendono da ¢ € R* — {0}
essendo questo insieme connesso in R*. Tali numeri non dipendono nep-
pure da ¢, poiché per ogni te€ [0, 1] nessuno dei polinomi considerati
pud avere zeri reali. E dunque

A3)  nga-a(1) = 1 a1(0) = (a — ja-1)/2 = 5 a-1(0) = ng a-s(1) .
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Secondo quanto ¢ stato provato al n. 2, qualunque sia ¢ € [0, 1] i poli-
nomi in A Pur_i(t; Goy eers Gicyy Ay Oiryy eeey 0y) =1, ..5v5 h=1,..,7,
hanno sempre (m;, — m;,_,)/q: zeri con parte immaginaria non nulla per
ogni o» € R» — {0} ed m;,_ ,/q; zeri con parte immaginaria non nulla se
(Gry veey Oim1y Giqy veny Gy) € B0 — {0}, nulli per (oy, ...y Os—1y Gir1y .oy 0,)=0.
Siano n% ,-,(t) ed ng ., (t) quelli fra i primi con coefficiente dell’im-
maginario rispettivamente positivo e negativo. Se v > 2 tali numeri
non dipendono da ¢(» € R* — {0} poiché altrimenti essendo tale insieme
connesso in R il polinomio considerato avrebbe o uno zero reale per un
(O1y veey Gio1y Git1y -oey 0y) € R*~1 — {0}, 0 uno zero reale non nullo per
(G1y eovy Gicqy Git1y -ory Oy) = 0, gy = 0, oppure un ulteriore zero nullo per
(Gyy wery Gim1y Git1y ooy 0y) = 0, 6o *= 0. Essi non dipendono neppure da ¢
poiché altrimenti fissato un o € R*—{0} con (gy, ..., Gi=1y Gir1y «vy 0,)#0,
vi sarebbe un ¢ € [0, 1] in corrispondenza al quale il polinomio in 4 IN’h_,(t;
oy vy Oi_1y Ay Git1y -ey 0,) avrebbe uno zero reale. B quindi

(14) nt (1) = n1p1(0) = n75-1(0) = n7ay(1) = (M, — ma‘;.-l)/ZQi .

Se » =1 ciascuno dei polinomi ﬁh_l(t;é) ¢ divisibile per spa-1/n
ed i polinomi @, ,(t; ¢) = a;"!h—xlﬂlf’h,l(t; o) sono tutti fortemente
quasi-ellittici. La validita delle (13) e (14) ¢ allora caso particolare di
un risultato di G. C. Barozzi [1]?).

Ricordando il teorema 2 ed il teorema 1 di [2] si conclude che

TEOREMA 4: Se P ¢é fortemente (q©, ..., q"V)-quasi-ellittico il poli-
nomio P(sy, ¢) ha per h = 1, ..., 7y (jo — Ju-1)/2 2eri s,(c) con

Im s4(06) >0 |a |1,

ed altrettanti con
Im s4(0) < — O |a |1,

v
per Y.|ox|>L e ciascuno dei polinomi P(Gq, ..., Gi 1y 8iy Git1y ey Oy,
T

i =1, .., v, (my, —my, |)[2q; zeri s,(c*)) con

Im s,(0®) > 5(' G Il]t’/l’h—l + Zlk l Oy Ia,-/qk)
k#i

%) Tale risultato, che riguarda il caso di polinomi fortemente quasi-ellittici in
un numero qualunque di variabili. & provato con ragionamenti simili a quelli te-
nuti qui sopra.
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ed altrettanti con

per

(1]

[2]

(3]

(4]
[5]

Im s,(09) < — 8(] o |%/™-1 + 1z’° low [, k=1, .,7,

ki
v
>, low| > L; L ¢ 6 costanti positive.
0
k#1
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