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CALCOLO DELLA DISTRIBUZIONE STAZIONARIA
DELLA TEMPERATURA
NELL’INTERNO DI UN REATTORE NUCLEARE
COL METODO DI RITZ

di G. CASADEI - G. TOSELLI (a Bologna) *)

Sommario.

Viene descritto un metodo per determinare la distribuzione stazionaria
della temperatura all’interno di un reattore nucleare attraversato da
canali refrigeranti paralleli tra loro, nell’ipotesi che non ci sia conduzione
nel combustibile nella direzione dei canali, per cui lo studio pud essere
limitato ad una sezione perpendicolare ai canali stessi.

Applicando il metodo variazionale di Ritz, la soluzione numerica
dell’equazione di Poisson che regola la distribuzione stazionaria della
temperatura viene calcolata mediante la combinazione lineare di polinomi
di 60, 70, 8° grado. Mancando qualunque criterio di utilitd pratica per
determinare Perrore da cui & affetta la soluzione, 'attendibilitd dei risul-
tati numerici di questo problema & stata ottenuta mediante il confronto
con risultati ottenuti per altra via.

1. Introduzione.

Lo studio della distribuzione stazionaria della temperatura nell’interno
di un reattore nucleare attraversato da canali refrigeranti cilindrici paralleli
tra loro, nell’ipotesi che non ci sia conduzione all’interno del combustibile
nella direzione dei canali stessi, pud essere limitato ad una sezione per-
pendicolare ai canali.

*) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di ricerca del Comitato Nazionale
per la matematica del C.N.R.
Indirizzo degli AA.: Centro di calcolo del CNEN, via Mazzini 2, Bologna.
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342 G. Casadei - Q. Toselli

Inoltre supponendo che i centri dei canali refrigeranti siano distribuiti
sui vertici di poligoni regolari, per ragioni di simmetria, si pud limitare
lo studio solo a una parte della sezione.

Con riferimento alla figura 1 la determinazione della soluzione del-
Pequazione differenziale di Poisson che regola il fenomeno:

»T »T Q

+

@) da? w@ K

pud essere limitata al dominio ABCD nel caso che i poligoni siano qua-
drati e al dominio EFGH nel caso che i poligoni siano esagoni. @ ¢ la
sorgente di calore per unitd di superficie e K & la conducibilitd termica
del mezzo. Le condizioni al contorno da associare alla (1) sono le seguenti:

T
oL =0 su¥%, ove¢® élaspezzata formata dai seg-

on menti AB, BC e CD o rispettivamen-
te dai segmenti EF, FG e HG.

@)

T=f su €,, ove%,é&larco AD o rispettivamente
I’arco EH.

Q\J\

Fig. 1 - Sezione di un reattore in cui i centri dei canali refrigeranti sono distribuiti
sui vertici di quadrati (@) e sui vertici di esagoni regolari (b).

Si pud dimostrare che il problema di determinare la soluzione della (1)
con le condizioni al contorno (2) & equivalente a quello di determinare
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la funzione u(z, y), minimizzante 1’integrale:

I [CR St

dove la u soddisfa le condizioni al contorno (2):
condizione necessaria e sufficiente per 1’equivalenza dei due problemi &
che non sia vuota la classe di funzioni « cosi definita:

% continua, con le derivate parziali prime nel do-
minio ABCD (o rispettivamente EFGH)

w =f su %,

(4) QU
— =0 su ¥
m
I(u) finito

Seguendo il metodo di Ritz, una soluzione approssimata del pro-
blema (3), equivalente al problema (1), & cercata nella forma:

(5) us(e, y) :él pi, )

ove le ¢, sono dei polinomi in x e y che soddisfano le condizioni (4).
Prendendo come sistema di riferimento un sistema di coordinate
cartesiane Ozy, ove O coincide col centro di un canale refrigerante, i
segmenti BC, AB e CD (o rispettivamente FG, EF e GH) appartengono
alle rette di equazioni:
v=1, y=-+4pur

ove u nel caso del reticolo quadrato ¢ uguale a 1, nel caso del reticolo
esagonale & uguale a 4 ?7/3.
Supponendo f costante, non si lede la generalita del problema ponendo
f =0 e poiché P’arco AD (o rispettivamente EH) appartiene al cerchio
di equazione:
vy —r=0

le gx(x, y) avranno la forma:
(6) Pe(@, ¥) = (@ + y* — r*)Py(x, y)

ove P, sono polinomi da ricercarsi in modo che siano soddisfatte le con-
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dizioni:

QP QP
—Sf?l+b—;w=0 per y = 4+ ux
(M)
(@ + y* — r?) bbl;" + 2¢P, =0 per z =1

Occorre tuttavia osservare che la soluzione del problema & una fun-
zione simmetrica rispetto all’asse x; ora le (7) non sono sufficienti, in
generale, ad assicurare che i polinomi P,(x,y) abbiano la stessa pro-
prieta di simmetria. Conviene aggiungere esplicitamente la condizione:

@) Py, y) = Pilw, —y)

In tal modo le u* definite dalla (5) soddisfano tutte le condizioni (4)
e la classe delle 4* non & vuota se i P, sono di grado non inferiore a quattro.

2. Determinazione delle funzioni di Ritz.
Posto

Pz, y) = @ + 0107 + @y +
Agg®® + AnZY + Bory® +
U3®® + Gy @Y + A1 ®Y* + Aosy® +
o + 0 2%Y + A 1 0Y* + Aoyt +
A5o®® + Gu@'Y + ApT®Y® + WY + Ay 2Y* + aosy® +
Aol® + Q5 Ty + Wp®Y? + AgTPY® + WYt + A5 2Y° + Aoey®

9)

i coefficienti a,; vengono determinati in modo che la (9) soddisfi le condi-
zioni (7) e (8).

La condizione di simmetria (8) impone che i coefficienti dei termini
contenenti potenze dispari di y siano tutti nulli, ossia:

(10) Aoy = Gy = Qg1 = Agy = Qg = U1 = Qg = A3 = Qg3 = Ug3 =

= loy = 15 = 0.

Tenendo conto delle (10), la prima delle (7) da luogo alle seguenti
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8ei equazioni:

(11)

a, =0

Aoz = Qg9

2048 — Gypp® — o304 = 0

209500 + 4@ogi® — 2a01° — dagou = 0

20500 + 401 0° — Qyyp® — 3agu* — Sageu = 0

204000 + 4Wogpi® — AAgelt® — 2a9u° — 404> — Bagopu = 0 .

La seconda delle (7), sempre tenendo conto delle (10), da luogo alle
seguenti quattro equazioni:

(12)

(BB — 7)(ay0 + 2lag, + 3Pag, + 4PPay, + Hltas, + 61ag,) +

+ 2U@oo + @rol + @aol? + Azel® + agolt + asel® + agol®) = 0
(BB —172) (@12 + 20251 433512 + 40451%) 1 21(@ g +- Aol + Agel? 4 agl* +
+ agl?) + ayo 4 2laz, + 3lay, 4 4Pay, + 5llas, + 6l3ag= 0
(I — 72)(@1q + 2aal) + 2U(@oq + @1l 4 @zql?) +

+ A + 2@y + 3ag,l? + 4a,l® = 0

2lags + @14 + 2lay,, = 0.

I sistemi (11) e (12) ci permettono di determinare i valori dei coeffi-
cienti non nulli del polinomio P(x, y).
Per determinare tali valori bisogna distinguere i due casi: y =1

e,u=\/§-/3.

Primo caso: u = 1.
I sistemi (11) e (12) forniscono le seguenti equazioni:

(13)

Aoy = Qg9
Ay, = 3ay
Aoy = Qyo

Ay, = 3ay, — Das,

Ay = Ggy + 3(Ago — Qos)

(12 — 7°)(2ay + 3lag, + 41%a,, + 5Pay, + 6l'ag) +

+ 2(@o0 + zol® + Agol® + @gol* + A5ol® + @gol®) = 0

(12 —72) (@10 42500 1 3a3l? + 44ol%) + 212 + Aol +a3al* +

+ Bgal® + Agol*) 12000 4 3lage + 4240 +51Pa50 - 6l'ag,) = 0
(12—72)(@ra+-21ass) +2U@os + Aral + Aogl?) + 1o + 200l +30550* +
+ 4a,lP =0

ags + Ay + 2a, = 0.
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Considerando le prime cinque equazioni come definizioni delle va-
riabili al primo membro in funzione di quelle al secondo, il sistema (13)
8i riduce ad un sistema composto dalle ultime quattro equazioni nelle
dieci incognite:

Qooy 20y QAzoy Agoy (509 Agoy (aay Giay Ggzy  Gog -

Questo sistema ammette co® soluzioni dalle quali si ottengono i se-
guenti sei polinomi linearmente indipendenti:

P, (2,y) =(61*—612r2 +1*) +-r2(a? +y2) — 2(x* -+ y* —2%y?)
Py(w,y) =10 —303(22 +y?) +- 203 +3ay?) —3ary?
Py(@yy) =415 —1003(a +y?) -+ 512(a* 4 3wy?) + (8 —Bary?)
P,(x,y)=1(881° —144142 4 9012r* —15r¢) —51(141* — 10122+ 3r4) (x? +y?) —
14) < —4(212—r2)(0® —ba®y?) +101(22° — 3a%y* -+ 3y°)
Py(z,y) =14(312—272) (412 —r2) — 12(412 —72) (2t +y*) -T2 (412 4 Tr2)a?y? —
—2lr*(wy* 4 30%y*) + (@'Y +y'a?)
Py(2,y) =312(1614 —612r2 4-r*) — 313(2612 —r2) (2?4 y2) +4003(x® + 32y?) —
—121(3a%y? +ayt) +-2(a0+-3a%yt) .

V3

Secondo caso: u = 5 -

In questo caso il sistema (13) si scrive:

Qo = A3

Ba;, = 9as,

Asz = 3@y — Goy

9a, = 4baz, — 1la,,

Bty = 3ty — 3aps + 274,

(I — 1%)(2a50 + 3lag, + 4l2ayy + 5lPag, + 6ltaq) +

+ 2(ag0 + Payo + Bage + ltay + Pag, + lPag,) = 0

(12— 72)(@1a+ 2lag 1 3VPag, -+ 4Pay) + 2l(ago -+ la1a+ PPag, +-
+ Pasy+ Pag) + U2a50+ 3lage+ 41Pas0-+ 5lPaso+ 6ltag) = 0
(BB— 72)(ra+ 2lays) + 2U(Aos+ layy + PPayy) + 612+ 2lay; 4
+ 3las; + 4lPay = 0

ay + 2lage + 2la,, = 0

(18)
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e procedendo in modo analogo al caso u = 1 si ottengono i seguenti sei
polinomi:

Pz, y) = @28 — ) — (21 — r)(@* + 9°) + 2(2*y* — )

Py(z, y) = 20 — OB(a* + y*)+21(5a° + ay?) — 3 + 3aty?)
Py(w, y) = —8l°+ 30P(a*+ y*) — BI*(52°+ 9wy?) + 3(2°+ 5ay?)
Py(x, y) = BB(1761*— 18012+ 45rt) — BI(1612— 9r2) (22 + y?) —

— 41(22°— 3bx%y?+ 45xyt) + 10(x®— 6xty* -+ 9xiy*)

Py(z,y) = —P(A1218—1161*r24 27r) + 312(1812— 137%)(2*+ ¥?) +
+ 2(28+ 3r) + (2 + 3y*) — 4l(11a*y*— 9wyt) — 2(a8+ 9y°)

(16) <

Pywyy) = — % 13(400s — 36122+ 9r%) + % B30I — 9?) - (22 + y?) —

— B(B2*+ 9xy?) + 3+ 3yt) — 3l(at+ Baty?) + a8+ 9wyt .

Se il polinomio (9) fosse di quinto grado si troverebbero nelle (14)
e (16) i primi tre polinomi, se fosse di quarto grado solo i primi due.

Per mezzo di tali polinomi tenendo conto della (6) si possono quindi
definire le tre classi di funzioni:

2

us(®, y) =k§1 @GPy Y)

3
7) us(w, y) = kgl Pe(y )

6

Ug(@, y) = kgl o, Y)

nelle quali ricercare la soluzione del problema (3).
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3. Determinazione della soluzione approssimata del problema.
Una soluzione approssimata del problema (3), equivalente al problema

(1), all’interno di ciascuna delle classi definite della (17), si trova impo-
nendo:

(18)

Qs aq)k Uy WP Q ]
De % o dedy =0
ff[ba: dw by w K P

econ k=1,..,n per n =2, 3, 6.
Posto

3% 5% s D‘Pk)
= ——) dzd
ok f f dr dw Dy oY y ®

e (4 e

la (18), per mezzo della quale si determinano i coefficienti delle combina-
zioni lineari (17) tali per cui si abbia un minimo di I(u;), & equivalente
al sistema lineare:

19)

n
(20) szl Og kg -+ ﬁk =0 per k= g eeey N

Gli andamenti della temperatura ottenuti per n = 6 nei tratti di
contorno MNCD nel caso x =1 e PQGH nel caso u = v 3/3 sono ri-
portati rispettivamente nelle figure 2 e 3.

In ciascuna delle due figure le curve contrassegnate coi numeri 1, 2,
3, 4, 5, 6 e 7 sono state ottenute nell’ordine per i seguenti valori di I/r:

1.0, 11, 1.2, 14, 1.6, 1.8, 2.0.

\

In ogni calcolo si & inoltre posto:

=1
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Fig. 2 - Distribuzione della tempe-
ratura lungo il contorno MNOD
con riferimento alla Fig. 1, a.
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Fig. 3 - Distribuzione della tem-
o¥r—/—/—=--=—2 peratura lungo il contorno PQGH
P Q  con riferimento alla Fig. 1, b.
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Infine nelle quattro tabelle I, II, ITI, IV sono riportati alcuni risultati
numerici ottenuti col metodo di Ritz e coi metodi descritti in [7] e [1].

Nelle tabelle I e IT i valori numerici sono relativi a punti equidistanti
del tratto di contorno NC della figura 2, mentre nelle tabelle IIT e IV
a punti equidistanti del tratto di contorno QG della figura 3.

I valori delle tabelle I e III sono stati ottenuti con I/r = 2 e quelli
delle tabelle IT e IV con l/r = 1.2.

Tab. I - Valori della temperatura lungo il tratto di contorno NC. Si pud confrontare

con la curva 7 della figura 2.

}A:"
e[z:ﬁ

Ritz:n=2

Ritz:n:=3

Ritz:n-6

Sparrow 7]

Biasini [ 4]

T

0.62080

062266

©.84446

0.88506

0.88069

063407

0.63597

0.85744

0.83234

089260

0.67408

0.67644

0.83507

0.84387

092688

Q174436

0743568

0.9554%7

0.94908

0497839

0.83595

0.823845

41.0348

0.98674

4.0444

|a956%0

0.95336

4.0549

4.44 38

4.0387

A.41020

4.19698

412095

1.1846

12535

4.25'72

4.2680

14894

4.2442

44045

1.408%

4.940

12536

42875

1.5255

1.6301

1.2908

13038

43468

1.5773

4.58¢e0

1.2796

43248

413268




352

G. Casadei -

G. Toselli

Tab. II - Valori della temperatura lungo il tratto di contorno NC. Si pud confrontare
con la curva 3 della figura 2.

e A
@I'L = 4.2

RBitz:n-2

g;tz: Ns 5

Ritz:n=6

Sparrow 1]

Bigsim [4]

Ty

0.025%72

0.02580

0.03399

0026448

Q026449

Qo27ee

0.02735

Qo3686

002793

002884

003240

003249

004159

003254

0.03642

004076

004088

005164

0.04067

004866

005393

005409

0065179

005272

006605

0.0724%7

007239

0.08405

006886

0086 80

008546

0039574

040499

0.08866

0.40868

042268

0.12304

0.12643

0. 4073

0.412874

0.1603

0.15438

0.44408

013274

0.44493

017483

0.47536

0.15543

0.15043%

0.1BB3Y%

0.18548

0.48603

0.158 78

0.48786

015897
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Tab. IIT - Valori della temperatura lungo il tratto di contorno @G. Si pud confrontare
con la curva 7 della figura 3.

}J s \)’3/5

a/w =@

B(bz:n-a

Bil'z:vuS

Ritz:m:=6

Oparrow 7]

Rigsini [4]

Q

0.62484

0.69834

0.7438%

O.74467

0.74333

lo.68833

0.7048"1

0.74609

0.74638

0.708Y

071236

0.75265

0.764144

0.75414 4

0.7857 4

0.72842

0.76299

075963

lo.74885

0.756235

077623

o.77056

0.77335

0.'T7609

0.78004

0.'79419

0.7886 7

jo.8oé're

084084

0.80638

079844¢

a80g¢e 4

0.83805

0.84234

062045

084288

0.86682

a8ri22

283092

082639

0.82808

0888sr

089308

0.83745

083662

IQ 8974 4

09043%

083945

084081

083939
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Tab. IV - Valori della temperatura lungo il tratto di contorno QG. Si pud confrontare
con la curva 3 della figura 3.

A = V3is
eft = 42

Ql\:z ins 2

Ritz:nx 3

Ritz:n-6

SPavrov [7]

Biasini [.4]

TQ

0.02648

0.00647

0.02645%

0.02484

0.02492

10.02664

0.02664

0.02659

0.02534

0.02852

0.02793

0.02792

0.02790

0.02672

0.08728

0.03042

003044

0.03009

0.02906

0.08044

003346

0.03348

0.08313%

0.08228

0.03391

[008689

0.03698

003695

003630

003836

0.04444

0.04 143

0.0443%9

004080

0.04234

004622

Qo4624

0.04646

004876

0.04774

0.05082

0.06084

0.05075

005034

0.05482

0.05446

005445

005439

0053384

0.05469

W

0,05 60

005589

005582

0.05540

0.05579




(1]

(2]

(3]
[4]

(61
(6]

(7]

(8]
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