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SULLA PROPAGAZIONE DI PICCOLE PERTURBAZIONI
MAGNETOFLUIDODINAMICHE IN UN FLUIDO COMPRI-
MIBILE IN ROTAZIONE UNIFORME

di G. MATTEI (a Pisa) *)

Introduzione.

B. LEHNERT in [1] e [2] ha messo in luce gli effetti notevoli che ha
una rotazione uniforme sulle onde magnetofluidodinamiche (m.f.d.) piane
in un fluido omogeneo indefinito. Avendo di mira la parte interna del
gole I’Autore ha considerato in [1] e [2] il fluido incomprimibile.

Lo scopo principale del presente lavoro & lo studio del problema nel
cago del fluido comprimibile barotropico, caso che & sembrato di interesse
anche in relazione a possibili problemi concreti di Astrofisica.

L’azione simultanea di un campo magnetico e di una rotazione unifor-
me su un fluido elettricamente conduttore comprimibile barotropico é
stata gia considerata, facendo uso di equazioni linearizzate, da .
CHANDRASEKHAR in [3] (cfr. anche [4] N. 120 ¢), ai fini pero di studiarne
l’influenza sul criterio di Jeans sulla instabilitd gravitazionale ). In [3]
e [4] PAutore considera il fluido non viscoso e dotato di conducibilita
elettrica o talmente elevata da potersi considerare infinita.

Riprendendo qui, per lo scopo sopradetto, le equazioni usate in [3]
e [4] trascurando le fluttuazioni del potenziale gravitazionale, nella prima
parte di questo lavoro si considera il fluido non viscoso e di ¢ infinita, men-
tre nella seconda si esamina il problema nel caso in cui il fluido debba
considerarsi viscoso e di ¢ finita.

*) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di ricerca del Comitato Nazionale
per la matematica del C.N.R.
Indirizzo dell’A.: Istituto di Matematiche Applicate, Fac. Ingegneria,
Universitd di Pisa.
1) Gli effetti di una rotazione uniforme in svariati altri problemi m.f.d. sono
stati studiati da vari Autori. Si veda per es. la Bibliografia indicata in [5].



Sulla propagazione di piccole perturbazioni, ecc. 325

In tutte e due le parti si studia la propagazione di piccole perturbazioni
m.f.d. sia nella direzione ortogonale che in quella parallela all’asse di
rotazione.

Il campo magnetico primario, supposto uniforme, si considera dappri-
ma di direzione arbitraria nello spazio; successivamente si esaminano i
vari casi particolari che si possono presentare in relazione a particolari
suoi orientamenti. La rotazione manifesta effetti rilevanti che sono sem-
brati di interesse.

PARTE 1

FLUIDO NON VISCOSO E PERFETTO CONDUTTORE
DELL’ELETTRICITA

Le equazioni linearizzate usate da S. CHANDRASEKHAR in [3] e [4], con
riferimento ad una terna di assi uniformemente rotante con la velocita
di rotazione £ della massa fluida, sono 2):

R a?
bl ' b
(1) 7 o grad o' + T, (rotb) AB, + 2v AR,
b
(2) D—t == I‘Ot ('D ABO) y
(3) divb =0,
d0'
(4) T T @ divo

In esse a e la velocita locale del suono, v, b, ¢’ le perturbazioni dello
stato d’equilibrio relativo nel quale i valori dell’induzione magnetica
e della densita sono B, e p,. Assumiamo come terna di riferimento rotante
una terna sinistrorsa di coordinate cartesiane ortogonali x, y, 2, con =z
asse di rotazione, di versori i, i,, i,.

2) Oltre che da CHANDRASEKHAR queste equazioni sono state usate da vari
altri Autori nello studio di problemi relativi alla instabilita gravitazionale e magne-
togravitazionale. Tra essi segnaliamo: N. BeL, E. ScHATZMAN (cfr. per es. [6]
in cui non si considerano gli effetti dovuti al campo magnetico); A. G. PACHOLCZYK,
J. S. StopoLkIEWICZ autori di molti lavori sull’argomento fra i quali per es. [7]
in cui si tiene conto della viscositd e la conducibilitd elettrica & assunta infinita,
[8] in cui 8i considera finita la conducibilitd elettrica ed il fluido non viscoso. [9]
in cui si considera la rotazione non uniforme.
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1. Propagazione in direzione ortogonale all’asse di rotazione.

Assunto lasse x parallelo alla direzione di propagazione, avendosi
nel caso generale:

B, = By.i, + By,i; + B, ’
le (1)-(4) forniscono il seguente sistema di equazioni scalari:

AV, a? dp’ By, b By, b
5 We ¥ DPow 9y Lo 0%
®) ot 0o 0@ 4dmupg, dr  4mug, X + 2042,

(6) Tro e 990,

(7) W dmugy @

(®) Yoo,

) Dt = Boy it — By 22,
(10) %bt— = By, ;:; B,, % ,
(11) Do,

12) gl

Possiamo intanto prescindere da b, (costante rispetto al tempo ed al
posto in base alle (8) e (11)) in quanto interessa solo la parte variabile
dei campi.

Le rimanenti perturbazioni incognite »,, »,, v,, b,, b, e g’ devono
soddisfare il sistema di equazioni differenziali (5), (6), (7), (9), (10) e (12).



Sulla propagazione di piccole perturbazioni, ecc. 327

Di esso cerchiamo soluzioni del tipo:

Uy = Deftke=ed - ph, = pelka-0t)
(13) v, =Teltke-ot) | p o — ] gilke-ot)
v, = ,6i(ka—wt) , Q' :'élei(kz—wt) ,

di cui é chiaro il significato fisico dei simboli.

Volendo, in un primo tempo, studiare onde piane armoniche nello
spazio assumiamo % reale.

Sostituendo le (13) in (5), (6), (7), (9), (10) e (12) otteniamo il seguente
sistema lineare omogeneo di equazioni algebriche per le ampiezze .,
Dyy Uyy by, b, € p':

- —_ . Boy - . Bog - a* ., _
— twv, — 20Qv, + ik b, + ik b, + —ikp' =0,
47yigo 4o, 0o

_ . .. Bes —
200, — w0, — th —=-b, =0,
47tp10,

_ By, ~+
iwv, + ik —=-b, =0,
47100

ikBoy,, — ikByg®, — iwb, = 0 ,
ikBo;B, — ikBog®, — iwb, = 0 ,
tkoov, — iwp’ =0 .

Affinche ci siano soluzioni non banali deve annullarsi il determinante
del sistema il che a conti fatti conduce alla relazione di dispersione:

(14) (A% — o) {wt — [B¥(42 + @) + 42%)w® 4 a?43%*} =0,
dove
A* = A2 L A3 ¢ AT— 1 (Bt B3 1 B
4700,

¢ il quadrato della velocita di Alfvén.
La (14), che fornisce i valori di w corrispondenti ad un assegnato %,
si spezza nelle:

(15) W = A%

(16) w* — k(A2 + a2) + 4Qw? + ardkt = 0 .
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La (15) descrive le ben note onde di Alfvén che risultano quindi non
influenzate dalla comprimibilita del fluido né dalla rotazione.

Da (16) per 22 = 0 si ritrova la ben nota relazione di dispersione carat-
teristica dei fluidi non rotanti; cfr. per es. H. ALFVEN [10] Eq. (43) pag. 98,
dove peraltro essa ¢ ricavata nel caso particolare in cui v, B, e la direzione
di propagazione sono complanari.

La (16) con 2 # 0 fornisce per w quattro valori reali a due a due opposti
(il discriminante risulta positivo e vi sono due variazioni nei segni).

Possiamo quindi dire che nel caso in esame, pur sotto I’azione della
rotazione, prefissato un k reale, per una generica orientazione di B, nello
spazio, vi sono, oltre quello di Alfvén descritto da (15), due possibili
modi di propagazione di onde piane 3).

A ciascuno di essi competono due valori reali ed opposti della velocita
di fase w = w/k dati da:

a7 w=+ [(“2 + Ar + 42 ke) £ \/(tg T A F 4y — 4A3a2] s

Da (17) appare come i valori della velocita di fase, a causa della ro-
tazione, vengono a dipendere, oltre che da £, anche da k, al contrario
di quanto accade per il fluido non rotante. La rotazione introduce quindi
un effetto dispersivo.

Osserviamo che il termine A2 = 4£2*/k*, introdotto dalla rotazione,
anche per 22 molto piccolo puod diventare assai sensibile a lunghezze d’onda
elevate. Al proposito se, tanto per avere un’indicazione sugli ordini di
grandezza, si valuta il rapporto 4,/A in base ai dati relativi al sole riportati
da B. LEHNERT in [1] pag. 649:

£ =2-10-%sec~! (un valore intermedio)
A = 2 m/sec,
risulta che tale rapporto & ~ 14 per

1
— =102 R
T 0

con R = 6,96 + 10®° m, raggio solare.

%) Che corrispondono all’onda idromagnetica modificata e all’onda acustica
modificata del fluido non rotante (cfr. per es. [10] p. 98).
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Volendo ora esaminare le onde piane armoniche nel tempo assumiamo
w reale.

I corrispondenti valori di k¥ sono forniti da (15) e dalla (16) che qui
riscriviamo nella forma:

A2kt — (@ + AR+ @ (w? — 42) =0

Nel caso B,,#0, mentre per £ = 0 questa fornisce per k£ quattro va-
lori reali ed opposti, per £ #0 cido accade solo se w > 2£ e quindi solo
se ¢ verificata questa circostanza si hanno due effettivi modi di propa-
gazione, oltre a quello caratterizzato da (15).

Qualora sia, in particolare, w = 20 abbiamo un solo modo di propa-
gazione caratterizzato dalla velocita di fase:

A0
U= E Gy Apn

Se ¢ w < 202 abbiamo per k due valori reali ed opposti, cui corrisponde
un modo di propagazione, e due valori immaginari coniugati, cui non
corrisponde pitt un fenomeno di propagazione ondosa.

Nel caso By, = 0 abbiamo assenza di propagazione per w < 2Q e
un solo modo di propagazione caratterizzato dalla velocita di fase:

A2 + a2 \V2
v = ol

se w > 20.
Esaminiamo ora i vari casi particolari possibili:

11. B, = 0.

Il caso ¢ caratterizzato da (15) e da (16) con A* = A2 4+ A}.
Osserviamo che ora v, e b,, oltreché disaccoppiate dalle altre incognite,
obbediscono, per (7) e (10), separatamente all’equazione di d’Alembert:
)2 b

2 4
o * du

da cui la (15).
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1L1. (@) B, = By, = 0.

Per quanto riguarda v, e b, permane il modo di propagazione caratte-
rizzato da (15) con 4, = A.

Per quanto riguarda le altre quattro perturbazioni mentre in assenza
di rotazione v, e b, obbediscono all’equazione:

2 d?

—_— 2

Rl 4 dx?
(onde di Alfvén) e v, e o' alla:

32 . bz

w7 W

(onde acustiche), nel caso del fluido rotante invece v,, v,, b,, o' obbedi-
scono ancora ad equazioni accoppiate (cfr. (5), (6), (9), (12)) e si & condotti
alla (17) con A, = A 4).

4) Nel caso generale da (5), (6), (7), (9), (10), (12) si ricavano le seguenti:
Ay, o 0%, By, b, B,, %, By, b,

x ___ e 0w -y __ 0z - Tz -y __
3 = Y38 T Tuug, 3w dmug, 30w T 22 dmugy ox — B
B0, _ a2, BoBe Yo _ 00
W = LT T dnpg, 00 3
a%‘ = A2 331), _ BocBo- E‘_’_’_ﬂ
ot 2w dmpg, a2’

M, ., o, v,

0 = As5m ~ Buggy — 2Buyy

¥, . Wb, A,

w — deop — Buggn

Do _ e | By ¥, Bos 2%,

v,
WY dmp 0 9°9_3?+47t,u da? ’

che mettono in evidenza i coefficienti di accoppiamento.
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12, By, =0.

Scompare il modo di propagazione (15). Da (17):

102 1/2
(18) Upo = 4 (Az ta 72—) 5,

u;,_, - 0 .

In questo caso quindi ¢’é un solo modo di propagazione che per 2 = 0
corrisponde alle onde magnetoacustiche (cfr. R. NARDINI [11] N. 3).
La rotazione ha quindi D’effetto di incrementare la velocita di fase
delle onde magnetoacustiche di un termine funzione di k oltreché di Q
(si veda l’indicazione su un suo possibile ordine di grandezza al N. 1).
La velocita di gruppo delle onde magnetoacustiche (18) risulta:

w. (AT ek
dk T T [k¥(AR + a?) + 4]

V, =

i .

Quindi anche nel caso del fluido rotante la velocita di gruppo, come
quella di fase, & diretta ortogonalmente al campo magnetico primario,
ma ora, oltreche di {2, viene ad essere funzione del numero d’onda.

Se oltre a By, = 0 ¢ anche By, = 0 (B,, = 0) 8i ha ancora (18) con
la semplice sostituzione di 4 con 4, (con 4,) ¢).

1.3. B, = 0.

E caratterizzato da (15) e (16) con A® = A2 + A%

5) Si osservi che nel caso in esame dalla (5) per (6), (9), (10) e (12) si giunge
all’equazione nella sola v,:
Ny,

Y (a® + 43)

Y2 4%,

Imponendo a questa la (13), si & condotti alla (18). Le altre perturbazioni si possono
poi ricavare per quadrature da (6), (9), (10) e (12).
8) Se & By, = 0 & stazionario b,, se & By, = 010 & b,; v, lo & in entrambi i casi.
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2. Propagazione in direzione parallela all’asse di rotazione.

Assunto Passe « nel piano di B, ed & le (1)-(4) conducono al seguente
sistema di equazioni scalari:

(19)

(20)

(24)

(25)

(26)

My,
R4

W,

A

oV,
hl4

b,
ot

2b,
ot

2%
o

Boz_ db,,

L 20,0
dmup, dz A,

_ Boe 2, 20,0 ,
dmwug, %

a* do' By, b,

0o 0%  dmug, %’

R v
= — B, —Z B, —=
Ozbz_‘— ozbz’
o
= B,, —
Ozbz’
=0,
— bv’
AT

Prescindiamo da b, che risulta costante in base a (24) e (25).
Per le altre perturbazioni procedendo al solito modo si ¢ condotti

alla:

(27)

(A2 — 0?)[w* — k(42 + a?)w? + ka2d?] —

— 4% [k (a? + A2) — 0?] =0 .

Nella, (27) il primo termine del primo membro, che coincide con il
primo membro della (14) dove si faccia 2 = A4, = 0 e si scambi 4, con
A,, descrive i tre modi di propagazione caratteristici del fluido non ro-
tante: onde di Alfvén, onde idromagnetiche modificate e onde acustiche



Sulla propagazione di piccole perturbazioni, ecc. 333

modificate; la rotazione, come era da attendersi, ha un effetto di accop-
piamento che la (27) mette in rilievo.
Esaminiamo ora i due casi particolari possibili:

2.1. B, = 0.
Da (23) b, risulta stazionario. La (27) diventa:
(w? — 402%)[w? — (A2 + a®)k?] = 0 ,
che si spezza nelle:
(28) W — 422 =0,
(29) w? — (A2 + a?)k? = 0 .

A queste si puo giungere anche osservando che v, e v, sono presenti
solo nelle (19) e (20) in cui non compaiono né le altre perturbazioni, né
il campo magnetico primario; richiedendo ad esse il solito tipo di soluzioni
si & condotti alla (28). Per le rimanenti perturbazioni v,, o’ e b, da (21), (22)
e (26) si deduce facilmente ’equazione nella sola v,:

%, R . 0%,
W (@* 4 47) e

o/

da cui (29).
La (28), in cui non compare k, fornisce per la velocita di fase:

w = + 2Q/k ;

si osservi che in assenza di rotazione non ¢’¢ questo tipo di propagazione
(v, e v, risultano stazionari).

La (29) e caratteristica delle onde magnetoacustiche in assenza di
rotazione (si osservi che anche in questo caso B, ¢ ortogonale alla direzione
di propagazione).

In definitiva nel caso in esame si hanno, pur in presenza della rotazione,
onde magnetoacustiche, oltre al nuovo modo di propagazione caratte-
rizzato da (28).

Dai numeri 1.2 e 2.1 possiamo allora trarre questa conclusione: se il

\

campo magnetico primario & ortogonale alla direzione di propagazione
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si manifestano nel fluido rotante onde magnetoacustiche e la loro velocita
di fase e influenzata in modo rilevante dalla rotazione quando la direzione
di propagazione & ortogonale all’asse di rotazione.

2.2. B, =0.
La (27) diventa:
(w? — a?k?)[w* — (2k2A2 + 4%)w? + A% =0
che si spezza nelle:
(30) w? —a?k =0,
(31) w* — (2k2A? 4 4%)w? + A%kt =0 .

Alla (30) si giunge anche osservando che ora v, e p', oltreché disaccop-
piate dalle altre perturbazioni, obbediscono separatamente per (21) e
(26) all’equazione di d’Alembert:

o2 o2

— a2

=%

che descrive onde acustiche pure.

La (31), assumendo dapprima k reale, fornisce per w quattro valori
reali a due a due opposti.

Abbiamo quindi nel caso in esame, per un prefissato valore reale di
k, tre possibili modi di propagazione: uno costituito da onde acustiche
pure e gli altri caratterizzati dai seguenti valori della velocita di fase:

(32) % = -+ [(A2 + Zk_i)z) + .Z_k_‘?_ (2 + Azkz)m]l/z .

In assenza di rotazione il caso in esame non si differenzia dal caso
1.1,a con 2 =0 e i due modi di propagazione (32) si riducono ad uno
con % = 4 A, come deve essere (cfr. R. NARDINT [11] pp. 165-66 Caso I).

La rotazione anche qui fa dipendere u, oltreché da £, anche da %k
introducendo quindi un effetto dispersivo. Si noti poi la indipendenza
di v da a nella (32).
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Se prefissiamo o reale i corrispondenti valori di % sono le soluzioni
della
A%kt — 242022 + (0*(w? — 4022) =0 .

Se w > 20 abbiamo per k i quattro valori reali ed opposti:

b= o [olo 200"

cui corrispondono due effettivi modi di propagazione.

Se w << 202 si hanno per k due valori reali ed opposti, cui corrisponde
un modo di propagazione, e due valori immaginari coniugati, cui non
corrisponde pit un fenomeno di propagazione ondosa.

Se & poi w = 202 si ha un solo modo di propagazione con u = + A/ V2.

PArTE I1

FLUIDO VISCOSO E DI CONDUCIBILITA
ELETTRICA FINITA?)

Le equazioni (1) e (2) sono ora sostituite dalle:

R a? 1
33 —_—— = — d o’ rotb) AB
(33) 3% 2 graa o +4nygo( ) o+
+2vA9+l+ngraddivv —|——71A2v,
Qo Qo
b
(34) 3= rot (v AB,) + f4,b ,

dove B = c®/4muo, n & il coefficiente di viscositd dinamica di scorrimento
e A quello di compressione.

7) Per il fluido non rotante il problema della propagazione di piccole pertur-
bazioni m.f.d. nella direzione parallela ed in quella ortogonale al campo magnetico
primario & stato trattato da A. M. PRATELLI in [12] nel caso generale in cui il
fluido, oltreché viscoso e di conducibilitd elettrica finita, & anche conduttore del
calore.
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3. Propagazione in direzione ortogonale all’asse di rotazione.

Nel caso generale in cui B, ha direzione qualsiasi il sistema di equazioni
scalari & formato da (8), (11), (12) e dalle seguenti che discendono da (33)

e (34):
e a? dp' By, b, By, b, 29,
(35) _:__.Q___L_;__Lb__+gvvg+}”+2,ﬂbv,
ot 00 0T 47, dx 4mu, dx 0o x°
By, b, v,
(36) Wy B Wy o 0 120
ot 4o, O Qo 0X?
- 0, By, b, 1n dw,
(37) —D—{ = 4 Sr P 2 7
TUQy OX Qo 0%
b, M, 0, 2%b,
(38) = = Bust — Bu s+ AT,
b Rl o 2%
: — = By, — — e .
(39) 5 = Busy — B, H B

Abbiamo anche qui b, = costante da cui prescindiamo. Per le altre
perturbazioni procedendo al solito modo si giunge alla relazione di

dispersione:

A+ 2y
Qo

(40) [(iw _n k2) (i — Bk?) + k‘-’A;] 3(7@2 —

Qo

-[(iw — Z—kz) (i — K?) + Agkz] — (A2 + A3)-

(’Lk2 n + (u) wk? — 420 (fk* — iw) - 0
Qo S
che per A =7 = f = 0 rida la (14).
La (40) si spezza nelle 8):

(41) (iw — g k”) (i — Pk2) + kA2 =0,
(1]

wk? —

o)

8) Come caso particolare di (42) facendo 2 = A = = 4, = 4, = 0 si ritrova
la relazione di dispersione che sta alla base del lavoro di J. D% [13] (Eq.) (8).
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(42) 5702(12 —1 A+ 2 wk? — (1)2( [(w) 1 kz) (tw — k) + kZAi] —
( Qo )

%

(42 + 4Y) (WZ— + w) okt — 4Bk — iw) = 0 .
0

Osserviamo che nella (41) non compare £2 né la viscosita di compres-
sione. Essa per il fluido non rotante trovasi gia in C. AGOSTINELLI [14]
Eq. 5.15; (cfr. anche SHIH-I Par [15] Cap. X, Eq. (10.31)) ®). (In [14],
nell’ipotesi che B, e la direzione di propagazione siano complanari, si
considera il fluido anche conduttore del calore).

Per quanto riguarda la (42) osserviamo intanto che l’espressione
contenuta fra parentesi quadre non ¢é altro che il primo membro di (41).
L’espressione fra parentesi graffe uguagliata a zero fornisce la relazione
di dispersione relativa alla propagazione di onde acustiche piane longi-
tudinali in un fluido non rotante viscoso in assenza di campo magnetico ).
Infatti in questo caso v, compare solo in due equazioni che sono la (12)
e la (35) con By, = B,, = 2 = 0; se imponiamo a queste le soluzioni
solite siamo appunto condotti alla:

2
(13) ot i Mg e g

Qo

Dalla (42) deduciamo che, se il campo magnetico primario ¢ parallelo
alla direzione di propagazione, per £ = 0 c’¢ disaccoppiamento fra le
onde definite da (43) e quelle definite da (41), mentre per Q2 =0 tale disac-
coppiamento cessa, fatto questo gia riscontrato nel N. 1.1, a per il fluido
non viscoso e perfetto conduttore dell’elettricita.

?) E nel caso particolare di assenza di viscositd in H. ALFVEN [10] N. 3.4.2
(Eq. (22)).

10) B da rilevare che in tutta la presente nota, come anche per es. in tutto
il Cap. X di [15] e in [14] § 5 N. 1, 2, la parola « onde » & usata come sinonimo di
soluzioni elementari del tipo (13) del sistema di equazioni che reggono il problema.
Se invece ci si riferisce ai fronti d’onda quali superfici di discontinuitd ricordiamo
che & stata dimostrata 1’impossibilitd della loro propagazione nei fluidi viscosi
da P. DurEM [16] supponendo i due coefficienti di viscositd indipendenti, entrambi
diversi da zero e soddisfacenti a certe disequazioni e da G. LAMPARIELLO [17]
supponendo i coefficienti di viscosita legati dalla relazione di Stokes. Recentemente
poi in [18] A. M. PRATELLI ha mostrato che in gasdinamica basta sia diverso da
zero uno solo dei due coefficienti di viscositd per concludere che non pud esservi
propagazione di fronti d’onda e che ci0 accade anche in m.f.d. con I’eccezione
della propagazione del fronte di Alfvén quando » = 0 e 4 # 0.
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Se &€ By, = 0 la (41) si spezza nelle:

—io+Lhr=0, —io+prr=0,

Qo

corrispondenti ciascuna ad un’equazione unidimensionale della diffusione.

4. Propagazione in direzione parallela all’asse di rotazione.

Il sistema di equazioni scalari e costituito da (24), (25), (26) e dalle
seguenti:

= T d o O LN
S A
(47 e e Bu 2 By p T,

Procedendo al solito modo si & condotti alla relazione di dispersione:

o) [(— o+ L) (—io + gy pieas] f (e — i 2221 — ).

[(— iw + Z—okZ)(— io + pk2) + Azkz] —
— iwA? (— i+ kz) ka% A% — io> + BRY)-

. [(— iw + Pk?) (a%z — iw mkz — wz) — iwA;’,kz] =0

[]

che per 1 =7 = f = 0 ridd la (27).
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Analogamente a quanto accadeva alla (27) il primo termine del primo
membro della (49) coincide con il primo membro della (40) dove si fac-
cia @ = A, = 0 e si scambi 4, con A4,

4.1. B, =0.

La (49) in questo caso da origine alle:

(50) w4+ Bk =0 (cfr. (48)) ,
n2
(51) ot + 2i g ko — gé ke — 400 =0,
0 0
(52) (— o + ﬁkZ)[— w? — iw {——5317 k2 + k2a2] — twA*? = 0.
Jo

Come gia nel N. 2.1 v, e v, compaiono solo in due equazioni, le (44)
e (45), dalle quali sono assenti il campo magnetico e le altre perturbazioni;
da esse si giunge direttamente alla (51).

Se assumiamo k reale la (51) fornisce per w i due valori complessi:

.
w=—ilk 420
Qo
e quindi:
D, = Ve~ (n/ ek tgi(kzF22t)

e l'analoga per v,, di cui e chiaro il significato fisico (si confronti con
la (28)).

b, v,, o' obbediscono al sistema accoppiato (46), (47), (26) che con-
duce alla (52). Si osservi che il termine fra parentesi quadre nella (52)
¢ il primo membro di (43).

4.2, By, = 0.

La (49) si spezza nella (43) e nella:

[(_ i - Q’_’ kz) (— i + Pk2) + A2k2]2+ 4Pk — iw) =0,
[}
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in cui il termine fra parentesi quadre ¢ il primo membro di (41) con 4,
scambiato con A, (= A).

Le perturbazioni v, e ¢’ sono presenti solo nelle (26) e (46) in cui non
compaiono né B, né 2 ne le altre perturbazioni: queste due equazioni
conducono alla (43).
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