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CORRENTI IRRIDUCIBILI
E INSIEMI DI PERIMETRO FINITO

di ANTONIO CHIFFI (a Padova) *)

Dimostriamo alcuni teoremi di struttura per le correnti piane ret-
tificabili e irriducibili (def. 2.1 ), facendo vedere come tali correnti siano
bordi di insiemi aperti di perimetro finito, aventi un certo tipo di connes-
sione. Questi risultati ci permetteranno, in un successivo lavoro, di dare
una rappresentazione delle correnti piane chiuse e rettificabili mediante

integrali curvilinei.

1. Alcune definizioni.

Adottiamo le definizioni e il simbolismo di [F F] per le f orme 
ziali co E Ek(Rn) di grado k e di classe oo su Rn e per le correnti T E 
sulle forme di Ek(.Rn) ; parimenti indicheremo con Hk la misura 
sionale di Hausdorff in Rn e con Ok (y, A, x), O*k (y, A, x), O:(y, A, x) ri-

spettivamente la k-densità, la k-densità superiore e la k-densità inferiore
rispetto alla misura di Caratheodory y dell’insieme A nel punto x, abbre-
viando con Ok(y, x), ..., se A = Rn. Rinviamo a [DG 1], [DG 2], [M 2],
per la nozione di perimetro P(E) di un insieme misurabile E c .Rn e di

f rontiera ridotta Ad un insieme misurabile e limitato E ~ Rn si

può associare una corrente di En(.Rn) che indicheremo sempre con E,
definita dalla integrazione su E delle forme m E En (Rn); si può pertanto
parlare di bordo di E nel senso di corrente e indicarlo con ~E. Nelle ipotesi

*) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di ricerca del Comitato Nazionale
per la Matematica del C.N.R.
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dette è una corrente intera 1) e, se P(.E)  oo, valgono le uguaglianze 2) :

per ogni insieme di Borel B c Indichiamo con mis, E la misura se-
condo Lebesgue di un insieme E c Rk.

Indichiamo con 5iE la frontiera dell’insieme .E e con E la sua chiusura ;
poniamo : 

- , , -....- B.,..,......... , , "

Indichiamo con la frontiera essenziale dell’insieme E, cos  definita :

= {x: 0 mis,, [E n 7p(.r)] mis. Ip(~)~ per ogni o &#x3E; 0~ .

Si dice che una corrente T è chiusa se = 0.

Indicheremo con Z,(Rn) la famiglia delle correnti intere chiuse.

2. Correnti irriducibili

Dopo aver richiamato la definizione di corrente irriducibile, proviamo
che le correnti piane irriducibili sono bordi di insiemi aperti.

DEFINIZIONE 2.1 - Diremo che la corrente T E Ek(.Rn) (0  k  n)
è riducibile 3) se appartiene a e se esistono le correnti non nulle

T 1 e T2 di Zk(Rn) tali che:

Diremo che la corrente T E è irriducibile se appartiene a Zk(Rn)
e non è riducibile.

Ha luogo il seguente teorema 4) :
TEOREMA 2.2: Una corrente (0  k  n) ~ uguale alla

sommac di una successione T i , eventualmente finita, di correnti T i E 
irriducibili, tali che :

TEOREMA 2.3: Sia una corrente irriducibile; esiste un

1) Cfr. [F F], 8.14 a pag. 499.
2) Cfr. [DG 2], [F 2].
3) Cfr. [C], def. i.

4) [C], teorema 11.
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insieme misurabile, limitato e di perimetro finito .E c Rn tale che T = "òE
oppure - T = DE.

Alla corrente T si può associare 5) una corrente V E tale che

DV = T ed è V ==C1jJ, con V funzione sommabile, a supporto compatto
in I~n ed a valori interi 6).

Sarà sufficiente dimostrare che oppure - è funzione caratte-

ristica di un insieme. Poniamo per ogni intero i &#x3E; 0:

Si ha:

ed anche 7)

e la corrente T sarebbe riducibile se gli insiemi Ei non fossero vuoti per
i &#x3E;1 e per i -1 e se uno dei due insiemi E1 e E-~ non fosse vuoto.
Esiste pertanto un insieme E, con T == ~ ~E.

OSSERVAZIONE 2.4 - Nel precedente teorema si può sempre supporre
YE = Y,E perchè, in caso contrario, si può prendere in considerazione,
al posto di E, un insieme E’ che differisce da E per un insieme di misura
mis,, nulla 8) e che si identifica perciò con la stessa corrente E.

COROLLARIO 2.5: Nelle ipoíesi del teorema 2.2 e se YE = 3’,E, si ha :

La (2.1) segue dalla uguaglianza 8): supporto T = Y*E e dall’a,ltra 1°):

LEMMA 2.6: Sia T E Z1(R2) una corrente irriducibile. Per ogni x E suppor-
to T si hac :

5) Cfr. [F F], teoremi 6.1 a pag. 482 e 6.2 a pag. 485.
6) Cfr. [F F], 3.8 a pag. 469.

7) Cfr. [F R], teorema I a pag. 219.
8) [M 1 ], 3.4 a pag. 44.

9) [DG 2], n. 4, a pag. 102-103.

1°) [M 2], 3.7 a pag. 639.
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Posto : diametro supporto T = 2t, sia x E supporto T un numero

positivo minore di t. Adottando le definizioni e il simbolismo di [F 3],
posto j(x1, x2) = [(xl)2 + (’"j",2)2]1/2’ indichiamo con T, f, é) la corrente
di sezione della corrente T con la curva j(x1, x2) - e. La corrente
T, f, e&#x3E; esiste 11) per quasi ogni  t e, per tali 9, ha luogo l’uguaglian-
za 12) :

Il primo addendo nel secondo membro della (2.3) è nullo per ipotesi;
se per un valore di p per cui vale la (2.3) la corrente T, f, ~~ fosse nulla,
si avrebbe:

ed anche:

Posto :

si avrebbe

con T 1 e T 2 correnti non nulle, chiuse e intere e la T risulterebbe ridu-
cibile. Pertanto per quasi ogni 9 C t la corrente T, f, ~&#x3E; è non nulla.

Dimostriamo che per quasi ogni C t è:

La corrente T, f, é) è, per quasi ogni p, non nulla, intera 13), di di-
mensione zero e pertanto si rappresenta nel modo seguente: esistono i

punti ... , PN, con N &#x3E; 1 e i numeri interi 81, ... , 6N, tali che, indicata
con ~p la corrente cos  definita:

si ha:

(2.5)

11) [F 3], 3.5 a pag. 49.

1$) [F 3], 3.6 (7) a pag. 51.
13) [F 3], 3.12 a pag. 54.
16) [F F], 8.16 a pag. 500.
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Ma per la (2.3) la corrente T, f, e&#x3E; è, a meno del segno, bordo della
corrente T n Ie(x) e si verifica subito che è

Dalla (2.5) segue allora la (2.4) e da questa si deduce:

Infine, per le relazioni 15)

si ha:

e da questa disuguaglianza segue quanto asserito.
COROLLARIO 2.7 : Nelle ipotesi del lemma 2.6, si ha:

Per il lemma 2.6 e l’uguaglianza (1.2) si ha, per ogni x E :F E:

mentre in .gl-quasi tutti i punti di .

e pertanto ha luogo la (2.6).
COROLLARIO 2.8: Sia T E una corrente irriducibile. Esiste un

insieme aperto, limitato, di perimetro finito, tale che T === ~: DE, supporto
T = YE = Y,E.

Infatti per la (2.6) è: mis, YE = 0 e, poichè gli insiemi piani che
differiscono per insiemi di misura mis2 nulla si identificano con la stessa

ls) [F 3], 3.6, (4) e (5) a pag. 50.

16) [F 1], teorema 3.2 a pag. 128.
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corrente, si può, nelle proposizioni precedenti, prendere in considerazione
l’insieme dei punti interni a E.

3. Insiemi di perimetro finito.

Per proseguire lo studio delle correnti irriducibili, dobbiamo appro-
fondire talune proprietà degli insiemi di perimetro finito, non necessa-
riamente limitati.

LEMMA 3.1: Sia G c .R2 ~cn insieme aperto, connesso e di perimetro
finito e siano y e z due punti di G; detta d(x, y) la loro 

Sia una successione di domini poligonali verificanti le relazioni 17)

Sia Dn l’insieme dei punti t del segmento di estremi y e z tali che le
rette perpendicolari alla retta yz e passanti per t non incontrino 

sia ó la distanza tra YG e una poligonale contenuta in G e congiungen-
te y con z. Si ha subito:

e perciò misi Dn tende a zero per la (3.3) ; dalla ovvia disuguaglianza:

e dalle (3.2), (3.3), segue la (3.1).
COROLLARIO 3.2: Se G è aperto e connesso e P(G)  00, G è limitato.

LEMMA 3.3: Sia G aperto, connesso e di perimetro finito ; se per x E YG
si ha 8 *2 (mis, G, x)  1, si ha pure: 8 *1(Hl, x) &#x3E; 0.

Supponiamo dapprima che sia: 0*2(MiS,, G, x) - 0 e, fissato a &#x3E; O

determiniamo ~O’ &#x3E; 0 tale che per ogni 9  C’ si abbia

(3.4) MiS2 I~(x)]  

17) [DG 1], teorema VIII a pag. 207.
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e tale che per l’intersezione G f1 non sia vuota. Tenendo

conto del teorema del cambiamento delle variabili nell’integrale di Le-
besgue, nonchè della formula che fornisce la misura H1 di un insieme
trasformato di un insieme lineare mediante una trasformazione lipschitzia-
na 18), la (3.4) diventa:

Pertanto per ogni  e’ esiste un insieme di numeri r C ~O, avente
misura misi positiva, tale che:

mentre, per quasi ogni r si ha 19) ;

Consideriamo la (3.1) scritta per la componente connessa dell’insieme
I,, alla quale appartenga un punto z :Flr e punti y E G distanti

da x di tanto poco quanto si vuole; segue subito:

Per un insieme di numeri r avente come punto di accumulazione

lo zero valgono insieme le (3.6), (3.7) e (3.8); per tali valori di r si ha:

e da questa segue:

Sia ora:

e teniamo conto che ha luogo, per ogni p &#x3E; 0 e ogni x E Rs, una delle

disuguaglianze isoperimetriche 20)

18) [F 1], 5.9 a pag. 144.

19) [DG 2], lemma III a pag. 100.

SO) [M 1], teorema 4.3 a pag. 50.
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dove g è una costante indipendente da (~ e da ~O. Se nel punto x vale
la (3.10) si ha, indicando con una opportuna costante:

Se invece vale la (3.11) si ha:

Pertanto in ogni caso si ha:

OOROLLARIO 3.4: Sia G un insieme aperto, connesso e di perimetro
finito; posto :

si ha:

Infatti per il teorema III di [DG 2], pag. 105, si ha per ogni x E 

e perciò è:

D’altra parte si ha 21) :

in H’-quasi tutti i punti di R2 - Y*E e dal lemma 3.3 segue subito

la (3.13).
COROLLARIO 3.5: Sia G un insieme aperto, connesso e di perimetro

finito. Si ha :
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L’insieme dei punti nei quali è:

l’a 1111,5’ l.ll’iL llllb2 PCr Il UCIOrCIllU Ul UeI1ò1blb Ul IU’IILIbieliiiel

degli altri punti di YG ha misura Hl finita per la (3.13) e perciò misura
mis2 nulla.

COROLLARIO 3.6: Sia G un insieme aperto di perimetro finito, connesso,
con .R2 - (G U YG) connesso e con = YG; in queste ipotesi si ha:

L’insieme R 2 - G ha la stessa frontiera ridotta e lo stesso perimetro
di G e, essendo per il corollario 3.5: mis, YG = 0, l’insieme R2 -(G u YG)
ha la stessa frontiera e la stessa frontiera ridotta di G. Tenuto conto

che nei punti in cui è 6 *2 (mis, G, x) - 1 si ha:

dal lemma 3.3 applicato all’insieme R2 - ( G U YG) e dal corollario

segue l’asserto.

LEMMA 3.7: Sia G un insieme aperto di perimetro finito, tale

e siano A1, A2 due componenti connesse di G. In queste ipotesi i due insiemi
A1, A2 hanno perimetro finito e si ha:

Gli insiemi A i (i = 1, 2) sono di perimetro finito perchè per la (3.14)
si ha 22) :

p(Ai)   Hi(YG)  co (i = 1, 2)

Sempre per la (3.14) in H’-quasi tutti i punti si ha 23) :

22) [F 2].
23) [DG 2], teorema III a pag. 105.
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e per il corollario 3.4 segue la (3.15).
Se fosse:

esisterebbe un punto x e n $"’* A2 2 n e in tale punto la 2-densità

rispetto a mis ~ dei tre insiemi in questione dovrebbe 24) essere 1/2 e ciò
è impossibile.

4. Correnti irriducib’ ’ e insiemi connessi.

LEMMA 4.1: Sia T E una corrente irriducibile; esiste un insieme E,
aperto e connesso, tale ehe : T == =~: ~E.

Sia {Ai} la successione, eventualmente finita, delle componenti con-
nesse dell’insieme E, la cui esistenza è stata provata nel teorema 2.3.

Dalla relazione:

e dalle prop. 2.8, 2.7 e 3.7 segue:

Le correnti li = DAí appartengono a Zi(R2) 25) e dalle (4.1), (1.1)
e (1.2) segue:

e, valendo anche la disuguaglianza opposta alla (4.2), la corrente T sa

rebbe riducibile se più di un insieme A fosse non vuoto.
LEMMA 4.2 : Nelle stesse ipotesi del lemma 4.1 l’insieme R2 - (E U 3ïE)

è connesso.

Per il corollario 3.5 gli insiemi E e R2 - (E U hanno, oltre alla
stessa frontiera, lo stesso perimetro e la stessa frontiera ridotta di E.
Si può ripetere la dimostrazione del precedente lemma 4.1, sostituendo
~, E l’insieme R2 - E.

LEXrMA 4.3: Netle ipotesi del lemma 4.1, E si può considerare

semplicemente connesso.

24 ) Loc. Cit. 23).
25) [F F], 8.14 a pag. 499.
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I punti interni ad ogni poligonale chiusa e semplice, costituita da punti
di E e non appartenenti ad E, appartengono a YE - e tale insieme,
per l’osservazione 2.4, si può considerare vuoto.

TEOREMA 4.4: Sia T E unac corrente irriducibile; esiste un insieme
E aperto, limitato, di perimetro finito, semplicemente connesso, con R2 -
- (E U YE) connesso, tale che T = DE oppure T = - .E e:

Il teorema segue dalle proposizioni 2.3, 2.8, 4.1, 4.2, 4.3 e 2.7.
TEOR,EMA 4.5: Sia T E esiste una successione ~Et~, eventual-

mente finita, di insiemi Ei aperti, limitati, di perimetro finito, semplicemente
conrtessi, con R2 - (Ei U connessi, tali che:

(dove i sono da scegliere in modo opportuno) e tali che:

Il teorema segue dai teoremi 2.2 e 4.4.
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