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SISTEMI INCOMPRIMIBILI A TRASFORMAZIONI
REVERSIBILI NEL CASO ASIMMETRICO

(PARTE SECONDA)

di DIONIGI GALLETTO (@ Padova) *)

Nella, presente memoria proseguo nello studio della statica isoterma
dei sistemi incomprimibili a trasformazioni reversibili con caratteristiche
di tensione asimmetriche, studio intrapreso in [3], con riferimento al
cago delle deformazioni finite.

Nella precedente memoria ([3]) ho gia osservato come, non appena
8i gia riusciti a determinare 'incognito stato di equilibrio forzato, il para-
metro p, caratterizzante la pressione vincolare interna, possa essere deter-
minato, con sole quadrature, tramite le equazioni generali, e come invece
sfugga a una determinazione per via analitica il parametro ¢ che inter-
viene, accanto al parametro p, nelle equazioni costitutive, determinazione
the va pertanto demandata all’esperienza. Questa osservazione, assieme
all’altra che, a differenza di quanto avviene per il parametro p, l'inter-
vento del parametro ¢ & dovuto all’esistenza di un legame (invariante
lineare nullo per il rotore di deformazione) avente carattere puramente
cinematico e indipendente dai vinecoli, interni o esterni che siano, a cui ¢é
o pud essere soggetto il sistema in esame, rende senz’altro ammissibile
Pipotesi che ¢ sia, al pari dell’energia libera termodinamica, una funzione
di stato per il sistema. Inoltre la forma stessa delle equazioni generali,
in particolare quella delle condizioni al contorno, permette senz’altro, a
mio avviso, di ritenere il parametro g funzione delle stesse variabili da
cui dipende l’energia libera.

Conseguenza dell’ammissione ora fatta ¢ che, nel caso isotermo e
nell’ambito delle piccole deformazioni (teoria linearizzata), non appena

*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita dei gruppi di ricerca del Comitato
Nazionale per la matematica del C.N.R.
Indirizzo dell’A.: Seminario Matematico, Universita, Padova.
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si ammetta ’ipotesi, plausibilissima, che sia nullo il tensore dei momenti
interni di contatto in corrispondenza ad ogni spostamento irrotazionale
infinitesimo a partire da uno stato naturale, il potenziale isotermo si
presenta somma di una funzione del solo tensore di deformazione e di
una del solo suo rotore (rotore di deformazione), il quale presentemente
(caso linearizzato) si riduce alla meta del gradiente del rotore dello sposta-
mento (ossia al gradiente del vettore rappresentante la rotazione locale).
Di queste funzioni la prima ¢ proprio quella che esprime il potenziale
isotermo della teoria classica delle piccole deformazioni. Il risultato ora
citato ha carettere generale, ossia rimane valido anche per i sistemi esenti
da vincoli interni e generalizza ai sistemi (a trasformazioni reversibili)
qualsiansi un risultato gia stabilito da G. Grioli !) per il caso dei sistemi
isotropi esenti da vincoli interni.

Dalle considerazioni svolte per provare il suddetto risultato segue
inoltre che l'incremento X subito nella deformazione dal parametro ¢
(e quindi questo stesso), almeno nell’ambito delle piccole deformazioni,
si pud ritenere senz’altro funzione soltanto del rotore di deformazione.

Sempre restando nell’ambito della teoria linearizzata, dal fatto che il
potenziale isotermo si spezzi nel suddetto modo segue che 1’espressione
che lega la parte simmetrica del tensore degli sforzi al tensore di defor-
mazione resta la stessa del caso classico (caso simmetrico), mentre il tensore
dei momenti interni di contatto si presenta funzione soltanto del rotore
di deformazione.

* %k %k

Dedotte le equazioni generali della teoria linearizzata e la relazione
simbolica, di carattere globale, ad esse equivalente, relazione che & 1’ana-
loga di quella stabilita in [3] per il caso finito, ho dimostrato la validita
nell’attuale teoria dei teoremi fondamentali della teoria classica, e preci-
samente il teorema della minima energia potenziale, il suo inverso e il
teorema di unicitd nel caso dei corpi elastici, il teorema di Clapeyron e
il teorema di reciprocita di Betti.

Rafforzata la condizione di elasticita per il sistema in esame intro-
ducendo l’ipotesi che le due forme quadratiche ¢, e @,, in cui, nel caso
linearizzato, si spezza il potenziale isotermo, siano definite positive, ho
quindi stabilito ’analogo del classico teorema di Menabrea. Nell’attuale

1) Cfr. [6], I, 2.
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teoria e nel caso in cui risulti diverso da zero I’incremento X (caso generale)
detto teorema non si conserva nel suo enunciato originario, nel senso che
la sollecitazione interna compatibile con quella esterna e minimizzante
il funzionale JG2) costruito mediante la forma quadratica reciproca
della @, 4 @, non & pit unica. Di tali sollecitazioni ve ne sono infinite
e fra esse vi & quella effettiva: i tensori dei momenti interni di contatto
di dette sollecitazioni hanno tutti la medesima parte puramente lavo-
rante mentre i tensori degli sforzi hanno tutti la stessa parte simmetrica.
Pit precisamente, due qualsiansi di dette sollecitazioni minimizzanti
hanno i tensori dei momenti che differiscono unicamente per un tensore
isotropo, }:61, nullo sul contorno della configurazione assunta dal continuo,
e i tensori degli sforzi che differiscono unicamente per la meta del tensore
aggiunto dal gradiente di A (ossia per la meta del tensore emisimmetrico
che si ottiene moltiplicando internamente il tensore di Riceci per grad 7).

Invece, nel caso in cui risulti nullo V’incremento X, in particolare nel
cago in cui risulti addirittura nullo il tensore dei momenti interni di
contatto, il teorema di Menabrea conserva il suo enunciato originario:
la sollecitazione interna compatibile con quella esterna e minimizzante
il funzionale A & unica e coincide con quella effettiva.

Qualora si introduca, in sostituzione della ¢,, una ulteriore forma
quadratica, @;, definita in modo tale che le derivate rispetto ai suoi argo-
menti forniscano le componenti del tensore dei momenti interni di contatto
(ottenibile aggiungendo alla @, una conveniente forma quadratica costruita
tramite 1’espressione linearizzata dell’incremento X), si ha la possibilita
di stabilire nell’attuale teoria una estensione del teorema di Menabrea
che conserva l’enunciato originario. Precisamente, introdotta l’ipotesi
che @, sia definita positiva (¢ questa perd una condizione che appare
pit restrittiva della stessa imposta alla @,), la sollecitazione interna
compatibile con quella esterna e minimizzante il funzionale costruito
mediante la reciproca dalla forma quadratica @, + @, ¢ unica e coincide
con quella effettiva. Il risultato vale qualunque sia ¥ (purcheé, natural-
mente, @; si mantenga definita positiva), in particolare quando ¥ & nullo,

\ .

caso a cui si & gid esplicitamente accennato.
* % ok

Rimanendo sempre nell’ambito delle piccole deformazioni, ho trattato
in particolare il caso dei corpi isotropi. Osservato come in tal caso i 66

2) Si veda il n. 7.
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coefficienti che individuano il potenziale isotermo si riducano a tre, il
primo dei quali non & altro che la terza parte del modulo di elasticita nor-
male della teoria classica o, il che ¢ lo stesso, il secondo coefficiente u di
Lamé, si ha tra I'altro che la parte puramente lavorante del tensore de-

gli sforzi differisce unicamente per il fattore — —2—1— dal tensore di defor-
1

mazione, risultato che, ovviamente, & valido anche nel caso simmetrico.

Come conseguenza del fatto di avere ritenuto ¢ funzione delle stesse
variabili da cui dipende il potenziale isotermo, si ha che nel caso isotropo
(e sempre nell’ambito delle piccole deformazioni) 'incremento ¥ va sen-
z’altro ritenuto nullo, con la conseguenza che il tensore dei momenti
interni di contatto viene a coincidere con la sua parte puramente lavo-
rante, che ’analogo del teorema di Menabrea nell’attuale teoria e nel
caso dei corpi isotropi conserva l’enunciato originario (salvo, beninteso,
la sostituzione dal funzionale che interviene nel caso classico con il fun-
zionale M), ece.

* % %

A conclusione della presente ricerca ho accennato al caso dei sistemi
esenti da vincoli interni.

In tale caso non si ha piu Pintervento del parametro p, mentre tutto
quanto & stato osservato circa il parametro ¢ e I'incremento X permane
immutato. In particolare, come gia si & detto, immutata si conserva
Posservata proprietd del potenziale isotermo e X nel caso linearizzato
8i presenta ancora funzione unicamente del rotore di deformazione, con
la conseguenza che le equazioni costitutive si presentano semplificate
rispetto a quelle stabilite per il caso linearizzato da Grioli 3), da Aero
e Kuvshingkii 4), Mindlin e Tiersten 5); inoltre, nel caso particolare dei
corpi isotropi, nelle suddette equazioni non v’¢ traccia dell’indetermina-
zione che compare in quelle dovute a questi ultimi Autori.

Tutto quanto & stato detto sui teoremi fondamentali della teoria
classica resta immutato; in particolare si conserva quanto detto sul

teorema di Menabrea.

3y Cfr. [6], II, 2.
4) Cfr. [1].
5) Cfr. [7], 3.
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1. Richiami e osservazioni introduttive.

Indicato al solito con ¥ un sistema continuo tridimensionale, che
supporrd sin d’ora incomprimibile, con C la configurazione scelta come
riferimento, con €’ la configurazione attuale, con X, 2’ le superficie con-
torno completo di C e (' rispettivamente, con x* le coordinate dei punti
di C rispetto a una terna cartesiana trirettangola comunque prefissata,
con z* le coordinate dei punti di O’ rispetto alla stessa terna, intendo
al solito

o _ ox? o, = ot o oY
f : " iy —
PY A PY Y Y
4/ '
|®{ | = Det || z{' | .

Introdurrd l'ipotesi che il sistema sia soggetto unicamente a trasfor-
mazioni isoterme, con che si ha

(1.1) |2f | =1,

e supporrd al solito che le forze di massa agenti sull’elemento di volume
d0' di ¢’ siano riducibili a una forza applicata a un punto interno a dC’
© a una coppia e che analoga evenienza accada per le forze esterne agenti
sull’elemento di superficie d2’ di X', con che si viene ad ammettere la
presenza in O’ di due campi tensoriali, quello degli sforzi T¢# e quello
dei momenti interni di contatto (momenti superficiali) L,#. Accanto a
questi due tensori intervengono i corrispondenti tensori lagrangiani,
definiti, tenendo presente la (1.1), da ®)

(1.2) TY = xial, TV, L'} = xfa}, L, .
Posto
1 TP § 4
(1.3) gy = xizy g'v = whal,

e indicate con e¢;; le componenti del tensore di deformazione:

1
(1.4) 6y = ) (9'ss — 04g)

%) Cfr. [3], 1.
Come al solito, nelle (1.2) e nel seguito, salvo diverso, esplicito avviso, & sot-
tinteso il simbolo di somma rispetto agli indici ripetuti.
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interviene, accanto a detto tensore e in conseguenza delle ipotesi fatte
sulla sollecitazione esterna, il suo rotore (rotore di deformazione) 7):

(1.5) u'ty = e ,

s d .
con n** tensore di Ricei e 9, = py rotore le cui nove componenti sono

soggette all’'unico legame 8)
(1.6) pti=0.

Stanti legami (1.1) e (1.6), la parte puramente lavorante della solle-
citazione interna & espressa dalle relazioni ?)

T — TG — % Tq' Lo =173 — % L8} ,

dove T'(# rappresenta la parte simmetrica di 7', mentre &
T=¢g,T%, L =1L;.

Conformemente a quanto convenuto in [3], 4, osservazione II, indicherd
i secondi membri delle suddette relazioni con T%», L'J, sicché esse si
possono concisamente scrivere

(1.7) T4 = T [O4— 77,

Supposto il sistema a trasformazioni reversibili e indicato con W(e, u';
0; =) il potenziale isotermo a temperatura costante 6 (uniforme) — il
quale, per le sopra esposte ipotesi, risulta funzione, oltre che delle e,
e delle z* (se € non & omogeneo in C), delle u'!; 1°) —, si ponga !), prescin-
dendo dai legami (1.1), (1.6),

(1.8) Z(e, u'; 05 @) = Wi(e, p'; 0; 2) — fﬁ;@ (De) — 1) — qO(z)u'ty

dove p® e ¢(® sono i valori assunti in C da due parametri p, ¢ dai quali,
in conseguenza dei suddetti legami, non si pud prescindere nelle relazioni

7) Cfr. [4], 2.
8) Cfr. [5], 4.
%) Cfr. [3], 4.
1) Cfr. [3], 6.
1) Cfr. [3], 6.
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che legano T%? e L'/ alle derivate di W rispetto a e,; e u'!; 12). Inoltre,
D(e) rappresenta 1’espressione di |2 | in funzione di e,;:

(1.9) Die) =V [2e5 + 04 | ,
dove & naturalmente
I 20;5 + 6” l = Det ” 28” —{'— 6” ” .

Le relazioni (equazioni costitutive) che legano T%# e L’/ alle derivate
della funzione termodinamica Z risultano espresse da 13)

TG» — VAL + wrﬁhkzhk + ng’“ ,
(1.10)

L'j=—17Z+ xé{ ’
con
(1.11) n=p—poO, X = q— q©
e u)

1 37 dZ

1.12 Z* — VAL 7y = —_ Z‘.! = —
( ) 2 — 0y ’ deyy o'ty ’
(1.13) W', = gt

dove & da intendersi

1
n"“‘w;”/ =5 (nhuw,i, + nhli{p“,) .

Dalle (1.10), (1.7) si deducono, come evidente significato dei simboli,
le relazioni %)

s TWii = — (Z*4 — w’i}hkzh_k) ,
(1.14) .
a L"”,-’ = —ZJ y

esprimenti che la parte puramente lavorante della sollecitazione interna
¢ completamente determinata dalla conoscenza della funzione Z.

12) Cfr. [3], 5, 6.

13) Cfr. [3], 6.

14) | evidente che nelle prime delle (1.12) non si deve sommare rispetto agli
indici ripetuti 4, j.

15) Cfr. [3], 6.
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Posto

(1.15) V= JZ(e, u's 05 x)dC
¢

e supposta la configurazione C naturale e intrinsecamente stabile (con che
si viene implicitamente ad ammettere che € sia elastico), risulta ),
oltre che Z©@ = 0,

(1.16) Zi =0, ZJO =0,

(1.17) fZ(e, u'; 0; 2)dC >0,
¢

la diseguaglianza dovendo valere per ogni trasformazione isoterma che
non corrisponda a uno spostamento rigido e che naturalmente rispetti
la (1.1). Z®, Zi®), Z 49 gtanno naturalmente ad esprimere cid che diven-
tano Z, Z¥, Z/ quando C' = C.

I1 verificarsi delle (1.16) per la funzione Z, ossia il fatto che C sia
configurazione naturale, implica che per il potenziale isotermo risulti 7),
in aggiunta a W©®= 0,

(1.16) W0 = poigtt W0 = q0s}

col significato di W, Wi©®, W ormai ovvio.

Indicati poi con F#, M,, (= M) i vettori delle forze e dei momenti
specifici di massa e con f¥, m;, (= m) i vettori delle forze e dei momenti
specifici superficiali esterni, riportati alla configurazione di riferimento 18),
con v, il versore della normale interna a X, le equazioni fondamentali
della statica isoterma dei corpi incomprimibili a trasformazioni reversibili
risultano espresse da 1°)

‘ g . 1
(1.18)  F¥' - d,[wf(Z*H — w'i™ Z,%)] + ) NIV [05(w%: Z?) + My = duim,

18) Cfr. [3],
17y Cfr. [3],
18) Cfr. [3],
) Cfr. [3],

NS o
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1 @ — TRy, +
1 1
(1.19) + ?ni’h'k’[bi(xltlzkj) + My )awy vy, = qwiy; + 5 ﬁ‘lh’k'w:lbklxvh

My, + x::Z;’v, = X-’I):ﬂ/i y

(1.20) Mu + 250LT; -+ bj(x:rz‘j) = bilx y
con

1
(1.21) T,’ = —2- nihkThk 9

n¥'"%" egsendo ancora, come 7, il tensore di Ricci. B ovvio inoltre che

nelle (1.18), (1.19), (1.20) & da intendersi d,, = b_i—‘ .

Ammesso, per semplicita (e per brevita) che non esistano vincoli (ne
interni, né in superficie) diversi da quello di incomprimibilita, gli sposta-
menti virtuali di € a partire da C’ sono caratterizzati dai vettori solenoidali
out' 20), e, indicato con dr# il vettore rappresentante la rotazione locale
subita dagli elementi di ¥ nel passaggio dalla configurazione C’ alla con-

figurazione che si ottiene sottoponendo C’ allo spostamento virtuale du*':

, accanto a d; =

dxt!

1
(1.22) ori! = "é‘ n‘,h,k’bhléukl (5u.v, = (5u") y

vi & perfetta equivalenza fra le equazioni (1.18), (1.19) e la relazione
simbolica 21)

(1'23) fFuéud'dC + fl’"éundE + fM;I(STi'dC + fm.-:é’r"dE —
c z C z
— |2*e,,4C — |Z10p'5,dC =0,

purché questa si intenda valida per ogni spostamento virtuale du?. In
detta relazione non v’¢ piu traccia ne degli incrementi =, X, né della parte
emisimmetrica di 7%, né delle w'!,.

20) Cfr., ad es., [3], 3.
2) Cfr. [3], 8.
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* % %

Qualora si sia riusciti a determinare l'incognito stato di equilibrio
forzato, il parametro p pud essere determinato con sole quadrature, tra-
mite le equazioni generali (1.18), (1.19) 22), mentre sfugge a una determi-
nazione per via analitica il parametro ¢, determinazione che va pertanto
demandata all’esperienza. Questa osservazione, assieme all’altra che, a
differenza di quanto avviene per il parametro p, ’'intervento del parametro
q ¢ dovuto all’esistenza di un legame (invariante lineare nullo per il rotore
di deformazione) avente carattere puramente cinematico e indipendente
dai vincoli #), interni o esterni che siano, a cui & o pud essere sottoposto
il sistema in esame, rende senz’altro accettabile Uipotesi che q sia, al pari
del potenziale isotermo, una funzione di stato per il sistema.

Una tale amissione non & invece certo accettabile per il parametro p.
Quest’ultimo, il cui intervento & dovuto all’esistenza del legame (1.1),
dovuto a sua volta alla presenza del vincolo di incomprimibilita, ha ca-
rattere di reazione vincolare e ’incremento & da esso subito nel passaggio
dalla configurazione di equilibrio naturale a quella di equilibrio forzato
pud addirittura presentarsi anche in assenza di deformazione, come
accade, ad esempio, nel caso di un solido sferico incomprimibile sottoposto
a una pressione uniforme in superficie.

Infine, la forma stessa delle equazioni generali, in particolare quella
delle condizioni al contorno espresse dalle seconde delle (1.19), permette
senz’altro, a mio avviso, di ritenere il parametro g funzione delle stesse
variabili da cui dipende il potenziale isotermo.

2. Teoria linearizzata. Linearizzazione delle (1.10) e sue conseguenze.

Fatto intervenire un parametro moltiplicativo A per tutte le cause
di divario fra la configurazione di equilibrio forzato C' e la configurazione
naturale di riferimento C, cioé per F'¥, f*, ..., segue che z*, T#, ... saranno
da ritenersi funzioni di 4, che supporrd derivabili rispetto a tale parametro
almeno una volta nell’intorno dello zero. Per la generica funzione ¢(z, 1),

2) Cfr. [3], 8.
2) Cfr. [5].
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scalare o vettoriale, porrd poi
PO(2) = @, 0),

d"p(z, A)

P (@) = [TJH n=1,2 ..).

L’introduzione di tale parametro implica che risulti C¢’'= C non
appena ¢ A = 0, cid che & espresso dalle

u® =0,
ove le u¢, date dalle

(2.1) ut = §,xt — 2 = u, ,

sono le componenti, nel prefissato riferimento cartesiano, del vettore
spostamento nel passaggio da C a C'.
Posto poi, in analogia alle (2.1),

u; = ut' =z’ — of'at
sicché &
Ugr = 0%ty ,
risulta 24)
(2.2) i =8y, @O =4,
(2.2") ziM = du¥MW = §4,d,u,m
e pertanto, ricordate le (1.3), (1.4), seguono le
(2.3) 95 =04y, €;9=0, g0 =4,
(2.3") g’V = 2e,,M = du,M + du .
%) Le seconde delle (2.2), (2.2') sono immediata conseguenza delle prime

e delle
w, w§ = of .
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E ancora, si hanno le

(2.4) | xy | © =1,
(2.4") |l | = 8 du® = duim
o =0,

per cui risulta, tra l’altro, stante le (1.13),
(2.5) o't =0,
Introdotto il vettore rotore dello spostamento, di componenti
(2.6) 2rt = n*Rdpuy = 2, ,
dalle (1.5), (2.3), (2.3') si ottengono le
(2.7) pEO =0, = o,

le seconde delle quali esprimono che il tensore '/ (V) & eguale alla metd del
gradiente del rotore dello spostamento u;), ossia al gradiente del vettore
r#1) rappresentante la rotazione locale.

Stanti le (2.4') e le seconde delle (2.7), i legami (1.1), (1.6) a cui sono
soggette le e;;, u'!; si traducono, nella teoria linearizzata, in

(2.8) Qs =0 ,
(2.9) i =0,

esprimenti che i due vettori u'® e riV) sono solenoidali. EA & ben naturale

che 1) gia solenoidale, differendo unicamente per il fattore % dal rotore

del vettore il
Stanti le (2.3'), il legame (2.8) si puod anche porre nella forma, in tutto
equivalente,

(2.8') 0“(1, =0 y
analoga alla
(2.9") pu't =0,

a cui equivale la (2.9).
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* Kk ok

Risultando, come agevolmente si pud verificare partendo dalla (1.9), )
De) =1 + 264 + 2(€4:)* — 265465, + 8 I (27} I ’

la (1.8) si scrive ?°), naturalmente prescindendo dai legami a cui sono
soggette le e, u'!;,

(2°10) Z(ea /,l,’) = W(ey ,u’) - p(o’eu + p(o)[emew - (6“)2] -
— 4p® l (27} | — qOu't; .

Posto, per brevitd e con evidente significato dei simboli 27),

2 () 2 (0) 2 ()
e = (2N sty (ZT N = (2 )
0€5006r, 06, 01' s QP ou',

Avrars , Bves— Bras ’
(2 - 6Dq)(2 - 61-:) 2 — (SW

A *pars

e introdotta la forma quadratica nelle e,;, u'f;:

(211) Qle, ) = 3 (A% + 2pOm ey, +
+ 2B*Wr‘ew,u"'a + Gnqr‘,u'pq,u,rn y

la (2.10), sviluppata mediante la formula di Taylor, d& luogo, qualora
si tengano presenti le (1.16), (1.16’), alla

(2.12) Z(e, w') = Qle, 1) — PO(ess) + ..

%) B evidente che si deve intendere
(€::)* = (0%ey)? , €ngfpe = 07709y, » | 6] = Det | e;) .
26) D’ora in poi, per motivi di concisione, in luogo di Z(e, 1i'; 0; x), W (e, u'; 0; x),

scriverd semplicemente Z(e, u'), W(e, u').
27) | ovvio che nelle espressioni di A*»" B*» 3 non si deve sommare rispetto

agli indici ripetuti.



Sistemi incomprimibili a trasformazioni reversibili nel caso asimmetrico 31

dove non si sono scritti i termini di ordine superiore al secondo nelle

iy P

La forma quadratica (e, u') &, a meno del termine additivo p®e,,e,,,
I’espressione del potenziale isotermo nella teoria linearizzata. Tenuto
conto delle relazioni di simmetria a cui soddisfano A*srirs, B*wa e (e

* — * J— L —_
Avvere — A¥reoe — Ao —

B*va s — B s , 0,0 = O,-'," ,

si ha che il numero di detti coefficienti che sono indipendenti & dato rispet-
tivamente da 21, 54, 45.

Cid premesso, ricordate le (1.11), (2.5) e le ultime delle (2.3), dalle
(1.10), oltre alle relazioni (1.16) conseguenti all’ipotesi che C & configu-
razione naturale (e che d’altra parte si ritrovano, come & naturale, tramite
la (2.12)), seguono le

TN = — Z¥$50) | g0
L'ym = — Z4m + XM,

Queste, qualora si tengano presenti la (2.12) e il legame (2.8'), dan luogo
alle

(2.13) TENA) = — Q¥4 | 1§ |
(2.14) L' = — Qg 4 xWg! ,
dove risulta, ricordando la (2.11),

gran — Lo (M KL 20000, )
s 2 — (5“ be‘! o 2 — 6‘! be‘!(l) ’

Q) (e, /‘I))(l): Q) (eM, u'™M)
du'y I 7 O

(2.15)

Q‘l(l) = (

nelle prime delle quali & ovvio che non va sommato rispetto agli indici
ripetuti 4, j.

Le (2.13) sono formalmente identiche alle analoghe del caso simme-
trico 28).

) Cfr. [8], I, 1.
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In base a quanto osservato alla fine del n. 1, I'incremento X & da ri-
tenersi dunzione di e;;, u'*; e quindi risulta, con il significato di X*#, X4
ormai ovvio,

(2.16) XD — Y*iiOg, M) L X0y
Ricordata la (2.11), le (2.14) si esplicitano pertanto nelle
(2.17) L'jY) = — (B*pei — X*W(“)é’,)em(l) — (0 — x,,“(")é{)y”’qu),

e da queste, dovendo le L',/ annullarsi, com’¢ plausibile, in corrispondenza
a ogni spostamento virtuale u‘» che sia irrotazionale, si deduce che

deve essere
(2.18) B¥oai — Y*va0)gd

QUi incogniti coefficienti B**;3, da 54, st riducono pertanto a 6 e la determi-
nazione di essi equivale alla determinazione dei 6 coefficienti X*»1(®), Anzi,
per quanto concerne la loro determinazione, essi possono addirittura essere
ignorati in quanto mon intervengono affatto melle relazioni (2.13), (2.14).
Infatti, stanti le (2.18), le (2.17), ossia le (2.14), si riducono a

(2.19) L0 = — Csu'n® + Lo},

dove, tra Valtro, non v’é traccia delle e,V), mentre le (2.13), ricordata la (2.11)
e la (2.9'), si esplicitano nelle

(2'20) TGH) = — (A*WH _|_ p(O)apian)ew(l) + sV §is ,

dove non v'é traccia delle p'i, Y, oltre che delle B*reJ,

Inoltre, stanti le (2.18), il legame (1.6) e quanto osservato circa le
(2.19), (2.20), si ha che l’espressione esplicita di Q(e, u') si pud sempli-
cemente ritenere espressa da 2°)

1 1
@11)  Qle, @) = 5 (A7 + pOFTI)ese,, + o Ofuan’, ,
29) Si tenga presente che i legami che limitano la variabilitd di e;, u'?; danno

origine a una certa indeterminazione nell’espressione effettiva di Wi(e, #') (e quindi
di Q(e, u')) e delle sue derivate parziali, indeterminazione che risulta perd eviden-
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forma quadratica che é somma di due forme quadratiche, una, Q.(¢), nelle
sole e;;:

(2.21) Qule) = (A3 | podmo)e, e,
Valtra, .(u'), nelle sole u't;:

! 1 ! !
(2.22) Qal') = 5 O,

Si & cosi esteso al caso dei sistemi qualsiansi %) un risultato stabilito
da Grioli 3t) per il caso dei sistemi isotropi esenti da vincoli interni.

La forma quadratica (2.21) é la stessa che interviene nel caso simmetrico 32).

Nelle (2.19) compare unicamente la parte dell’incremento X che
dipende da u'i; V) mentre della rimanente parte non vi ¢ piu traccia.
T8 pertanto sufficiente tenere presente che le (2.19) rappresentano, nel-
Pambito della teoria linearizzata, 1’equivalente delle seconde delle (1.10)
del caso finito e che X interviene nelle presenti considerazioni unicamente
per il tramite delle (1.10) stesse, per concludere che, almeno nel caso delle

piccole deformazioni, st pud semz’altro ritenere XY (e quindi qv) funzione
unicamente del rotore di deformazione (oltre che delle z¢, se € non &
omogeneo in C):

(2.23) X = x o ,m

cid che equivale a ritenere X*#® = ( e, in conseguenza delle (2.18),
(2.24) B =0 .

Con l'introduzione delle due forme quadratiche @,(e), @,(u'), le (2.19),

temente eliminata non appena si convenga di far sempre capo a una stessa, ben
determinata espressione di V. La scelta di detta espressione viene presentemente
sottoposta alla condizione che l'espressione effettiva di (e, u') risulti proprio
espressa dalla (2.11').

30) B ovvio che detto risultato, per il modo stesso con cui si & ottenuto, resta
valido anche per i sistemi esenti da vincoli interni.

s1) Cfr. [6], II, 2.

a2) Cfr. [8], II, 5.
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(2.20) si scrivono 23)

(2.25) TN = — Q14 4 z1F4 ,
(2.26) L'f® = — @, 0  XMgd

dove naturalmente come espressione di X va ora assunta la (2.23).
Le (2.28) sono in tutto identiche a quelle che si ottengono mel caso sim-

metrico ).
Infine, la linearizzazione delle (1.14) comporta le

THONN = — Q3 L'®J) = — Q,//M
dove, & ovvio, & da intendersi

Q) = Qi) — %_ Q*mmges

Q2P = @y — % QM08 .

3. Linearizzazione delle equazioni fondamentali della statica isoterma
dei corpi incomprimibili a trasformazioni reversibili.

Intendendo, naturalmente ),
F‘ = 6:IF" ) f‘ = 6:,’” ) coe g

la linearizzazione delle (1.18), (1.19), (1.20), qualora si ricordino le (2.2),
(1.16), (2.5), (2.8, (2.12), (2.11"), (2.21), (2.22), d& luogo alle

1
(B1) B2 + 5 ™ nRQw + M) = da
4 *44(1) 1 hE, (1) (1) 1 inky x(1)
(3.2) f+ @10y, + - ™ RQwY + My = 7yy + = ™2k,
me + Q@ fMVy, = x(l)”l ’
(3.3) M, + 2T + 3,Q,/M = 24W

3) 8i ricordino, in proposito, anche le (2.15).

s Cfr. (8], III, 1.
#) Si ricordino, in proposito, le (7.4) di [3], 7.
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nelle quali come espressione di X, & ovvio, va assunta la (2.23) e che
rappresentano le equazioni fondameniali della teoria linearizzata. Ad esse
vanno associate le

M = _;;_ N THO)

che conseguono dalle (1.21) e che, con le (2.25) e (3.3), dan luogo alle
relazioni

Té41 $43(1) = %_ M, + _;‘_ a‘x(l) _ %_ 240,41 — Qi+t H+3) ,

(3.4) T4 441(1) = _;_ M, — % b‘x(l) + _%_ 2/QsfV — Qi1 thn) |

T = 7 — Q3% ,

nelle ultime delle quali ¢ sottinteso che non si deve sommare rispetto
all’indice ripetuto i.

%* %k %k
In una teoria ove suppongano necessariamente nulle le L',/ e, conse-

guentemente, le m,,, la forma quadratica Q(e, u') si riduce alla Q,(¢) ?°)
e le (3.1), (3.2), (3.3) si riducono a

1
s Fé o+ 2,0840 4 — ™M, = 2
(3.5) L
2 f* + Qi + o MM, = ay,

e risulta
1+1 142(1 1 *$41 €43(1)
T 1) = — ? Mi - Ql 9
(3.6) TH+8 441(1) — _;_ M, — Qi+ t+2)
TH0) = ) — Q1

nelle ultime delle quali non va naturalmente sommato rispetto all’indice

ripetuto 1.
Se infine si suppone che risulti anche M, =0 (caso simmetrico),

38) Si veda, in proposito, [3], 7.
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le (3.5) si riducono alle ®7)

Fi 4 ,Q140 = d,a0

3.7
GO # 4 quon, = 2o,

mentre, com’¢ naturale, le (3.6) si riducono alle (2.25).

4. Conseguenze della linearizzazione sulla condizione (1.17).
Dalla (1.15) e dalle (1.16) seguono le

(4.1) ve =0, Va =0

e inoltre

1 d @ 2 27 \©
@ = Me,, 1) + - _9%4 Ny,
g 2—0,0)(2—0ys) (bemaen)e"“ Ors 2—0,q (bemb ".)e’” e
(o] 1%

12Z \©
[ — p (1) lr‘(l) do
+ (D‘u’qu‘ulfg) ‘u‘ q Au' ]

che, tenendo presenti le (2.12), (2.24), (2.11') e facendo intervenire il
legame (2.8’), da luogo alla relazione

(4.2) Yo =2 f [Qu(e) + Qu(w™)]ac
Cc

dove si sono ricordate le posizioni (2.21), (2.22).

Nell’ipotesi che il corpo € sia elastico si pud quindi concludere che la
condizione globale (1.17), esprimente che la configurazione C & intrinse-
camente stabile, nella teoria linearizzata si viene a tradurre nella

(4.3) J[Ql(e‘“) + Qa(p'®)dC >0
C

per ogni trasformazione isoterma che non corrisponda a uno spostamento
rigido e che rispetti il vincolo di incomprimibilita, ossia per ogni scelta

37) Cfr. [8], III, 1.
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del vettore solenoidale %) (x) che non implichi ’annulla~si di ciascuna
delle ¢;;0 in tutto C. Essa, con la seconda delle (4.1), sta ad esprimere
che, in corrispondenza ad ogni spostamento che non sia rigido, V(A4)
presenta un minimo per A = 0. Ed ¢ quanto deve accadere, stante la (1.17).

Come nel caso simmetrico, la (4.3) si riflette in sostanza in una restri-
zione di carattere globale per i coefficienti della @ = @, + @,.

S. Relazione simbolica della statica isoterma linearizzata dei corpi in-
comprimibili a trasformazioni reversibili.

D’ora in poi indicherd semplicemente con u il vettore u(), rappre-
sentante lo spostamento effettivo che il generico punto del sistema su-
bisce nella deformazione. Di conseguenza indicherd le e, M, rit), y'¢ Q)
semplicemente con e,,, %, u'’;, per cui con Qi‘i(e) intenderd Qi*), con
Q./(1') intenderd Q,/ /™.

Con u intenderd poi un qualunque vettore solenoidale in C, ossia
un vettore rappresentante uno spostamento virtuale del sistema a partire
da C. E naturalmente riterrd

- 1 — — - 1 — _
€5 = —é- (b{uj + b,u‘) y rt = E ﬂ'hkbhuk y ,u", = b;"" .

Cid premesso, si ha che le (3.1), con le condizioni al contorno (3.2), sono
in tutto equivalenti alla relazione globale

(5.1) [raac + [raaz + [uzac + [miaz -
C P C P

- fQ;“(G)E,,dG — an(l(#')ﬁ",dC =0,
C C

purché questa si intenda wvalida per ogni scelta del vettore u, solenoidale
in O, la dimostrazione di detta equivalenza essendo in tutto analoga
a quella data in [3], 8 per stabilire la (1.23), valida per il easo finito.

La (5.1), relazione simbolica della statica linearizzata dei corpi incom-
primibili a trasformazioni reversibili, implica che, non appena lo sposta-
mento virtuale u sia uno spostamento rigido, debba essere

f FaaC + J' fuds + J' MFac + j midZ =0,
C z (0] P
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relazione che, ritenuta la sollecitazione esterna vettorialmente invaria-
bile 3%), impone, in analogia al caso simmetrico, una restrizione nella
scelta della configurazione naturale di riferimento in quanto esprime
che il sistema, pensato come irrigidito nella configurazione C, deve, in tale
configurazione, risultare in equilibrio sotto Dazione della sollecitazione esterna
ad esso applicata.

Inoltre, sempre nell’ipotesi che la sollecitazione esterna sia vettorial-
mente invariabile (ipotesi che d’ora in poi riterrd sempre sottintesa),
segue che ogni soluzione della (5.1) & determinata a meno di uno sposta-
mento rigido.

* &k X

Qualora si suppongano nulle le L',/ e, quindi, le m,, la relazione (5.1)
8i riduce a

f P d0 + f fuaT + f M FdC — jQ;"(e)é,,dC =0,
(2] z C z

che & equivalente alle (3.5) non appena la si intenda valida per ogni scelta
del vettore u, solenoidale in C.

Se si ritiene inoltre M, = 0 (caso simmetrico), la relazione che si ot-
tiene, ritenuta valida per ogni vettore w solenoidale in O, & equivalente
alle (3.7) e coincide con la relazione stabilita in [9], I, 2.

6. Corpi elastici: teorema della minima energia potenziale e sua inversione,
teorema di unicita, teoremi di Clapeyron e di Betti.

Come si & visto al n. 4, dall’ipotesi che la configurazione C di riferi-
mento sia intrinsecamente stabile segue che risulta

(6.1) y = f [0:6) + @x(@)JAC > 0
[0}

#) Ossia indipendente dalla configurazione attuale.
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per ogni trasformazione isoterma che rispetti il vincolo di incomprimibilita,

ossia per ogni scelta del vettore u, solenoidale in C, valendo il segno di

eguaglianza soltanto quando u corrisponde a uno spostamento rigido.
Posto

62)  &u) = f [Qx(6) + Qu(u)]dC — fFfu.do — ff‘u‘dz’—
C C P
— JM aridC — f muridy
C P

e indicato con §(v) cid che diventa il funzionale § quando lo spostamento
effettivo u viene sostituito con un qualunque spostamento virtuale v,
analogamente al caso simmetrico 3°) sussiste la relazione
(6.3) &(u) < §(v) ,
ciod ogni soluzione della (5.1) rende minimo, rispetto a ogni altro spostamento
compatibile con il vincolo di incomprimibilita, il funzionale §&.

Infatti, potendosi v sempre porre nella forma

v=u-+tu,

con u spostamento virtuale, risulta, come agevolmente si pud verificare,
6(v) — 80) = [[0u@) + QN0 + [Qi¥(e)e0dC + [Quitu 0 —
c o} c
— |Fu,d0 — ff‘ﬁ,dZ — fM adC — fmj‘dZ ,
¢ z ¢ z
ossia, in quanto u & uno spostamento virtuale e u & soluzione della (5.1),

§(v) — () = f [:) + Qu(@aC ,
C

39) Cfr., ad es., [10] pp. 202-204, dove il teorema & dimostrato nell’ipotesi che
sistema in esame sia esente da vincoli interni.
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relazione che, stante la (6.1), prova ’asserto e mette inoltre in evidenza
che nella (6.3) il segno di eguaglianza vale sc e soltanto se v differisce
da u al piu per uno spostamento rigido.

Come facilmente si pud constatare, la (6.3) ha come conseguenza
che in corrispondenza a ogni sollecitazione si ha Dunicitd della soluzione,
unicitd che va naturalmente intesa a meno di uno spostamento rigido ).

Con un ragionamento identico a quello contenuto, ad es., in [10],
pp. 205-206, si pud infine provare che il teorema ora dimostrato si pud
invertire, nel senso che se lo spostamento solenoidale u remde minimo 4l
funzionale &, allora u é soluzione della (5.1). Resta cosi provata I’esistenza
di una soluzione del problema dell’equilibrio elastico, subordinatamente
alla condizione che esista uno spostamento solenoidale u minimizzante
il funzionale §&.

* % %

Conformemente alla teoria classica, vien naturale assegnare la deno-
minazione di energia potenziale al funzionale § in quanto il primo inte-
grale che compare nella sua espressione (6.2) rappresenta cid a cui si
riduce nella teoria linearizzata il lavoro delle forze interne di contatto 4),
cambiato di segno, ossia l’energia V acquisita dal corpo nel passaggio
dalla configurazione naturale a quella di equilibrio forzato, mentre i
rimanenti integrali rappresentano l’energia potenziale corrispondente alla
sollecitazione esterna (supposta vettorialmente invariabile e quindi senz’al-
tro conservativa) nel passaggio dall’una all’altra delle due configurazioni.

* % 3k

Identificando nella relazione simbolica (5.1) lo spostamento virtuale
u nello spostamento effettivo u si ottiene, tenendo presente il teorema

40) Cfr. il n. 5.

41) 8i ricordi la (2.12) e inoltre che V, non appena si tengano presenti i legami
che limitano la variabilita di e;,, p'¢;, rappresenta opposto del lavoro delle forze
interne di contatto nel passaggio da C a O’ (cfr. [3], 9).
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di Eulero sulle funzioni omogenee,
2f[Ql(9) + @,(n")]dC = fF‘uidC + ff‘u,-df + fM;r"dC’ - Jm.-r‘dZ )
¢ c z ¢ z

ossia, indicando con ¢ il lavoro compiuto dalla sollecitazione esterna
nel passaggio del sistema dalla configurazione C alla configurazione di
equilibrio forzato, si ha il teorema di Clapeyron #*), espresso dall’eguaglianza

1

V=35t¢,

dove, secondo quanto prima osservato, V & l’energia potenziale imma-
gazzinata dal corpo nel suddetto passaggio.

Oltre al teorema di Clapeyron, nell’attuale teoria si conserva immu-
tato, nell’enunciato e nella dimostrazione, il teorema di reciprocitd di
Betti 43).

A proposito di questi due teoremi ¢ il caso di osservare che nella loro
dimostrazione non interviene affatto la condizione (6.1), donde la conclu-
sione che essi valgono anche nel caso in cui € sia non elastico.

7. Estensione del teorema di Menabrea.

Introdurrd a questo punto la restrizione che sia la forma quadratica
@, che la forma quadratica @, siano definite positive, intensificando cosi
la condizione di elasticita (6.1). In base a tale ipotesi e possibile de-
durre dalle (2.20) e dalle (2.19), nelle quali si sostituisca la (2.23), le

relazioni

(e = Myymor — To0)

(7.1) . :
{ u'ty = Npq’i(xag — L'y,

43) Per il caso simmetrico cfr., ad es., [10], pp. 215-216, dove il teorema &
dimostrato nell’ipotesi che il sistema sia esente da vincoli interni.

43) Cfr., ad es., [10], pp. 216-217. Anche ora vale la stessa osservazione fatta
alla nota precedente.
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dove con M3, e N*¢, ho indicato i coefficienti delle due forme quadrati-
che 2R, e 2R, reciproche rispettivamente di 2Q, e 2Q,, coefficienti che,
& ovvio, soddisfano alle stesse relazioni di simmetria a cui soddisfano
1 coefficienti di queste ultime.

Posto, per brevita,

My = M3, M= M*,
N»f¢ =N, N4%=N,

e ricordati i legami a cui sono soggette le e, u'Y,, dalle (7.1) seguono
per gli incrementi 7, X le espressioni

* T(v)

(1.2) ,
g _ Mol
Bl

\

le quali, sostituite nelle (7.1) stesse e posto

~ M‘ .
M;au = M;wl - ~—3Ll'[;_l ’
~ » (]
Noghy = N2ty — N;VN ! ’
permettono di tradurre le (7.1) nelle
(1.3) by = — M3, T,
pYy = — ﬁ’a‘lL,nq )

che lasciano ignorati gli incrementi s, X.
Introdotte le due forme quadratiche %)
R(T) = = My, To0Te

(7.4)

| 0| =

En(L’) = ﬂ’a'aleqL'r' ’

«) E ovvio che nelle (7.4) T e L’ stanno ad indicare gli argomenti di Rl o R,:
pertanto non vanno confusi con gli invarianti lineari di 7%, L'/.
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le (7.3) si abbreviano nelle
N.
S ey = — By,

(7.3') -
? u'ty = — Ry,

con il solito significato per i simboli R},;, R,%;:

5 _ 1 3R g, R
=gy, o =g
E risulta inoltre
1 1R(T)

~
M3y =

(2 — 0,0)(2 — byy) TP0RT® !

che, conformemente alle posizioni fatte al n. 2, giustifica 1’apposizione
dell’asterisco a M}, *¢). -

A differenza di R, e R,, che sono definite positive, fifl e R, sono soltanto
semidefinite positive. Infatti risulta, come subito si verifica,

~ M3, T M3, T
50 20200 = M (10 — B o) (700 — S50

~ Tk ' AR
Nmmwv=W&@7—N§"@P”‘N;‘@’

con la conseguenza che ﬁI(T) e 1~33(L’) si annullano quando risulta, rispet-
tivamente,

My, T

T(vq) _— —T—é”‘ = 0 )
A Ik
e - Pl 5o,
ossia quando e
(7.5) Ty — go0 | L = 208,

%) Analogamente, ¢ giustificata I'apposizione dell’asterisco a M, in quanto &
1 RR,(T — =)

Moars = (2= 0,0)(2 — 8,,) O(T®) — 7») o(T"H — mo™s) °
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con 7 e A scalari qualsiansi. In altri termini, ﬁl, I}; st annullano quando
i due tensori To, L' sono isotropi. Inoltre, essendo definite positive
le due forme quadraﬁiche R, e R,, questo & I’unico caso in cui le due forme
quadratiche El e R, si annullano.

B infine anche il caso di ricordare il legame che intercorre fra le u'é;
e le ¢;;, il quale, stanti le (7.3), impone che risulti

(7.6) Nog L0 = (Mg, TO0)

ecc.

% %k %

Si pensi ora a una qualunque sollecitazione interna compatibile con
quella esterna assegnata, prescindendo da ogni specificazione della na-
tura e dello stato fisico del corpo in esame. In altri termini, i tensori
degli sforzi e dei momenti che ad essa corrispondono, e che indicherd
rispettivamente con @ e A'/, andranno pensati soggetti unicamente
alla condizione di soddisfare alle equazioni indefinite %)

s ;0 = Fi
(7.7)
) 2,A'7 = M, + nihk@[hk] y

e alle corrispondenti condizioni al contorno

g Oity;, = f*,

\ A’;’.’Vj =m;.

(7.8)

Introdotto il funzionale

MO, A1) = f [Ry(O) + Ry(A]dC ,
(0}

dove il significato dei simboli ¢ evidente, sussiste, in corrispondenza a ogni

6) Le (7.7), (7.8) si ottengono linearizzando le (1.3), (1.4) di [3], 1. 601 & la
parte emisimmetrica del tensore 6%,
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possibile scelta dei tensori O, A'J, la relazione
(7.9) MO, A') = M(T, L),
ove, & ovvio, (T, L') & il valore assunto da M(®, A') in corrispondenza
alla sollecitazione interna effettiva.

Infatti, posto

Gu=0u T, Ay=Ay—ID/,
risulta

MO, A') — M(T, L') =

- f (BB + 1) + B + L)1dC — f (BuT) + RyL1a0 =
C C

— f [R\(6) + Ruy(A)ac +
C

+ f (M, To0OC 4 Nog L' ,0)dC
c

osgia, ricordando le (7.3),
(7.10) H(O, A') — M(T, L') =

- f [Ry(®) + Ry(A)1dC — f (€@ + p't, A" H)ac .
o C

Ricordate le (2.3'), le seconde delle (2.7) e tenuta presente la simmetria
di @U9, tramite 'applicazione della formula di Green si ottiene per il
secondo integale che compare a secondo membro

(7.11) J- (€O + ', A’ a0 =
c
= - f b’@“”u‘do - f b;Z,‘lr‘dG —_—
o C

J— j @(“)u‘v,dz —_ f}i';’f‘v,dz .
X z
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D’altra parte, essendo i tensori &%, A',f, come i tensori 7%, L'/, solu-
zioni delle (7.7), (7.8), i tensori @¥, A’ soddisfano alle

( b,@" =0 9
(7.12) _ _
( D!A'l’ = nihk@[hk] )
@“‘l’, = 0 9
(1.13) _
A'g"l’; =0 y

con la conseguenza oche, ricordate le (2.6) e tenuta presente 1'identita
(7.14) NP = 030F — 050% ,

per il secondo integrale che compare a secondo membro della (7.11) risulta

IB;Z"’T‘dC = J‘b(’“;@luldo = - fb,u,@["]dc 9
(o] c C

osgia, applicando la formula di Green,
f 2,A' fraC = f 2,0U9u,dC + f Olupds .
c z

La (7.11) pertanto si secrive
f (6,00 + p'* A" A0 = — f 2,0udC — f OtuydX — J' A v dx
o} c z z
che, ricordate le prime delle (7.12) e le (7.13), si riduce a
f(eué“” + l‘”i/—l'i’)do =0.
c

La (7.10) si riduce quindi, in definitiva, a

(7.15) H(O, A') — ST, I') = f [7(®) + Budac,
C
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la quale, ricordato che le due forme quadratiche 1~i€1 e ﬁz sono semidefinite
positive, esprime proprio che risulta verificata la (7.9).

Inoltre, ricordato quanto in precedenza osservato circa le due forme
quadratiche R1 e Rz, dalla (7.15) segue che nella (7. -9) vale il segno di
equaglianza quando e soltanto quando i due tensori O ¢ A' risultano
i8otrops.

In tal caso le equazioni (7.12), (7.13) si specificano nelle

s b.‘i’ + bj@[“] = O )
(7.16) _ _
( A = NiOH

s :E‘V‘ + (-:)-[”]Vl == 0 9
(7.17) ) -
( Av; =0 9

con evidente significato di 7= e . Dalle seconde delle (7.16), ricordate
le (7.14), si deduce

— 1 -
(7.18) Ol = =2,

con la conseguenza che le prime delle (7.16) si riducono a

esprimenti la costanza di 7 in C, e le prime delle (7.17) a
1—7‘" == 0

in quanto, essendo, per le seconde delle (7.17), A = 0 su X, grad 4 & orto-
gonale a 2 ed & quindi nulla 1’espressione #y,d WAy esprimente v A grad A.
Si pud pertanto concludere che 7 & nullo in tutto C, ossia che ¢ due tensori
@i, T4 hanno la stessa parte simmetrica e differiscono, al pin, per la loro
parte emisimmetrica. Invece i due temnsori A'J, L'} differiscono, al piw,
per un tensore isotropo, Ad}, nullo su X. Inoltre il gradiente di 1 fornisce,
tramite le (7.18), il tensore (emisimmetrico) differenza fra @i ¢ T4,

La conclusione delle considerazioni ora svolte ¢ quindi la seguente:
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la sollecitazione interna effettiva é tra quelle (compatibili con la sollecitazione
esterna) che minimizzano il funzionale M. Data una qualunque di queste
e indicati con O, A'JF i corrispondenti tensori, ogni altra sollecitazione
(compatibile con quella esterna) che minimizza il suddetto funzionale ha i
corrispondenti tensori @4, A’ dati da

O — @i + %"’7”'511 ,
(7.19)

\/'1‘;4’:/1'3"";6%’

con A funzione scalare soggetta all’unica condizione di annullarsi su X.
In altri termini due sollecitaziont qualsiansi 47) minimizzanti il funzionale M
hanno i temsori dei momenti che differiscono unicamente per un tensore
isotropo, }:6{, (nullo su X), ossia hanno le due parti puramente lavoranti
di detti tensori coincidenti, e i tensori degli sforzi che differiscono unicamente
per la parte emisimmetrica, tale differenza risultando data dalla metd del
tensore aggiunto di gradi (ossia dalla meta del tensore che si ottiene
moltiplicando internamente il tensore di Ricci per grad Z).

In cid consiste una prima estensione del teorema di Menabrea. Nella
sua enunciazione attuale il teorema si diversifica da quello classico
in quanto, come si € visto, la sollecitazione che minimizza il funzionale AG
non & piu unica.

Come agevolmente si pud constatare, ’enunciato attuale si conserva
immutato anche nel caso in cui il corpo elastico ¥ non sia soggetto al
vincolo interno di incomprimibilita.

% %k %k

In una teoria ove si supponga necessariamente nullo il tensore dei
momenti interni di contatto, non si ha, ovviamente, 'intervento delle
forme quadratiche R, e R, e la (7.15) si riduce a

M(O) — M(T) = f R(®dc ,
C

47) Naturalmente compatibili con quella esterna assegnata.
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ossia a
M(O) = M(T) ,

dove vale il segno di eguaglianza unicamente quando il tensore O coincide
con il tensore T, come subito si ottiene dalle (7.16), (7.17), non appena
si ricordi che, per Pipotesi fatta, ¢ 2 = 0 in tutto C.

Si pud quindi concludere che in una teoria ove si suppongano nulli
i momenti interni di contatto il teorema di Menabrea conserva il suo enun-
ciato originario.

* * %

Qualora si introduca, accanto alla @), la forma quadratica @, definita,
prescindendo dal legame (1.6), da

1
(720) Qa(;u',) = ? (Opqr. - %pq(o)é: - x'.(o)ag)uquulr”

le (2.19), ossia le (2.26), si serivono semplicemente, ricordando la conven-
zione introdotta al n. 5,

(7.21) L'y = — @5i(u') ,

nelle quali, naturalmente, va ora tenuto presente il legame a cui sono
soggette le u't;.

B evidente che, non appena si tenga presente il suddetto legame,
in tutte le espressioni sino ad ora scritte si pud sostituire materialmente
alla Q, e alle sue derivate Q,;/ la @, e le sue derivate @,/ e porre X = 0
nelle espressioni in cui questo compare (vale a dire nelle (2.26), (3.2), (3.3)).

Cid premesso, accanto all’ipotesi che sia definita positiva la forma
quadratica €,, introdurrd l’ipotesi che sia definita positiva addirittura
la forma quadratica . Cid implica che risulti positiva la ¢, almeno in
corrispondenza a ogni scelta dei suoi argomenti (formata da valori non
tutti nulli) che soddisfi alla (1.6).

In base all’ipotesi ora fatta, ¢ possibile risolvere, in modo univoco,
le (7.21), ossia le (2.19), rispetto alle u'i;, ottenendosi

(7.22) p'ty = — 8Ly,
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dove con 87% ho indicato i coefficienti della forma quadratica 2R, reci-
proca della 2Q),, coefficienti che, ovviamente, soddisfano alle stesse rela-
zioni di simmetria di quest’ultima.

Intendendo, al solito, 87, = 87, la (1.6) e le (7.22) implicano

8o Ll =0,

da cui si deduce che Pipotesi che @, sia definita positiva esclude per il

tensore L',’ della sollecitazione interna effettiva la possibilitd di essere iso-

tropo, nel senso che se esso € isotropo deve necessariamente essere nullo.
Introdotto il funzionale

N@wﬂ=f@#h+&MMW,
C

dove, al solito, i tensori @+, A', sono soluzioni delle (7.7), (7.8), sussiste,
in corrispondenza a ogni possibile scelta di detti tensori, la relazione

(7.23) N§@, 4" = N(T, L),

dove, & evidente, N°(T, L’) & il valore agsunto da N (@, A’) in corrispon-
denza alla sollecitazione interna effettiva.

La dimostrazione dell’asserto & in tutto identica a quella data per
provare la (7.9) e porta alla relazione

(1.24) M&M*Nmﬂbj@@+&@M&
C

con, al solito,

@4 = @Y — T , /_1:‘; =Ag— L',

Ricordando quanto osservato circa la forma quadratica semidefinita
positiva ﬁl, dalla (7.24) e dalle (7.12), (7.13) si deduce pressoché imme-
diatamente che nella (7.23) vale il segno di eguaglianza quando e soltanto
quando © due tensori @4, A'J coincidono rispettivamente con i tensori T4,
L'y,

Si ha quindi la conclusione che la sollecitazione interna compatibile
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con quella esterna e minimizzante il funzionale N é unica e coincide con
quella effettiva.

B questa una seconda estensione del teorema di Menabrea. Essa, a diffe-
renza della precedente, conserva al teorema il suo enunciato originario,
salvo, beninteso, la sostituzione del funzionale che interviene nel caso
clagsico con il funzionale JN°.

In proposito perd é il caso di ricordare che, mentre la prima estensione
¢ stata ottenuta imponendo alla @,, oltre che alla @,, di essere definita
positiva, la seconda estensione e stata ottenuta imponendo detta con-
dizione, invece che alla @,, alla Q,, ossia mediante una restrizione che
appare piu forte della precedente. Inoltre nella prima estensione, analo-
gamente al caso classico, interviene unicamente, tramite il funzionale ¢,
il potenziale isotermo, mentre nella seconda, oltre a quest’ultimo, vi &
pure l'intervento dell’incremento X.

* % %

Nel caso in cui risulti nullo l’incremento X, la forma quadratica @,
8i riduce alla Q,, la ﬁz alla R,, che & definita positiva, e la prima esten-
sione del teorema di Menabrea viene a coincidere con la seconda. In
altri termini, nell’ipotesi che risulti nullo Vincremento X, la sollecitazione
interna compatibile con quella esterna e minimizzante il funzionale M é
unica e cotncide con quella effettiva.

Anche ora, in conseguenza dell’ipotesi che @, sia definita positiva,
il tensore L', non pud essere isotropo (a meno che non sia nullo).

8. Corpi isotropi.

Per quanto visto al n. 2, la natura di ¥ & completamente specificata
dalla forma quadratica Q(e, u') = @i(e) + @.(u') — che, stanti la (2.12)
e la (2.10) fornisce I’espressione linearizzata del potenziale isotermo — e
dalla forma lineare X(u'), ossia dai 66 coefficienti A*res 4 p(O)§rrdes, C,,*
e dai 9 coeifficienti X,/ coefficienti per la cui determinazione & necessario
fare ricorso all’esperienza.

11 problema della determinazione sperimentale di @ e di X si semplifica
notevolmente se accade che ¥ sia isotropo in C, perché in tale caso il
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numero di coefficienti occorrenti per individuare la @ si riduce a tre, men-
tre risulta

(8.1) Ap') =0.

Infatti, in tali ipotesi, dovendo i tensori A*rurs | pOgerdes, (.0, X O
risultare isotropi, si ha 48)

A¥oirs 4 PO — qoBmET |-, B | crydmdT
C,q,' = '}’06:6: + 715.»6'" + 726;65 9

140 = adl,

gicché, conservando naturalmente le convenzioni introdotte al n. 5 e
ricordate la (2.11'), la (2.8') e la (2.9'), la Q(e, u') assume la forma

E 1
(8.2) Qe, p') = 3 €nebry 1 ) (V1e'%q + yap'a, )%
ove ho posto

)

Gt o B
2~ 3

mentre la (2.23) si riduce alla (8.1) 4*): nel caso isotropo lincremento X
va sen?’altro ritenuto nullo.

Stante la (8.2), e conformemente a quanto si intendeva provare, la
forma quadratica Q(e, u') risulta completamente individuata non appena
i conoscano i tre coefficienti E, y,, p,. In particolare, la forma quadratica
Q,(e) ¢ individuata non appena si conosca il coefficiente E:

(8'3) Ql(e) = '? €peCpa -

) Cfr. [2], pp. 98-100.
) E ovvio che detto risultato vale anche nel caso dei sistemi esenti da vincoli

interni.
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E anzi, avendosi, nel caso incomprimibile,
(8.4) oo = — 214 ’

ove con I,e ho indicato Vinvariante secondo della matrice || e, | , risulta

(83 Que) = — 25 Tes,

da cui si deduce che, analogamente al caso simmetrico 5°), il coefficiente

3 coincide con il secondo coefficiente di Lamé, ®):

(8.5) 5 =k

E ¢ il modulo di elasticita normale.
Con D'espressione di ,(e) data dalla (8.3), le (2.25) si esplicitano nelle

(8.6) TG = — _i_ Ee,, + mo* ,

identiche, com’¢ naturale, a quelle del caso simmetrico 52).
Dalle (8.6), ricordate le (2.8'), segue

1 T
(8.7) n= g T = —,

ossia Pincremento di pressione 7 é egquale a un terzo dell’invariante lineare

del tensore degli sforzi.
La (8.7), sostituita nelle (8.6), permette di dedurre le relazioni:

3
= — —— T(9)
€ o5 T
ossia, per le prime delle (1.7),
3
(8.8) by =—om VDR
50) Cfr. [8], III, 6.

s1) Cfr. [10], p. 192.
52) Cfr. [8], III, 6.
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nel ocaso isotropo il temsore di deformazione differisce unicamente per il
3 1 .

fattore — Y R 2—” dal tensore esprimente la parte puramente lavorante

del tensore degli sforzi, risultato che, ovviamente, vale anche nel caso

simmetrico.

L’espressione di Q,(x'), stante la (8.2), & ora data da

1
. (W) =5 V1t T Vel o)t e
(8.9) Qi) = 5 (V1p"%e + yap's)u”
con la conseguenza che, ricordata la (8.1), le (2.26) si esplicitano nelle

(8.10) L'} = — yu'ty — yau'ss

da cui si deduce, com’é ormai ovvio, che nel caso isotropo il tensore L'/

é a invariante lineare nullo. In altri termini, stanti le seconde delle (1.7),

si ha che il tensore L'? coincide con la sua parte puramente lavorante *®).
Dalle (8.10), supposto |y,| # |y,| , seguono le

ry LANY
(8.11) ity = — e = vl
(y1)* — (va)

Invece, se risulta y, = y,, oppure y, = — y,, il temnsore L';} risulia
simmelrico nel primo caso, emisimmetrico nel secondo e il tensore u'*; ha
nel primo caso la parte simmetrica e nel secondo la emisimmetrica che

. . . 1
differisce da L'} wunicamente per il fattore — o -

V1

Infine, tenuto presente che risulta 5¢)

"o
'ty = **dpe,,

e supposto €, oltre che isotropo, omogeneo in C, dalle (8.8), (8.10) si

) B ovvio che vale la stessa osservazione fatta alla nota 49),
54) Cfr. la (L.5).
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deduce che fra i due tensori T, L'P!= L'/ intercorrono le relazioni
(8.12) YNk TO* -y d, T = 2ul’?

dove, scrivendole, si & tenuta presente la (8.5). Esse sono le corrispon-
denti delle (7.6).

* %k

E evidente che nel caso dei corpi isotropi i teoremi della minima
energia potenziale, di Clapeyron, di Betti, ecc. si conservano immutati
nel loro enunciato.

Per quanto concerne il teorema di Menabrea, risultando nel presente
caso nullo 'incremento X, esso conserva il suo enunciato originario, come
8i & visto alla fine del n. 7.

In proposito & il caso di osservare che la forma quadratica ¢, é definita
positiva quando (e soltanto quando) risulta %) y, > |y, | , che la forma
quadratica R, & data da

1

RuL) = g (oo B — o T B

(w — a7 () —

come subito segue dalle (8.11), nelle quali presentemente si vengono ad
identificare le seconde delle (7.1) e le (7.22), ecc.
I coefficienti N7, risultano espressi da

vr o V1 sege V2 segr
Mo = (1) — (v2)? %0 (1) — (y2)? oo
e risulta
No,— 1 &
¢ Y1+ Vs o’
ecc.
%* % %k

Introdotta I'ipotesi che il sistema sia, oltre che isotropo, omogeneo
in 0, le (3.1), (3.3) diventano, tenendo presente la (8.3), la (8.9), la (8.5)

%6) Infatti quando (e soltando quando) & p,>|y,| risultano positivi i minori
principali estratti della matrice dei coefficienti della Q.
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e, ovviamente, la (2.8),

A 1
(8.13) ‘ pdat — T Adut = v — B¢ — G,

(\ ylAzh + M; = —2T,,

che, con le condizioni al contorno, dedotte dalle (3.2),

1 ) ' 1
(8.14) s 2uew; + ) ymthw,,A o = qv; — ff — 5 7™y, M,

M; + (Y -+ pda5)v; =0,

rappresentano le equazioni fondamentali della statica isoterma linea-
rizzata dei corpi incomprimibili a trasformazioni reversibili, omogenei e
isotropi in C.

Dalle (3.4) si deducono poi le relazioni

) 1
i+l idr - M, — —)/2—1— Agri — 2p644 1 413

(8.15) ! )
T2 i+l = 5 M, + *él— Agri — 206411 ivs

TH =5 — 2uey

nelle ultime delle quali non va naturalmente sommato rispetto all’indice
ripetuto <.

In una teoria ove si suppongano necessariamente nulle le L'/, le
equazioni generali, con le rispettive condizioni al contorno, si riducono
alle

1
g Iqu’N/" =dm — F* — —2—77‘“3an y
(8.16)

1
? 2/1/6”71 = tV; — f‘ - "2_ nihkthk 9

che si possono d’altra parte direttamente ottenere dalle (3.5) e che dan
luogo a quelle del caso simmetrico qualora si supponga anche M; = 0.
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Ed é infine

1
/\ Ti+l ite — .E M.. — 2lll,ei+1 i+23

(8.17)

o 1
Ti+2 i41 — 5 M, — 2u€it1 442

T4 =7 — 2ue,; ,

con la solita osservazione per l’indice ripetuto ¢, relazioni che non differi-
scono dalle (8.8), (8.7) nel caso in cui si supponga anche M, = 0.

9. Osservazione.

Qualora per % si abbandoni l'ipotesi della incomprimibilita, non si
ha piu nelle varie relazioni scritte ’intervento del parametro p e quindi
dell’incremento s %¢). La funzione 57) Z(e, u') definita dalla (1.8) diventa

(9.1) Z(e, ‘u’) = W(e, /1") _ q(O)qu" ,

ecc. Gli spostamenti virtuali sono dati da spostamenti infinitesimi qual-
siansi e la relazione simbolica (1.23), ritenuta valida per ogni spostamento
infinitesimo, é perfettamente equivalente alle equazioni fondamentali... 58).

Per quanto concerne il parametro ¢ e I'incremento ¥ tutto quanto &
stato osservato si conserva immutato, con la conseguenza che, anche
ora, come & gid stato osservato, nel caso linearizzato il potenziale isotermo
si spezza nella somma di due funzioni (forme quadratiche), una nelle
sole e,;, l’altra nelle sole u'?,. X si pud senz’altro ritenere anche ora funzione
soltanto di queste ultime e le analoghe delle (2.25), (2.26) si serivono
esplicitamente

(9.2) TGH = — A*waite

(9'3) L'y = — Cpqij ’pq + X(S{ ’

56) Si osservi perd, in proposito, che non tutte le relazioni scritte si traspor-
tano al caso dei sistemi esenti da vincoli interni semplicemente sopprimendo in
esse I'incremento z o le sue derivate, in quanto per tali sistemi non vale pia la (1.1)
e, conseguentemente, la (2.8'). L’osservazione vale, in particolare, per le equazioni
(8.14), (8.16).

57) Si ricordi quanto convenuto alla nota 26).

58) Non si dimentichi, in proposito, quanto osservato alla nota 58).
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nelle quali si & tenuta presente la convenzione introdotta all’inizio del
n. 5. Esse, in conseguenza di quanto si & osservato circa 1’espressione del
potenziale isotermo e l’incremento X, semplificano le analoghe stabilite
per il caso linearizzato da Grioli %°), da Aero e Kuvshinskii ¢), Mindlin
e Tiersten ) (che sostanzialmente coincidono con quelle stabilite da
Grioli) e provano che melle espressioni delle T#) stabilite da tali Awutori
sono nulli 4 coefficienti delle u'?, e in quelle delle L'} sono nulli i coefficienti
delle ey,

Immutati si conservano, negli enunciati e nelle dimostrazioni, i teoremi
della minima energia potenziale, di Clapeyron, di reciprocita, ecc. In
particolare si conservano le estensioni date dal teorema di Menabrea.

Nel caso dei corpi isotropi, non valendo piu la (2.8'), la forma qua-
dratica €),(¢) avra una diversa espressione ®2), identica perd ancora a
quella che si ottiene nel caso simmetrico, ece. Invece, per quanto con-
cerne lincremento X, la forma quadratica Q.(u') e i tensori L'/, u'é;, i
risultati stabiliti permangono immutati, come gia si & detto. In particola-
re, £ va senz’altro ritenuto nullo, L',/ coincide con la sua parte puramente
lavorante, le relazioni (9.3) si riducono alle (8.10), che si presentano di-
verse dalle analoghe stabilite da Mindlin e Tiersten %) in quanto nelle
relazioni dovute a detti Autori compare un’indeterminazione di cui non
v’¢ traccia nelle (8.10).
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