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SU ALCUNI PROBLEMI DI ORDINAMENTO

di EDMONDO MORGANTINI (@ Padova) *)

Premessa.

Nelle pagine seguenti si discutono gli aspetti matematici di alcune
questioni di ordinamento inerenti alla ricerca operativa.

Si immagini un gruppo di n «utenti» a’ (j =1, 2, ..., n) che atten-
dano di essere « serviti » da un insieme finito ed ordinato di m « sportelli »
a; (1 =1,2,...,m) di un certo « ufficio ». Supponiamo che ogni utente si
debba presentare successivamente al 19, 2o, .., m° sportello. Inoltre
siano noti i tempi parziali a,; di servizio, ossia I'intervallo di tempo a,,
occorrente allo sportello a, per servire 'utente a’. In a,; si pud pensare
conglobato anche lintervallo di tempo occorrente ad a’ per trasferirsi
dallo sportello a,—, a quello a, ed allo sportello a; per passare dalla « pratica »
dell’utente a’-* a quella di a’. E lo stesso supporre che tali intervalli di
tempo siano trascurabili, o costanti. Si supponga inoltre che gli » utenti
si debbano presentare nello stesso ordine di fronte a ciascuno degli m
sportelli. Non siano cioé ammessi « scavalcamenti ».

Si presenta allora il problema di determinare quest’ordine, ossia di di-
sporre il gruppo degli n utenti in una fila ordinata a?, a? ..., a®, e cid
allo scopo di rendere minimo il tempo totale di servizio, ossia l'intervallo
di tempo v intercorrente tra I’istante in cui il 1° utente a! si presenta di
fronte al 1° sportello e l'istante in cui I'ultimo utente a® abbandona,
essendone stato servito, 'ultimo sportello a,,.

*) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di ricerca del Comitato Nazionale

per la matematica del C.N.R.
Indirizzo dell’A.: Seminario matematico dell’Universitd, Padova.
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La parte IIT (nn. 12-20) del presente lavoro & dedicata a questo pro-
blema di ordinamento ottimale. La sua risoluzione presuppone che si
sappia calcolare speditamente il tempo totale di servizio v, fissati che siano
P’ordine degli utenti, quello degli sportelli e la matrice A = (a,,) dei tempi
parziali di servizio.

A tale problema preliminare e ad altri equivalenti ¢ dedicata la parte I
(nn. 1-7) della Memoria, che ne fornisce una impostazione ed una risolu-
zione matematica originali, vagamente ispirate al P.E.R.T. 1).

Nel n. 8 della parte IT (dedicata alla interpretazione operativa della
parte I) si dimostra infatti che v coincide col « valore » massimo delle
« traiettorie » da (1,1) ad (m, ») nella « grafo-matrice » A = (a,;). Queste
nozioni vengono poste nei nn. 1,2 della parte I. Sempre nella parte I
si descrivono piu procedimenti (uno «in avanti», Paltro « all’indietro »,
altri « misti ») adatti alla determinazione delle traiettorie di valore mas-
simo della 4 ed al calcolo del loro valore (nn. 3, 4, 5).

Il problema analogo per le traiettorie di valore minimo & equivalente
a quello relativo alle traiettorie di valore massimo (nn. 2, 7). Per entrambi
questi problemi & indifferente scambiare le righe con le colonne (ossia
I'ufficio degli utenti con quello degli sportelli), oppure invertire contem-
poraneamente il loro ordinamento (nn. 2, 8). Solo se la 4 & « pseudo-
circolante », tutte le sue traiettorie hanno lo stesso valore (n. 6).

% %k k

Nella ricerca operativa hanno interesse anche i tempi parziali o totali
di « riposo » degli sportelli e quelli di « attesa » degli utenti. Infatti pud
accadere che lo sportello a; abbia gia servito l'utente a*-! e debba « ri-
posare » per un intervallo di tempo d;, in attesa che I’utente a* sia stato
servito da a,;-,. Oppure che l'utente a*, gia servito dallo sportello a,-,,
debba « attendere » per un intervallo di tempo e; prima che lo sportello
a; termini il servizio di a*-1.

Nella parte II si fa anche vedere come le matrici B, C dei procedimenti
in avanti e rispettivamente all’indietro sopra ricordati consentano fa-
cilmente (nn. 9, 10) la costruzione delle matrici D, E; D', E' dei tempi
parziali di « pre-riposo» e « pre-attesa », « post-riposo» e « post-attesa »

1) Cfr. ad es. i lavori citati ai nn. [7], [8], [9], [10], [12] della Bibliografia
posta alla fine della Memoria.
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ed il calcolo dei tempi totali i riposo (per alcuni o per tutti gli sportelli)
o di attesa (per alcuni o per tutti gli utenti). Solo se la A & pseudo-circo-
lante, sono nulli tutti i tempi di pre-riposo e di pre-attesa successivi al
primo. I valori di questi intervalli di tempo dipendono essenzialmente
dall’ordine crescente o decrescente dei valori degli elementi sulle diagonali
secondarie della B, e quindi della 4.

La parte II della Memoria termina con la formulazione di alcuni
problemi di ordinamento ottimale delle colonne della g-matrice A, deri-
vanti dalla sua interpretazione operativa (n. 11).

* %k ok

La considerazione delle traiettorie della g-matrice A e la interpreta-
zione operativa del loro valor massimo v consentono di determinare delle
limitazioni inferiori per i diversi valori di » corrispondenti ai diversi pos-
sibili ordinamenti (degli utenti, cioe) delle colonne della A. Ne consegue
(n. 12) un criterio sufficiente per riconoscere se un dato ordinamento sia
« ottimale », cioé di minimo valor massimo.

Per m = 2, ossia quando vi sono due soli sportelli, Johnson [1] e
Bellman [2]2) hanno fornito e giustificato una comoda regola per 1’ordi-
namento ottimale (degli » utenti, cioe) delle » colonne della A (n. 13).
La considerazione geometrica delle traiettorie fornisce gia una giustifi-
cazione intuitiva della regola di Johnson. Non si conosce una regola ge-
nerale analoga per m > 2 (ed n > 2). Comunque, se si considerano « adia-
centi» (in senso « stretto» o «lato») due permutazioni differenti per un
solo scambio (tra colonne adiacenti o rispettivamente anche non adiacenti),
nell’insieme I, delle n»! permutazioni delle colonne ed in relazione alla
struttura derivante da tale nozione di adiacenza, si possono considerare
(n. 14) i punti di minimo « relativo » per v (in senso stretto o lato).

Si verifica facilmente che 1’ordinamento di Johnson & di minimo re-
lativo in senso lato (nn. 15, 16). La considerazione (n. 17) della eventuale
ottimalita degli ordinamenti delle colonne delle sub-matrici di una g-matrice
ottimale, rende ragione della eccezionalita del caso m = 2 (due soli spor-
telli) e della minimalita assoluta dell’ordinamento di Johnson. La regola
di Johnson si puo¢ infatti pensare ottenuta (per m = 2) da un criterio
ottimale di ordinamento per g-matrici con due sole colonne (n. 18), tenuto

2) T numeri tra parentesi quadra rinviano alla bibliografia posta alla fine del
lavoro.
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conto della transitivita di questo criterio per m = 2 e della circostanza
che in generale solo per m = 2 Pottimalita dell’ordinamento delle colonne
della A si puo ricondurre all’ottimalita dell’ordinamento delle colonne delle
sue sub-matrici.

La stessa considerazione geometrica delle traiettorie di valore massimo
della A fa vedere (n. 19) come alcuni scambi fra colonne non possano
diminuire ». Sicché, per m > 2 ed assunto ad esempio come ordinamento
iniziale delle colonne quello A derivante dal criterio (del n. 18) di ordina-
mento ottimale delle submatrici con due sole colonne, si pud istituire
(n. 20) un procedimento atto a riconoscere abbastanza speditamente se 4
& di minimo relativo per ». Se non lo ¢, lo stesso procedimento diviene ri-
corrente e conduce facilmente ad un ordinamento di minimo relativo
in senso stretto.

* % %

Nell’Appendice (nn. 21-28) si fa vedere come le questioni di ordina-
mento non siano pil essenziali nel caso in cui la g-matrice A si identifichi
con la tabella dei tempi parziali di « lavorazione » di un ciclo di » « articoli »
da parte di una catena di m « macchine», in un processo produttivo
continuo.

Si dimostra infatti come, data la 4, indipendentemente dall’ordina-
mento delle sue colonne, si possa sempre -regolare ’andamento della
produzione di un siftatto, impianto industriale in modo da render massima
la « velocita di produzione » e minimi i tempi di « inattivita » delle mac-
chine. Cid ad esempio si ottiene col metodo dell’ « articolo fittizio » (n. 24),
oppure ripartendo i tempi totali minimi di inattivita delle macchine e di
attesa degli articoli (nn. 27, 28).

Dell’ordinamento degli articoli (e della ripartizione dei tempi suddetti)
si pud profittare solo per diminuire i tempi di attesa degli articoli stessi
(n. 26).

Come velocitd di produzione o di lavorazione si interpretano i reci-
proci dei massimi ¢ o rispettivamente » delle somme v; degli elementi
delle righe o rispettivamente di quelle «; delle colonne della 4. L’inva-
rianza di queste somme per una permutazione delle (righe o) colonne della
A consente di definire i tempi totali minimi d; = ¢ — v; di inattivitd
delle macchine ed i tempi totali minimi e; = 4 — wu; di attesa degli articoli.
La catena di produzione si dice poi « equilibrata », se 2d; = Xje;, ossia
se coincidono le velocitd « totali» di produzione e di lavorazione (n. 28).
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I titoli dei vari paragrafi, riportati nel seguente sommario, possono
chiarire ulteriormente al Lettore I’ordine in cui i diversi argomenti ven-
gono trattati.
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PARTE 1

SULLE TRAIETTORIE DI VALOR MASSIMO O MINIMO
DI UNA GRAFO-MATRICE REALE

1. Traiettorie di una grafo-matrice reale.

E data una matrice del tipo m X 7n, ad elementi reali non negativi:
(1.1) A=(ay), (@E=12,..,m;k=1,2,..,n).

Le sue righe e le sue colonne possono pensarsi orientate, assumendo
come positivo il verso in cui ci si muove (da sinistra a destra) lungo una
riga al crescere del secondo indice, o rispettivamente lungo una colonna
(dall’alto al basso) al crescere del primo indice. L.a matrice (1.1) assume
cosi ’aspetto di un « grafo », che diremo grafo-matrice (brevemente g-ma-
trice), nei cui m - n vertici (i, k) sono depositati i valori a,, degli elementi
della matrice data.

Lati del grafo sono gli (m — 1) - (n — 1) segmenti orientati di riga
o di colonna che congiungono ogni vertice (¢, k) col successivo (i, k + 1)
o rispettivamente (¢ + 1, k).

Partendo dal vertice iniziale (1,1) e muovendosi lungo i lati, ossia lungo
le righe da sinistra a destra e lungo le colonne dall’alto al basso, si pud
pervenire al vertice finale (m, n) percorrendo

o (m+n—2\ [(n+m—2\
(1.2) Im,,,_( M )_( o )_In,,,,

diverse traiettorie, ciascuna di esse contenendo lo stesso numerom + n — 1
di vertici, e (quindi anche) lo stesso numero m + n — 2 di lati.

La simmetria della (1.2) rispetto ai due indici m, n traduce la circo-
stanza che: uno scambio delle righe con le colonne induce una corrispondenza
biunivoca fra le traiettorie della g-matrice data e quelle della sua trasposta.

Che tutte le traiettorie posseggano lo stesso numero di vertici & evi-
dente, giacché ognuna di esse si pud ad esempio pensare dedotta dalla
traiettoria 7 che segue la prima riga e I’ultima colonna (e possiede percid
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n + m — 1 vertici) con una successione finita di trasformazioni elementari
(ripiegamenti) analoghe a quella che sostituisce alla 7 la traiettoria 7’
contenente, invece del vertice (1, n), quello (2, n — 1), (vedi fig. 1.1).

n
AL

(1) ~ -
m-1
m

um-,n)

Y

L mm)l

‘_v._—/ ,

) (m,n)
Fig. 1.1 Fig. 1.2

Per dimostrare la (1.2) si pud procedere per induzione. Intanto é facile
verificare direttamente che per qualsiasi valore del numero naturale p
si ha:

(1-3) I».l = Il.n =1, Iv.z = I,,,, =P,

come appunto vuole la (1.2). Inoltre si verifica immediatamente sullo
schema della fig. 1.2, che si ha:

(1'4) Im.n = Im—l.,n + Im,n—l-

Sicche, avendo constatato che la (1.2) sussiste per i valori 1,2 di uno
dei due indici, ed ammesso che la stessa (1.2) sussista per valori del primo
indice inferiori ad m o per valori del secondo indice inferiori ad =, si ha,
c. v.d.:

Imm:(n+m—3)+(n+m—3):

n—1 n— 2

_ (n4m —3)! 1 1 _ (m4+n-—-2)t
—(n—2)!(m—2)!(n—-1+m—1)_(n—-l)!(m——l)!_

)

n—1
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2. Traiettorie di valore massimo o minimo. Operazioni che non le alterano,
oppure le scambiano. Trasposizione.

Chiameremo wvalore di una traiettoria (@, ..., Gn,) la somma a,, +
+ ... + @n, dei valori depositati nei suoi m + n» — 1 vertici.

Vogliamo ora occuparci del seguente

PrOBLEMA I: Tra tutte le I,,, traiettorie possibili, determinare quella
(o quelle) di valore massimo.

Conviene premettere le seguenti osservazioni:

OSSERVAZIONE I: B evidente che I’addizione algebrica di una costante
reale k a tutti i valori dei vertici di una g-matrice A non altera le sue traiet-
torie di valore massimo. Invece viene aumentato di (n + m — 1)k il
loro valore.

Cid permette di supporre (come abbiamo gid fatto) che tutti i vertici
della g-matrice A abbiano valore @, non negativo, oppure, se si vuole, di
estendere le nozioni precedenti alle g-matrici i cui vertici abbiano anche
valori negativi.

OSSERVAZIONE II: Sommando due g-matrici simili con le stesse traiet-
torie di valore massimo si ottiene una g-matrice con le stesse traiettorie
di valore massimo, ed il loro valore & la somma dei valori massimi delle
traiettorie precedenti.

OsSERVAZIONE III: La moltiplicazione (nel senso matriciale) di una
g-matrice A per una costante POSITIVA k non ne altera le traiettorie di
valore massimo. Cié permette ad esempio di supporre, se i valori dei ver-
tici di A sono razionali, che essi siano addirittura interi non negativi;
oppure che il valore massimo delle traiettorie di A sia uguale ad una quan-
titd fissata, ad esempio uguale ad 1.

OSSERVAZIONE IV: Abbiamo gid osservato che uno scambio delle righe
con le colonne induce una corrispondenza biunivoca fra le traiettorie della
g-matrice data e della sua trasposta, le traiettorie corrispondenti avendo
ovviamente lo stesso valore. Percid, agli effetti del Problema I, tale scambio
& inessenziale e permette ad esempio di supporre che il numero m delle
righe di A sia sempre non maggiore del numero n delle sue colonne.

OSSERVAZIONE V: Un’analoga corrispondenza biunivoca fra le traiet-
torie, che ne conserva il valore, si ha cambiando contemporaneamente
Porientazione delle righe e delle colonne e scambiando in ogni traiettoria
Porigine con 1’estremo. In altre parole:
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B inessenziale, agli effetti del Problema I, considerare al posto della
g-matrice data quella che se ne ottiene invertendo contemporaneamente
DVordine delle righe e quello delle colonne.

OsSERVAZIONE VI: Invece di quelle di valore massimo, ci si pud porre
il seguente

PROBLEMA II: Determinare le traiettoric di valore MINIMO di una data
g-matrice A, ed il loro valore v.

A proposito di questo problema si possono fare le seguenti conside-
razioni:

OsSERVAZIONE VII: Sia A’ la g-matrice che si ottiene moltiplicando
tutti gli elementi della g-matrice data A per un numero reale h << 0 ed
aggiungendo poi ad ognuno di essi una costante ¥ > 0 abbastanza grande
perché nessuno degli elementi di A’ risulti negativo. Allora:

La A’ ha come traiettorie di valore MINIMO

v =h 4+ k(m +n — 1)

quelle stesse che erano di valore MASSIMO v per la A, e come traiettorie di
valore MASSIMO
v =h 4 k(m +n — 1)

quelle stesse che erano di valore MINIMO v per la A.

In base a questa osservazione:

Ogni problema relativo alle traiettorie di valore massimo della A (e delle
g-matrici che si possono ottenere dalla A permutandone le righe e le
colonne) si traduce in (& « equivalente » ad) un problema analogo per le traiet-
torie di valore minimo della A' (e delle g-matrici che si possono ottenere
dalla A’ con le stesse permutazioni delle righe o colonne operate sulla 4);
e viceversa.

3. Procedimento in avanti, per la costruzione delle traiettorie di valore
massimo.

Vi sono due procedimenti analoghi, uno in avanti, V’altro all’indietro,
sostanzialmente equivalenti in base all’Osservazione V, che permettono
di risolvere rapidamente il Problema I (e quindi, in base all’Osservazione
VII, anche il Problema IT) costruendo una g-matrice B (o rispettivamente
C) simile alla data A.
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Nel procedimento in avanti gli elementi b,, della nuova matrice B sono
i valori massimi delle traiettorie possibili che, partendo dal vertice iniziale
(1,1), terminano col vertice (i, k).

Sicché intanto, per la prima riga e la prima colonna:

by = ay,, bie = by + ay,, bis = bya + 43, ...
bay = by + @y
bgy = by + ag,

Infatti le traiettorie parziali di origine (1,1) ed estremo sulla 12 riga
o sulla 12 colonna sono uniche, e quindi anche di valore massimo. Le
frecce, nello schema della fig. 3.1, indicano i loro lati (segmenti orientati).

o
1)
by, > bya > bys
i’m )
bs, . S
1 Ay GH)
Fig. 3.1 Fig. 3.2

Invece per raggiungere il vertice (i, k) (¢, ¥ > 1) si possono seguire
pit traiettorie (almeno due) e queste possono dividersi in due tipi (v.
fig. 3.2), secondo che il vertice precedente (¢, k) sia (¢ — 1, k) oppure
(¢, k — 1). Il valore massimo di quelle del 1° tipo & b,_,, + a;, mentre
il valore massimo di quelle del 2° tipo & b,,-;, + a,4. Dunque, fra tutte
le traiettorie terminanti in (¢, k), quelle di valor massimo hanno come
vertice precedente (¢, k) quello dei due (: — 1, k), (¢, k — 1) avente in B
il valore maggiore (b;-,, o rispettivamente b;;—,). Sullo schema della B
sarad da segnare con una freccia solo I'ultimo lato di queste traiettorie
di valore massimo (entrambi, se b,y = b;3—1).

Cosi procedendo si vengono a costruire successivamente la 23, 3a...
riga (o colonna) della matrice B e contemporaneamente sullo schema della
g-matrice B restano indicati da frecce anche i lati delle traiettorie di valore
massimo che dal vertice iniziale (1,1) conducono ai diversi vertici (¢, k)
della g-matrice data A.
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Alla fine b,,, fornisce il valore massimo delle traiettorie possibili
da (1,1) ad (m, n), e queste traiettorie di valore massimo restano disegnate
sulla B. Per ottenerne una basta partire dall’ultima posizione (m,n) e
procedere a ritroso (dal basso in alto o da destra a sinistra) lungo i lati
segnati con frecce.

4. Procedimento all’indietro. Esempi.

Nel procedimento all’indietro si parte dall’ultimo vertice (m, n). L’ele-
mento ¢; della matrice C ¢ il massimo aumento di valore possibile per una
traiettoria che, attraverso il vertice (¢, k) conduca al vertice finale (m, n).

Sicche intanto restano determinati gli elementi dell’ultima riga e
dell’ultima colonna della matrice C e si potranno segnare sul suo schema
i lati delle traiettorie parziali di valore massimo della g-matrice A uscenti
da quegli elementi e terminanti in (m, n). .

Cn—2,n =0m—2,n +Cn- 1,7
Cn—1,0=0m—1,n +cm.n

~>Cmyn— 2 =®m,n—2 1 Cm,n— 17>Cm,n~ 1=C&m,n— 1+ Cm,n~>Crm,n =Qm,n

Infatti tali traiettorie, per questi elementi dell’ultima riga e dell’ultima
colonna, sono uniche, e quindi anche di valore massimo.

Lo stesso ragionamento seguito nel procedimento in avanti (mutatis
mutandis, secondo 1’Osservazione V) prova che, determinati che siano
Cikt1 © Cir1z (¢ < m, k < m), sara da porre:

Cix = @i + MAX (Cipt1y Cor 1)y

e sara da segnare con una freccia solo il lato congiungente il vertice (¢, k)
con quello dei due consecutivi cui compete il massimo dei due valori
C1x+1y Ci+1x (0d entrambi, se questi due valori sono uguali).

Cosi procedendo si vengono a costruire successivamente (a partire
dalle ultime) le varie righe (o colonne) della matrice ¢ e contemporanea-
mente restano indicati da frecce, sulla g-matrice C, i lati delle traiettorie
di valore massimo che dai diversi vertici della A conducono al vertice
finale (m, n).
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Alla fine ¢,; fornisce il valore massimo delle traiettorie possibili da
(1,1) ad (m, n) e contemporaneamente queste traiettorie restano indicate
sulla C dalle frecce, che basta seguire partendo dal vertice (1,1).

EsEMPIO:

1 3
A=1]4 2
1 5 b 5 3

w &~
B~
W

1 —>4 -8 —-10—>12]

<=

v
B=|5=717 11 - 15 — 18},

<

¥
| 6 12 = 17 = 22 = 25

25 23 — 20 14 8
Yooy v
C=124=20 16 12 6
Y ¥

19 >18 = 13 = 8 = 3]

5. Metodi misti. Esempi.

Per determinare le traiettorie di valore massimo si pud anche seguire
un metodo misto, sfruttando in parte il procedimento in avanti ed in parte
quello all’indietro.

Si puo ad esempio dividere la g-matrice 4 in due parti 4’, A", con un
taglio verticale che separi la j-esima dalla (j 4 1)-esima colonna. Per la
parte sinistra A’ si costruisca la g-matrice B’ del procedimento in avanti
e per la parte destra A" si costruisca la g-matrice " del procedimento al-
Pindietro. Gli elementi b;; della j-esima colonna della B’ (che coincidono
con quelli di ugual posto della B) forniscono i valori (massimi) delle traiet-
torie partenti dal vertice (1,1) e terminanti al vertice (¢, j) della g-matrice
A. Gli elementi ¢,,;;, della C” (che coincidono con gli elementi di ugual posto
della Q) forniscono i valori (massimi) delle traiettorie che, partendo dal
vertice (¢, j + 1), terminano al vertice (m, n) della g-matrice A.

Sul taglio, in corrispondenza della i-esima riga, si ponga la somma
8; = by + €45+, Questo numero fornisce il massimo valore delle traiet-
torie della A partenti da (1,1), terminanti in (m, ») e contenenti il lato
orizzontale di origine (¢, j) e termine (7, j + 1).



Su alcuni problemi di ordinamento 159

Poicheé ogni traiettoria deve attraversare il taglio e contenere un (solo)
lato siffatto, il massimo di questi numeri s; fornisce il valore massimo
delle traiettorie della A (partenti da (1,1) e terminanti in (m, n)) e queste
traiettorie di valore massimo restano disegnate durante il procedimento,
la loro prima parte sulla g-matrice B’ e la loro seconda parte sulla g-ma-
trice C".

BESEMPIO:
2 3 5 5 b
A=|4 4 6 5 1
1 6 1 2 1
Al All
2 =>5 =10 23 13 7
¢ ¥ I
oo by
7 16 — 17 20 3 =1
B’ s C”

OSSERVAZIONE I: Quanto gia detto sullo scambio delle righe con le
colonne, applicato al capoverso precedente, fornisce la descrizione di un
analogo metodo misto per la determinazione delle traiettorie di valore
massimo della A (e del loro valore), ottenibile dividendo in due parti
(superiore A, ed inferiore A,) la matrice data A, con un taglio orizzontale.

EsSEMPIO:
3 5 5 b]=4,

2
A=i4 4 6 5 1
1 =4,

1 2 1

[2 =5 => 10 -15—->20] = B,
I I
I I
[24] 23 [24] 23 22 8

I I

4 ¥
22 =>18=> 14 = 8

2
¥ ¢J=Cs
1

1 >-10—»> 4 — 3 =
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OSSERVAZIONE II: Piu in generale, si pud dividere la g-matrice A in
due parti connesse, la prima A’ contenente (1,1) situata sopra ed a sinistra
della seconda A" contenente (m, n), tagliandola lungo una spezzata che
ne separi successivamente due righe o due colonne adiacenti (e tagli
una sola volta ognuna delle possibili traiettorie da (1,1) ad (m, n)). Per la
parte A' si seguira il procedimento in avanti e per la parte A" quello
all’indietro, segnando sul taglio s le somme dei valori dei vertici adiacenti
della B e della C.

EsEMPIO:
Al
2 3 5 5 5

1 6 1 2 1
AII

g2—==> 5 >10—-15
B

\
\ 6 3>[2454>18=14= 8
Il
¥

s 117 ’
11— —10—>4 > 3—>

c

7
I +-
ﬂ 23 24 23 l
U Il

2

1

6. G-matrici pseudo-circolanti.

Ci si puo chiedere se e come puod accadere che tutte le traiettorie abbiano
lo stesso valore. Tanto il procedimento in avanti che quello all’indietro
fanno vedere che condizione necessaria e sufficiente perché cid accada

& che si abbia:
(6.1) Bit 1,6 = Qi1
Infatti si riconosce (induttivamente) che solo allora:

(6.2) bir e = bepray Ci—1,k = Cik—1y

G+, G+ 1,k +1)
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G6—1,k—1) —> (i —1,k)

cosicche sono da segnare sulla g-matrice B tanto la freccia (¢ + 1, k) —
——> (¢ + 1,k + 1), quanto quella (¢, % 4+ 1) —> (2 + 1, k + 1), e sulla
g-matrice C tanto la freccia (¢ — 1, k¥ — 1) —— (¢ — 1, k), quanto quella
(t—1,k—1)—> (3, k — 1).

Le (6.1), (6.2) stanno ad indicare che la matrice 4 e (quindi anche)
le matrici B e C, sono pseudo-circolanti, ossia hanno uguali gli elementi
appartenenti alle diagonali secondarie dei loro minori.

ESEMPIO:
1 2 3 4 5
A =12 3 4 5 6],
|3 4 b 6 7]
[1 > 3 6 — 10 >15
v v v v ¥
B =3 > 6 10 »156 —— 211,
v v v v
L6 > 10 > 15 > 21 > 28
28 > 27 25 22 ——> 18]
v ¥ v v v
C=|27T—>25 —> 22— 18 ——13
v v ¥ ¥ v
125 ——> 22 —» 18 —— 13 —— 7

OSSERVAZIONE I: Supposto che la matrice A sia pseudo-circolante,
ossia che

a, a, Ap—1 a,
429 a3 Ay Apt1
A -= \L ’

11
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¢ chiaro che il valore comune v di tutte le traiettorie & dato da:

V=0 + G + oo + @ + oo + Uiy

OSSERVAZIONE II: R evidente che P’addizione algebrica (nel senso della
teoria delle matrici) di una g-matrice simile e pseudocircolante A' alla
g-matrice data A, non ne altera le traiettorie di valore massimo, nel senso
che la matrice A + A’ ha le stesse traiettorie di valore massimo della
data A. Il valore di queste traiettorie & uguale a quello delle stesse traiet-
torie della A, aumentato del valore comune a tutte le traiettorie della A’.

In particolare, se A’ ha uguali a ¥ i valori di tutti i suoi vertici, si
ricade nel caso gia contemplato al n° 2, Osservazione I.

Per quanto riguarda i Problemi I, II, la presente osservazione permette
di supporre uguale a zero il piu piccolo dei valori dei vertici della A situati
su una stessa diagonale secondaria.

OsSERVAZIONE IIT: L’operazione di passaggio dalla g-matrice 4 a
quella B (alla C) non conserva tutte le traiettorie di valore massimo, come
risulta dal seguente esempio:

F0——>1—>0—>
4=]0 1 0

1 1 1 0 0|

[0 —>1—>0—1 07]
A'=B—P=|0 %———+0———>%———>1 ,
| 0 1—>1—>0—0_]
00— 1 1 0 07
A"=B'—P' =] 0 % 0 1 0|,
| 0 i——>2————>0————>0_

dove le matrici P e P’ sono pseudo-circolanti opportune e le traiettorie
di valore massimo massimo sono indicate dalle frecce.
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7. Traiettorie di valore minimo e loro costruzione.

A proposito del Problema I1: determinare le traiettorie di valore MINIMO
di una data g-matrice A, ed il loro valore v, che sappiamo essere equivalente
al Problema I (n. 2, Oss. VI), considerazioni analoghe alle precedenti
(nn. 3-6) si possono fare per la sua risoluzione diretta.

Anche ora tale risoluzione si potra conseguire con un procedimento in
avanti, costruendo una g-matrice B, simile alla data, ed i cui elementi
b,; siano i valori minim: delle traiettorie di origine (1, 1) e terminanti
in G, ). B

Oppure col procedimento all’indietro, costruendo la matrice C i cui ele-
menti ¢,; sono i valori minimsi delle traiettorie uscenti da (7, j) e terminanti
in (m, n).

Oppure con un procedimento misto, parte in avanti e parte all’indietro,
avendo dapprima diviso la A in due parti A’ ed A” con un taglio lungo
una spezzata a lati paralleli alle colonne od alle righe, la quale incontri
in un sol punto ognuna delle traiettorie possibili da (1,1) ad (m, n).

B chiaro che anche per il Problema II le matrici pseudo-circolanti
giuocano lo stesso ruolo gia visto per il Problema I e che le operazioni
non alteranti il valore delle traiettorie non alterano né le soluzioni del
Problema I, ne quelle del Problema II.

A titolo d’esempio determiniamo sulle matrici B e C le traiettorie di
valore minimo ed il loro valore v, per la stessa matrice A del n. 4:

1 3 4 2 2

A =14 2 3 4 31,
1 5 b b 3

1 4 > 8 > 10 > 1277
- | | ¥

B=|5b 6 —— 9 ——13 15 |,
| | | | ¥

| 6 — 11 14 18 18 _|

18 — 17 — 14 >— 10 —— 87]
_ ¥
C =19 15 13 10 6
¥

| 19 18 13 8 3_1

OSSERVAZIONE: Pud essere v=v solo se tutte le traiettorie della g-matri-
ce data A hanno lo stesso valore, ossia se A & pseudo-circolante (n. 6).
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PARTE II

INTERPRETAZIONE OPERATIVA
IL. PROBLEMI DI ORDINAMENTO OTTIMALE

8. Interpretazione delle questioni precedenti nella ricerca operativa.

Nella ricerca operativa si incontra la seguente interpretazione delle
precedenti considerazioni. B data una coda di n utenti a’ (j =1, 2, ..., n)
che attendono di essere serviti successivamente da m sportelli a;. T numeri
a;; sono i temps (parziali) di servizio, ossia a,; ¢ il tempo occorrente allo
sportello a; per servire I'utente a’. Si trascura il tempo occorrente a cia-
scun utente per trasferirsi da uno sportello al successivo e si suppone che
gli n utenti debbano presentarsi a ciascun sportello nello stesso ordine
in cui si sono presentati al primo. Inoltre & fissato ed uguale per tutti
gli n utenti ordine di presentazione agli m sportelli.

Fissati questi due ordinamenti, ossia I’ordinamento degli m - n numeri
a;; in m righe ed n colonne (ciascuna riga a; essendo associata ad uno
sportello e ciascuna colonna «’ ad un utente), sorge il problema di deter-
minare il tempo occorrente perché tutti gli n utenti della coda siano serviti
da tutti gli m sportelli della successione, ossia I'intervallo di tempo inter-
corrente dall’istante in cui il 1° utente si presenta al 1° sportello all’istante
in cui I'n-esimo utente abbandona, essendone stato servito, 1’m-esimo
sportello.

Questo intervallo di tempo, che diremo « tempo totale di servizio», &
appunto dato dal valore (massimo) delle traiettorie (da (1,1) ad (m, n)) della
g-matrice A = (a;;) dei tempi (parziali) di servizio.

Cid si pud dimostrare per induzione, tanto sul numero m degli sportelli
che su quello n degli utenti. Essendo la tesi evidente se m = 1 oppure
se n = 1, basterd dimostrarla per m utenti ed = sportelli (m,n > 1),
avendo ammesso che sia vera per m — 1 sportelli ed n utenti, oppure per
m sportelli ed n — 1 utenti.

Consideriamo percid la g-matrice B del procedimento in avanti:

b =ay
B =

bm— 1Ln
bm,n = Om,n + max (bm—lyn’ bm,n— 1)

bmm-l
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e ricordiamo che, per le ipotesi induttive fatte:

b,.—1,» = tempo totale di servizio per m — 1 sportelli ed m utenti; ossia
intervallo di tempo intercorrente tra ’istante in cui il 1° utente
si presenta al 1° sportello e listante in cui 1’n-esimo utente
abbandona, essendone stato servito, 1’(m — 1)-esimo sportello;

bm,n—1 = tempo totale di servizio per m sportelli ed » — 1 utenti; ossia
intervallo di tempo intercorrente tra ’istante in cui il 1° utente
si presenta al 1° sportello e l’istante in cui I'(n — 1)-esimo utente
abbandona, essendone stato servito, I’m-esimo sportello.

Sicche I'n-esimo utente si potra presentare all’m-esimo sportello solo
dopo che sia trascorso il piu grande dei due intervalli di tempo b,—,,, ©
D1 €d il tempo totale di servizio sara:

max (bm— LnY bm,n-l) + am.n == bm,n, C-d.d.

OSSERVAZIONE I: Quanto s’¢ detto sullo scambio delle righe con le
colonne e sulla contemporanea inversione del loro ordinamento (n. 2
Oss. IV, V), si traduce nelle seguenti proposizioni:

I) Il tempo totale di servizio mon cambia se si scambia Vufficio degli
utentt con quello degli sportelli, ossia se si considera una coda di m utenti
davanti ad » sportelli, con una g-matrice dei tempi parziali di servizio
trasposta di quella data A. Si pud quindi sempre supporre (nella ricerca
del tempo totale di servizio) che il numero m degli sportelli non superi
quello » degli utenti.

IT) I1 tempo totale di servizio non cambia se si invertono contempora-
neamente Uordine degli utenti e quello degli sportells.

OSSERVAZIONE IT: Quanto precede ha fornito un’interpretazione ope-
rativa del valore massimo delle traiettorie di una grafomatrice A. Ci si
pud chiedere se sia possibile, sullo stesso modello operativo, una inter-
pretazione delle traiettorie di valore massimo. Essa pud essere fornita dal
seguente criterio; di evidente verita:

Per diminuire il tempo totale di servizio, basta diminuire, SU CIASCUNA
DELLE TRAIETTORIE DI VALORE MASSIMO, qualcuno dei tempi parziali di
servizio.
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9. II procedimento in avanti e le matrici dei tempi parziali di pre-riposo
degli sportelli e di pre-attesa degli utenti.

In quanto precede si son fatte, implicitamente, le ipotesi:

I) Ogni utente a*, che sia stato servito da un dato sportello a,_,, si
presenti al piw presto allo sportello successivo a;, e cioe subito se esso & libero,
oppure appena a,; abbia finito di servire 'utente precedente a*-1.

II) Ogni sportello a;, che abbia servito un dato utente a*-', inizi al
pi presto il servizio dell'utente successivo a*, e cioé subito se esso & libero,
oppure appena a* sia stato servito dallo sportello precedente a,—,.

Ha luogo allora la considerazione dei seguenti intervalli non negativi
di tempo:
dy = tempo (parziale) di riposo (pre-riposo) dello sportello a,, in attesa

dell’utente a*, dopo di aver servito a*-1;

e = tempo (parziale) di attesa (pre-attesa) dell’utente a* di fronte allo

sportello a;, dopo di essere stato servito da a,_;.

Dalle ipotesi I, IT consegue intanto che:

dy, =6, =0 t=12,...,m; k=1,2,..,n),
(9.1) (i =0y A e Wy = by (0=2,3,...,m),
b1k = @1y + voo + Grp—1 = b1y (K = 2,3, ..., n).

Assunto come origine dei tempi l’istante in cui il primo utente a!
8i presenta al primo sportello a,, dal ragionamento fatto al n. 8 risulta
inoltre che:

b4-1,x = intervallo di tempo occorrente affinché gli utenti a!, a?, ..., a*
siano serviti dagli sportelli a,, a,, ..., a,_, = istante in cui lo
sportello a,—, termina il servizio dell’utente a*;

i

bk

bi.k—l

by -1 = intervallo di tempo occorrente affinché gli utenti ai, a?, ..., a*!
siano serviti dagli sportelli a,, a,, ..., a; = istante in cui lo spor-
tello a; termina il gervizio dell’'utente a*-1.
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Pertanto, dalle I), IT) consegue anche, per ¢, k > 2:

dik = bz’-—l,k - bi.k——] Z 07
(9.2) Bim1e = big—1) =
( e = 0;

s dy =0,
(9.3) (bim 1k < big-1) =
8 6ix = big—1 — by, = 0.

Le (9.1), (9.2), (9.3) consentono, a partire dalla B, la costruzione delle
due g-matriei, simili alla 4:
D = (d;) = g-matrice dei tempt (parziali) di pre-riposo degli sportelli;
E = (eq) = g-matrice dei tempi (parziali) di pre-attesa degli utenti.

Inoltre, poiche (v. n. 6) solo se la g-matrice A é pseudocircolante si ha:

bi— Lk = bi.k—1 (i, k 2 2)y

dalle (9.1), (9.2), (9.3) consegue il seguente:

TEOREMA : Solo se la g-matrice A dei tempi parziali di servizio é pseudo-
circolante, sono nulli tutti © tempi parziali di pre-riposo degli sportelli (in
attesa degli utenti suecessivi al primo) e tutti ¢ tempi parziali di pre-attesa
degli utenti (di fronte agli sportelli successivi al primo).

Dalle (9.2), (9.3) consegue infine che:

Condizione NECESSARIA E SUFFICIENTE affinché siano nulli tutti 1 tempi
parziali (successivi al primo):

&t pre-riposo degli sportelli di pre-attesa degli utenti
do =0 (k= 2) ey =0 (1= 2)
¢ che sia, per i, k > 2
(9.4) bi1e < big—r | bim1k = b (9.5)

ossia che nelle diagonali secondarie della g-matrice B gli elementi risultino
ordinati, dall’alto al basso, per valori rispettivamente.

non decrescenti  oppure non crescenti.
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Ricordando come si costruiscono gli elementi della B a partire da
quelli della A, si ha che condizione sufficiente (ma non necessaria) affinché
sussistano le (9.4), (9.5) & che sia, per 4, k¥ > 2, rispettivamente:

@1 S Gig-y OPPUTE Gy == Gii1y

ossia che nelle diagonali secondarie della g-matrice A gli elementi risultino
ordinati, dall’alto verso il basso, per valori

non decrescenti o rispettivamente  non crescenti.

EseMPI10: Per la g-matrice 4 gid considerata ai nn. 4, 7:

1 3 4 2 27
A= |4 2 3 4 3
1 5 5 5 3
si ha:
1 4 8 10 127
I
B —={5—17 11 15 18
6 12 — 17 — 22 — 25 ]
e quindi:
0 0 0 0 0 0 1 4 8 107
D=|1 0 1 0 01, E= 0 1 0 1 3
5 1 0 0 0 0 0 1 2 4

Sicché, interpretando la 4 come la matrice dei tempi parziali di servizio per
la terna ordinata di sportelli a,, a,, a; e la quintupla ordinata di utenti al, ..., a®,
si ha non solo che il tempo totale di servizio & 25, ma anche, sommando i valori
degli elementi delle righe della D, che i tempi totali di preriposo degli sportelli
a,, @y, a; sono rispettivamente 0, 2, 6. Inoltre, sommando i valori degli elementi
delle colonne della E, si ha che i tempi totali di preattesa degli utenti al, ..., ab,
sono rispettivamente 0, 2, 5, 11, 17.

10. 1 procedimento all’indietro e le matrici dei tempi di post-attesa e
di post-riposo.

Le I), IT) e le loro conseguenze (9.1), (9.2), (9.3) forniscono una inter-
pretazione operativa del procedimento in avanti e della g-matrice B. B chiaro
(n. 2, Oss. V) che un’analoga interpretazione operativa possa ottenersi
per il procedimento all’indietro e per la g-matrice C, scambiando contem-
poraneamente ’ordine degli utenti e quello degli sportelli.



Su alcuni problemi di ordinamento 169

Lasciando tale ordine inalterato, le regole I), I1) andranno sostituite
con le seguenti:

I') Ogni utente a*, prima di essere servito da un dato sportello a;. ,,
debba abbandonare pin tardi possibile lo sportello precedente a;, e cioé subito
prima, oppure appena a; debba iniziare il servizio dell’utente successivo
ak+l,

11') Ogni sportello a;, prima di iniziare il servizio di un dato utente
a*t, debba terminare piw tardi possibile il servizio dell’utente precedente a*,
e cioé subito prima, oppure appena a* debba cominciare ad essere servito
dallo sportello successivo a;; ;.

Avra quindi luogo la considerazione dei seguenti intervalli non negativi
di tempo:

dy, = tempo (parziale) di riposo (post-riposo) dello sportello a;, dopo di
aver servito l'utente a*;

¢w = tempo (parziale) di attesa (post-attesa) dell’utente a*, dopo di essere
stato servito dallo sportello a,.

In particolare, dalla I'), II’) consegue che debbono essere nulli tutti i
tempi di post-attesa dell’'utente a” e tutti i tempi di post-riposo dello
sportello a,,, essendo:

s Ao =€n =0 (k=1,2,...,m;1=1,2,...,m),
(10.1) ¢ Qi = Cir1pn (t=12..,m—1),
mic = Crmyt1 (k=1,2...,m —1).

Converra fissare poi P’attenzione sulla fine dei tempi, ossia sull’istante
T in cui 'ultimo utente a” abbandona, essendone stato servito, 'ultimo
sportello a,. Allora:

tiv1e = I — Ci41,x = istante in cui lo sportello a;;, inizia il servizio del-
Putente a*;

tiwr:1 = 1 — €41+, = istante in cui lo sportello a; inizia il servizio del-
1 p
utente a*+!.

Potranno presentarsi due casi:

1) ti1x < tyx+1: allora Distante in cui a* abbandona a; coincide
con t, .z, cosicché & nulla la post-attesa e, di a* dopo a;, mentre d;, =
== ti,k+1 — tir Lk Z 0.
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2) i1 = tigrs: allora Pistante in cui a* abbandona a, coincide
con t,+,, cosicche 1la post-attesa di a* dopo a; & ey = ti1e — brprs = 0,
mentre ¢ nullo il post-riposo d,;, di a; dopo aver servito a*.
Tenendo presenti le espressioni di ¢4, ?ix+: © riassumendo, si ha,
per it < m, k <m:

s A = Cir1,x — Cir1 2_ 0,
(10.2) (Cot 1% Z_ Cikt1) =

8 ea = 0;

( d:k = 07
(10.3) (7 é Cibr1) =

Z 6:k = Cur+1 — Cit 1,k Z 0.

Le (10.1), (10.2), (10.3) consentono, a partire dalla C, la costruzione
delle matrici, simili alla 4, D' = (dy;) ed E' = (ey) dei tempi parziali di
post-riposo degli sportelli e di post-attesa degli utenti. Come al n. 9 si
prova che la condizione che A sia semicircolante é nmecessaria e sufficiente
affinché siano nulli tutti i tempi parziali di posi-riposo degli sportelli dy,
con k < n, e di post-attesa degli utenti ey, con © < m.

Inoltre la condizione che nelle diagonali secondarie di A gli elementi

risultino ordinati, dall’alto verso il basso, per valori rispettivamente
non crescenti  oppure non decrescenti

¢ anche SUFFICIENTE perché siano nulli tutti i tempi parziali di post-riposo
dy. o, rispettivamente post-attesa ey con i < m, k < n.

EseEmpio: Riferiamoci sempre alla matrice 4 gid considerata ai nn. 4, 7, 9,

per la quale:
25 23 20 14 8

|
O=|24—20 16 12 6

l
19 18 — 13 — 8 — 3]

1T 0 2 4 6 0 0 0 0 0
D=|0 2 2 3|, E'=|1 0 0 0 0

0 0 0 0 O

e quindi:

—

Sommando gli elementi di una stessa riga della D’ o di una stessa colonna della
L' si ha che i tempi totale di post-riposo degli sportelli a,, a,, a; sono rispettiva-
mente 13, 8, 0 e quelli totali di post-attesa degli utenti a, ..., a® sono rispettiva-
mente 19, 13, 8, 3, 0.
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OSSERVAZIONE: Sull’esempio precedente si puo verificare che: il tempo

totale di servizio (25) st puod ottenere indifferentemente sommando:

1) il tempo totale di pre-riposo (6) ed il tempo totale di servizio (19)
dell’ultimo sportello (a;); oppure

2) il tempo totale di post-riposo (13) ed il tempo totale di servizio
(12) del primo sportello (a,); oppure

(3) il tempo totale di pre-attesa (17) ed il tempo totale di servizio (8)
dell’ultimo utente (a®); oppure

4) il tempo totale di post-attesa (19) ed il tempo totale di servizio
(6) del primo utente (at).

N.B.: E ovvio che per tempo totale di servizio di uno sportello a; o
di un utente a* si intende la somma dei suoi tempi parziali di servizio,
ossia la somma v, degli elementi della riga i-esima o rispettivamente
quella v* degli elementi della colonna k-esima della matrice A.

11. Problemi di ordinamento ottimale, in relazione al valore delle
traiettorie. Esempi e controesempi.

Dalla interpretazione operativa (nn. 7-10) della g-matrice 4 e delle
sue associate B, D, E nascono alcuni problemi di ordinamento ottimale 2)
delle sue colonne (utenti), o delle sue righe (sportelli), o di entrambe
(utenti e sportelli), aventi per obiettivo la minimizzazione:

1) del tempo totale di servizio, ossia del valor massimo v delle traiet-
torie da (1,1) ad (m, n);

2) del tempo totale d di pre-riposo degli sportelli, in attesa di tutti
o solo degli ultimi » — 1 clienti, ossia della somma di tutti gli elementi
d; della matrice D, oppure solo di quelli con & > 1;

3) del tempo totale e di preattesa degli utenti di fronte a tutti gli spor-
telli oppure solo di fronte agli ultimi m — 1, ossia della somma di tutti
gli elementi ¢, della matrice E, oppure solo di quelli con 7 > 1.

I teoremi del n. 9 forniscono gia utili indicazioni per quanto riguarda
i problemi di minimo 2) e 3), tanto che siano considerati isolatamente,
quanto insieme. In questo caso, se si tratta di ordinare le colonne, risolvere

3) scheduling o sequencing problems, nella letteratura di lingua inglese; pro-
blémes d’ordennancement, in quella francese (confronta ad es. [11], [3]).
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il problema significa disporle in modo che la struttura della A si avvicini
quanto piu possibile alla struttura pseudo-circolante, una misura della
vicinanza essendo data ad esempio dalla somma d + e.

Vogliamo perd qui occuparci solo del problema 1) e del suo equivalente
(v. Osserv. VII del n. 2), riguardante la massimizzazione del valor minimo
delle traiettorie, e precisamente dei Problems:

I) Ricerca del minimo del valor massimo v;

II) Ricerca del massimo del valor minimo v;

delle traiettorie da (1,1) ad (m, n) in uno degli insiems I,, 1,, I, delle g-matrici
che si deducono dalla A data con una permutazione qualsiasi, rispettivamente:
delle colonne (1,), oppure delle righe (I,), oppure delle righe o delle colonne (I,).

Si noti che 1’esistenza del minimo o del massimo suddetti & assicurata
dalla circostanza che gli ordinamenti possibili sono in numero finito.

Inoltre interessa non solo determinare (o almeno -circoscrivere) il
valore estremo, ma anche determinare un ordinamento estremante, indiriz-
zando la ricerca verso un algoritmo praticamente realizzabile e capace di
condurre nel pit breve tempo possibile dall’ordinamento iniziale ad uno
di quelli ottimali.

EseMmpi:

1) Fra le matrici deducibili dalla A (gid usata nei nn. 4, 7, 9, 10), con una
permutazione delle colonne, & di valore v minimale (come risulta dal n. 12) la

2 3 1 4 2]
4, =3 2 4 3 41,
3 5 1 5 5

per la quale
[2 — & 6 10 127

l
B,=|5—17—11—14 18|,

| |
8 — 13 — 14 — 19 — 24|

cosicché v = 24. Invece e tale da annullare tutti i tempi di preriposo successivi
al primo ’ordinamento delle colonne della

2
4, =4 3 3 2 4,
5
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per la quale

in quanto nelle diagonali secondarie della 4, gli elementi risultano ordinati dal-
I’alto verso il basso per valori non decrescenti.

T S P O A
maxv =2 > 1= minwv.
I I
b ael el 0L
Ot FRY EO R R VA OO PO €

tanto in I, che in 7, ed in I, si ha:

i
~——
—
—
-~ O
—_—

-
—
—
O
—_

-

maxv =2 =mino.
1 0 1 o] [0 1
v oa=[ o n=ily o[ o &

e R N i O I i

tanto in I, che in 7, ed in 7, si ha:

~—
=
b
(=
| S—)
<

—_—
— o
=]
| S————)
=
-

maxv =3 <4 =minwv.

OSSERVAZIONE I: Dagli esempi 2), 3), 4) risulta in particolare che

(purtroppo!):
In uno qualsiasi I degli insiemi I,, I,, I, pud presentarsi una qualunque

delle tre alternative:
max v = min .
I 1
In altre parole, non vale un teorema di « minimax», analogo a quel-
lo celebre di VON NEUMANN.
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OSSERVAZIONE II: Poiche I;>1I,, I;>1,, si ha:

maxv > maxov, mMaxov > max v;
I, I Ig I,

min v < min v, minv < minv.
I, I I, T on

OsSERVAZIONE ITI: Gli esempi seguenti:

2 2 1

) A= }, min v = 5 < 6 = min v;
1 0 2 I I,
0 0 1

6) A= ], maxv = 3 > 2 = max v,
1 2 0 I Iy

assieme a quelli che se ne possono dedurre scambiando le righe con le
colonne, mostrano che: puo presentarsi una qualsiasi delle alternative:

min » = min v, mMax?v=maxo.
I, I, I, I,

OssERVAZIONE IV: Conformemente a quanto gia visto nella Oss. VII
del n. 2, 1a matrice A’ dei precedenti esempi 5), 6) si ottiene dalla A mol-
tiplicandone gli elementi per h =— 1 ed aggiungendo a ciascuno di essi
k=2

PARTE III

SUGLI ORDINAMENTI DELLE COLONNE CORRISPONDENTI
AD UN MINIMO DEL VALORE MASSIMO DELLE TRAIETTORIE

12. Limitazioni per i valori ottimali e conseguenti criteri di ottimalita
per Pordinamento delle colonne. Esempi.

Data una g-matrice 4, chiamiamo wvalore della sua riga i-esima ay,
o rispettivamente della sua colonna j-esima a’, la somma:

n m
(12.1) v, = Y a;, O rispettivamente vi = ) a,,,
T 1
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dei valori degli elementi di quella riga o rispettivamente di quella colonna.
Nella precedente interpretazione operativa (m sportelli ed » utenti) v,
e v’ gono i tempi totali di servizio, rispettivamente dello sportello a; o
dell’utente a’ (vedi ’osservazione finale del n. 10).

Poiché una permutazione delle righe o delle colonne conserva I’eventuale
appartenenza di due vertici alla stessa riga o colonna, & chiaro che:

il massimo (il minimo) dei valori delle righe o delle colonne ¢é lo stesso
per tutte le matrict di I, I,, I,.

Inoltre, poiché fra le traiettorie ce n’¢ sempre una contenente una
data riga (o colonna), & anche chiaro che in ogni matrice di I, (e quindi
anche di I, e di I,) il valore massimo delle traiettorie non pud essere
inferiore al massimo dei valori delle sue righe e delle sue colonne. Ossia:

(12.2) min » > max (max v;, max v7).
s i i

La (12.2) si pud migliorare se ad esempio si pensa fissato ’ordine
delle righe, ossia se ci si riferisce ad I, anzicheé ad I,. Infatti, in ogni
g-matrice di I, la traiettoria contenente tutta la riga ¢-esima deve neces-
sariamente contenere una porzione iniziale ed una finale appartenenti a
quelle due colonne distinte che nella g-matrice considerata figurano al
10 ed all’n-esimo posto. Consideriamo quindi, per la j-esima colonna della
g-matrice data 4, la somma

i—1
(12.3) vy = ;, QAry (v1; = 0),

degli elementi situati sopra la riga ¢-esima e, per la colonna k-esima, la
somma

m

(12.4) 'v’;k == 2' Ay (v:'k = ),
i+1

degli elementi situati sotto la riga ¢-esima.
In I, il valore minimo delle traiettorie contenenti la riga ¢-esima e
ovviamente:

(12.5) w; = v; + min (v}; + V).
j#k
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Poiche in ogni matrice di I, ¢’¢ una traiettoria contenente la riga
i-esima, in ogni matrice di I, il valor massimo delle traiettorie non potra
essere inferiore al massimo degli m numeri w;, cosicche:

(12.6) min v = max w; = max (v; + min (vy; + v4)).
I, i i 2k

La (12.6) (come gid la (12.2) in I;) fornisce un criterio sufficiente per
stabilire se un dato ordinamento delle colonne sia ottimale in relazione
all’obbiettivo di rendere minimo (in I,) il valore massimo delle traiettorie.
B chiaro infatti che:

E ottimale (di minimo valor massimo) un ordinamento delle colonne
per cui sia
P = max w;.

Analogamente si ha che:

E ottimale (di massimo valor minimo) un ordinamento delle colonne
per cui sia
©» = min w,,
i

essendo:

1 "
w; =v; +max (Vg + V).
i#k

Inutile aggiungere che analoghi criteri si ottengono scambiando 1'uf-
ficio delle righe con quello delle colonne ed I, con I,.

EseEmpio I: Per m = 2, w, ¢ uguale alla somma degli elementi della 1* riga
aumentata del minimo dei valori della 2* riga, mentre w, & uguale alla somma
degli elementi della 22 riga aumentata del minimo dei valori della 12 riga. I.’ordi-
namento delle colonne sard certamente ottimale se risulta » uguale al maggiore
dei due numeri w,, w,. Cosi ad es., se:

1 8 9 5 7 7 (wi =37 + 0 = 37,
A4 = ,

100 0 8 5 4 9 {w, =36 + 1 =37,

ed un ordinamento di minimo valor massimo (v = 37) é:

Y ¥ v

0—5—>9——>4——>8——0

[1 —_—5—>T7—>7—>9——>8
A =
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mentre un ordinamento di massimo valor minimo (v = 45) e&:
9——>8 7 7 5 1
A" =1} ! .
8§ —>0—>4——>9——>5——>10
Lo si pu6 determinare cercando, a norma della Oss. VII del n. 2, un ordina-
mento di minimo valor massimo per la matrice opposta della A4, cui si aumentino

di 10 = max a;; tutti gli elementi, ossia della matrice A* i cui elementi sono i
complementi a 10 di quelli di ugual posto della 4:

[9 2 1 5 3 3]
A* = .
o 10 2 5 6 1

Esempio II: Per una g-matrice pseudo-circolante:

tjl a, Gpy a,
‘jz ag Uy An+1
4= ,
Qp — > Oppy —> oo — > Opppp > Oty
— Cm Ant1 Amtn—2 An+n—1

il valore comune di tutte le traiettorie é:
v = (al + . F ar—l) + (a/r I ar+ﬂ-l) + (a/r+n + .+ a‘m+n—1)'

D’altra parte in ogni g-matrice dell’insieme I, determinato dalla 4 ¢’® una
traiettoria contenente nella r-esima riga (1 < r < m) gli stessi elementi della
r-esima riga della 4, e quindi perché A4 sia minimale in I, & sufficiente che esista
un indice r per cui:

(12.7) min (@ + e+ G F @iy A+ e )

s (@ + oo + Gpeq) + (Grin + oo + Gpin-1) =
(i¢j=1,2,...,n

intendendo che per r = 1 o rispettivamente per r = m dai due membri della (12.7)
scompaiano i primi o i secondi addendi.

Cosi, per m = 2, condizione sufficiente affinché la g-matrice pseudocircolante
A sia minimale in 7, & che sia:

min (al, a’n+1) é min (az, gy -y (l").

12
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Esempio III: E ottimale (di minimo valor massimo) l'ordinamento delle
colonne della g-matrice:

1—2—4—4—4 wy =15+ 0 = 15
I [
A=|3-3—-4—-5-—0 wy =15+ 1 = 16
||
0 2 1 0-—0 Wy =3+ 4=7

Infatti fra le traiettorie di valore massimo (v = 16) ce n’¢ una che contiene
la 28 riga ed i vertici di valor minimo della 12 e della 33, cosicché v = w,.
Un ordinamento di massimo valor minimo (v = 12) & invece:

4 4 2 1 4 Wy, =16 + 5 = 20
l
5 4 3 3 0 Wy, =15 + 6 = 21
I
0—-1—-2—-0-—0 Wy= 3+ 9=12

Infatti la traiettoria di valor minimo contiene la 32 riga ed & v = w,.

EsEMPIo IV: Nel caso di g-matrici ad elementi interi, come quelle considerate
negli esempi precedenti, ’ottimalitd dell’ordinamento delle colonne pud dedursi
anche indirettamente dai criteri precedenti, come nell’esempio seguente:

1 2 4 5 5 4 wy = 21
A=|3 2 3 5 3 0 w, = 17
1 4 4 1 2 o0 wy = 16

1—>3 —> 7 —> 12 —— 17 21
¥ |
B=|4 6 10 17 —— 20 21|, sicche v = 22.
\
5 10 14 18 22 —— 22

L’ottimalitd di 4 (in I,) risulta dalla circostanza che non esistono ordinamenti
possibili delle colonne per cui una traiettoria di valore massimo segua la 1% riga

4

ed abbia come 62 colonna la | O |. Per convincersene basta infatti tentare di
0

costruirla col procedimento all’indietro, in modo che non si rompa il collegamento

1

sulla 1® riga. Risulta allora che come 52 colonna occorre prendere la | 3 |, ma dopo
1
di ¢id, qualunque colonna si ponga al 4° posto, si rompe il collegamento sulla 12
riga di O, tra ¢y, e ¢;5.
Dunque minv > 21 < 22, cosicché 1'ordinamento delle colonne di 4 & otti-

1
male (di minimo valor massimo), c. v. d.
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13. Regola di Bellman-Johnson, per m = 2.

Esaminiamo pit in particolare il caso m = 2. Per una g-matrice sif-
fatta:

Ay —> Qyg — > cee. —> Ay aee 2278
A = )

gy g Aoy ——> oo ——> Gy

ogni traiettoria, e dunque anche quella di valore massimo, contiene i
primi j (1 < § < n) vertici della 12 riga e gli ultimi » — j 4 1 vertici
della 22 riga, presentando un gradino in corrispondenza della j-esima
colonna.

Volendo realizzare un ordinamento delle colonne corrispondente al
minimo del valore massimo, converra quindi disporle in modo da concen-
trare ai primi posti i vertici di valor minimo della 12 riga ed agli ultimi
posti i vertici di valore minimo della 22 riga. Lo scopo si raggiunge pro-
cedendo come segue:

1) Si normalizza la A, supposta ad elementi positivi, sottraendo
da essa una matrice simile, ad elementi positivi uguali al minimo dei
valori dei vertici di A. Nella matrice normalizzata A’ sard dunque zero
il minimo dei valori dei suoi vertici.

2) Se nella A’ vi sono colonne nulle (g), 8i pongono indifferente-
mente ai primi od agli ultimi posti.

3) Si comincia poi la sistemazione delle colonne rimananti, scegliendo
tra queste quelle (se ve ne sono) con un vertice di valore nullo. Le colonne
cosi scelte si pongono ai primi od agli ultimi dei posti non ancora sistemati,
secondo che il vertice di valore nullo appartiene alla 1* od alla 22 riga.

4) Si sostituiscono ai valori normalizzati quelli iniziali.

5) Si ripete il procedimento (fasi 1, 2, 3, 4) sulla matrice formata
con le colonne della A ancora da sistemare nei posti intermedi. E cosi
via, fino a che tutte le colonne della g-matrice data sono sistemate.

Cosi procedendo si ottiene una g-matrice A* le cui colonne risultano
ordinate in modo da aversi, come indicato nello schema seguente, una sua
ripartizione in due blocchi, divisi da un taglio verticale ¢. A sinistra del
taglio sono le colonne della A collocate in base alla minimalita del valore
situato sulla 12 riga; a destra quelle collocate in base alla minimalita
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del valore situato sulla 22 riga.

A* =

Ty ‘W)J__LL]
4

Nello schema le frecce orizzontali stanno ad indicare che i vertici
della 12 riga a sinistra del taglio sono disposti per valori non decrescenti
da sinistra a destra; e che quelli della 22 riga a destra del taglio sono invece
disposti per valori non crescenti.

Le frecce ad asta verticale stanno ad indicare che sulle colonne a si-
nistra del taglio il valore del vertice appartenente alla 22 riga &€ non minore
di quello appartenente alla 1% riga; viceversa per le colonne a destra
del taglio.

Per quanto riguarda due colonne a‘ ed a* con ¢ << k, si osservi che
non pud essere

(13.1) G1s > Ay
8e a* non ¢ a destra di ¢, e non pud essere
(13.2) Agy < Qg

se af non & a sinistra di ¢. Pertanto:

Le due disuguaglianze (13.1), (13.2) non possono essere soddisfatte con-
temporaneamente.

Infatti, dovendo essere a‘ a sinistra ed a* a destra di ¢, deve anche essere:

Aoy Z A1sy (373 ; 278)
cosicche:
Gy — Oy > 0 = azf—azkg @1 — ay > 0,

Ogq — Qg < 0 == a,; — a’lké Qg — Gy < 0.

Per quanto riguarda la posizione relativa del gradino e del taglio,
gli esempi seguenti mostrano che il gradino pud cadere tanto prima quanto
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dopo il taglio ¢, e non essergli adiacente:

2——>4——>6—>3—7
A* = || J,], v =22 = w, = Wy}
§——>bH—|—>5—>2—0
t
2 3 1
A* J , ©=10;
4—>4——>0

2—>4—>6 3 1]

-

A* = y v =19.

Infine avvertiamo che S. M. Johnson [1] ha dimostrato 1’ottimalita
dell’ordinamento delle colonne della A* (nel senso che A* ¢ di minimo
valor massimo in I,).

14. Scambi tra due colonne; g-matrici adiacenti; minimi relativi del valor
massimo delle traiettorie. Esempi.

La ricerca dell’ordinamento delle colonne at, a?, ..., a® di una g-matrice
A = (a', ..., a") che renda minimo il valore massimo » delle sue traiet-
torie da (1,1) ad (m, n) equivale alla ricerca degli estremanti della funzione
v = v(p), & valori reali (positivi) e definita sull’insieme I, = {p} delle n!
permutazioni p degli n oggetti a, ..., a®.

A noi interessano i punti p di minimo assoluto ed un algoritmo che
permetta di raggiungerne uno p* a partire da un punto p qualsiasi.

D’altra parte nell’insieme I, si possono definire adiacenti due permuta-
zioni p’ e p” che si deducano una dall’altra con lo scambio di due colonne
distinte at, a* (1 < k).
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A sua volta questa nozione di adiacenza pud essere intesa:
a) in semso ristretto, supponendo a‘ ed a* contigue (k¥ =i 4 1);
b) in senso lato, supponendo a‘ ed a* anche non contigue.

Diremo poi di minimo relativo un punto p in cui »(p) non superi i valori
agsunti da v nei punti p adiacenti a p.

B chiaro che, nel nostro caso, i punti p* di 125 2/3
minimo assoluto sono anche di minimo relati- /
vo. D’altra parte & anche chiaro che un punto /
(23) 3/)

p di minimo relativo pud non essere di mini-

mo assoluto. /
Si consideri ad esempio ’insieme I, delle

6 permutazioni di 3 oggetti:

G

I, = {(1’ 2,3), 2,1,3), (2,3,1),
(3,2,1), (3,1,2),(1,3,2)},

e, su di esso, la nozione di adiacenza in senso lato. Lo schema della fig. 14.1
illustra la struttura che tale nozione induce in I,, essendovi rappresentati
con punti i suoi 6 elementi e con un segmento, avente due di quei punti
come estremi, il legame tra due punti adiacenti (ogni punto ha tre adia-
centi).

Sia inoltre (1, 2, 3) 'ordinamento delle colonne della g-matrice:

0 4 5
=3 o 3)

Allora si ha:

s v(123) =14  (213) = 14
! 9(132) = 10 »(231) = 16
( v(312) =12  (321) = 12

cosicché i due punti (1, 3, 2), (3, 2, 1) sono di minimo relativo e, tra questi
due, solo (1, 3, 2) & di minimo assoluto.

Comunque, poiché i punti p* sono da ricercarsi tra quelli p, pud essere
interessante un algoritmo che consenta, a partire da un punto p, di stabilire
se €ss0 & un punto D e, se non lo é, di passare (mediante scambi che non
aumentino v) ad un punto p di minimo relativo.



Su alouni problemi di ordinamento 183
15. Scambi tra colonne, diminuenti il valor massimo delle traiettorie,
per m = 2.

Consideriamo dapprima il caso m = 2, con la nozione di adiacenza
in senso lato. Sia dunque:

Ay —> Qyg —> oo —> Ay Ay,n-1 Q10
A= ) ,
[/ 2%% Qg9 eee Agg —> ceoe —> g,y—1 —> Qgy

e sia una sua traiettoria di valore massimo quella col gradino lungo la
colonna j-esima. Sappiamo che per determinare le traiettorie di valore
massimo » della A si pud seguire un metodo misto (v. n. 5), costruendo
la matrice:

ru bis o bia-a bu.]
’

Ca1 O3a Cg,n—1 Can |

dove:
by =ay Qg1+ Qag oot oyt oo 4 @grt| ... 0y =04, \
bis =0ay,+0a,, OGgot oot @agt oo + ot ooc +Agn=034
by =au+...4|ay 2t oee  @art ooe - Aan=04g4
(15.1) « ..o e S PP I, . ) (15.2)
b =@yt @yt | O 9k 1| eoe T A2n=0Ca

....................................

e T Arne 1+ 010 Agn=0gn

/

Occorre allora determinare quello (o quelli) di valore massimo tra
gli » numeri 8; = by; + G4y evy 85 = b1 + C4n-

Nelle nostre ipotesi ¢ tale s; = by; + ¢4, cosicché (v. n. b) v =g,
e la traiettoria di valore massimo corrispondente segue la 12 riga della A
da (1,1) ad (1, §), scendendo poi (« gradino ») al vertice (2, j) e seguendo
infine la 28 riga da (2, j) a (2, n).

Le (15.1), (15.2) consentono di vedere cosa accade quando 8t scambiano
fra loro la i-esima e la k-esima colonna (¢ < k).
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Dal loro esame si trae che:
I) Lo scambio (i, k) altera soltanto i valori delle somme
Sy Sit1y ey Sk—19 Sky

cosicche, agli effetti di diminuire il valore massimo delle traiettorie, lo scambio
(2, k) puo essere vamtaggioso solo se tutte le colonne cui corrisponde il valore
massimo s; = v hanno indice j tale che:

i<j<t.

Inoltre, indicando con un apice i nuovi valori s’, e posto:

! "
(15.3) Gy — Oy = By Qyi — Oy =
8i ha:
1 !
S¢ =8 Oy — ay = 8; + du,
! ! "
841 = Su1 + G — Ay + Ggy — G = Sipq + A + sy

5 2
1 "
Si-1 = Sk—1 F By — Gy + Aoy — Ao = Sp—1 + ip + iy
7 U
S¢ = S T+ Wi — Ao = i + d;;.

Dalle (15.4) risulta che:

Agli effetti di diminwire il valore massimo delle traiettorie, lo scambio
(2y k), con i < k:

II) ¢ certamente non vanitaggioso se dy > 0, dy; > 0, ossia se
(15.5) Oy < Guey  Bai = B

III) é certamente vantaggioso se dy << 0, dy; << 0, 0ssia se
(15.6) Ayg = Qigy  Ogp << oy

IV) é vantaggioso solo allorché:

Siﬁjﬁk, d:k<8j_'8i7 d:¢<31—3k

15.7
(e (A +doy <s8;—s, (r=1%+1,..,k—1).
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OSSERVAZIONE I: Le (15.5) mostrano che un eventuale ordinamento
delle colonne, per cui, procedendo da sinistra a destra, gli elementi della
12 riga siano disposti in ordine non decrescente e quelli della 22 riga in
ordine non crescente, & tale che un qualsiasi scambio fra le colonne non
puod diminuire il valor massimo v delle traiettorie.

OSSERVAZIONE II: Dal n. 13 risulta che la situazione di vantaggio pro-
spettata in IIT) dalle (15.6) non puod mai presentarsi se le colonne della A
sono gid state ordinate con la regola di Johnson-Bellman.

OSSERVAZIONE III: A proposito delle (15.7), si osservi che, essendo
1t <j <k, énulla almeno una delle differenze s; — s, (r =14,¢ + 1, ...,
k — 1, k), cosicché deve essere negativo almeno uno dei tre numeri:

1 u ! "
ik dki’ dlk + dki’
e precisamente, perché lo scambio (¢, k) sia vantaggioso:
a) se j = 1, occorre e basta che sia:

w <0, dy <min{(s; —sx), (8, — s — du)};
i+l<r<k-—1

b) se j = k, occorre e basta che sia:

b < 0, dy < mill{(sl — 8), (85— 8 — L)};
i+l<r<k—1

¢) se © <<j <k, occorre e basta che sia:

7 " !
i + ey <0, dy <85 — 85y < 8; — 8¢,
e quindi, dovendo essere negativo almeno uno dei due numeri dy, d;;,
nel caso ¢) occorre e basta che sia:

w <0, dy<min (— dy,s; — ),
oppure

u
kiy 85— 84).

k<0, di <min(—

Tornando a sostituire le loro espressioni (15.3) alle differenze dj,
i, 81 ha il seguente

TEOREMA 1: Condizione necessaria e sufficiente, affinché lo scambio
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(4, k) (3 < k) diminuisca il valor massimo v delle traiettorie, é che sia:

i<i<h,
ed inoltre:
a) se j =1i:
(15.8) Ae<byiy  Ogi<gp+ Min {(8,—8x), (8:—8,+a1—0aw)};
t+l<r<k-1
b) se j =k:
(15.9) By <Agky 1Oyt min{(sk—si); (sk_81+a2k—azi)};
i+l<r<k—1

c) se i <j<k:
(15.10) @y < Gy5y Gy < Gg + Min {(@1;— a1x), (85 — Si)}
oppure:
(15.11) @y < Ggr, Gy < @y + Min {(@or — @55), (55 — 84)}.

OsSSERVAZIONE IV: Da quanto precede risulta fra 1’altro che non vi
possono essere scambi tra colonne consecutive che diminuiscano il valor mas-
simo v, qualora in A vi siano due traiettorie di valor massimo con  rispettivi
gradini non adiacenti. In tal caso dunque ’ordinamento delle colonne
di A &, in senso stretto, un minimo relativo in I,. Tale & ad esempio il caso
di una A pseudo-circolante, per n > 2.

16. Minimalita relativa, in senso lato, dell’ordinamento di Johnson-
Bellman.

Supponiamo ora che le colonne della A siano gid state ordinate con la
regola di Johnson-Bellman (n. 13).

Allora, tanto dalla condizione a,; << a,;, quanto da quella a,; << @,
che figurano nelle (15.8), (15.10) e rispettivamente nelle (15.9), (15.11),
consegue che 1l taglio t deve cadere fra le colonme di posti i e k. Pertanto:

Ugi = @ygy  Gpp = Aoy
e quindi sommando

Gy + Gy > Ay + Ao,y
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088ia
Gag — Qop = Qy; — Oy, @y ~— Oyy = Qg — Qg;.

Dunque non possono essere soddisfatte né le (15.10), né le (15.11),
ossia nmon pud verificarsi il caso c) del Teorema 1, del n. 15.

D’altra parte, ad esempio tenendo presenti le (15.1), (15.2), si riconosce
che:

(16.1) 8y — Spr1 = Qg,p — Ay,r+1-

Ponendo nella (16.1) r =4, ¢ + 1, ..., ¥ — 1 e sommando le relazioni
ottenute membro a membro, si ottiene:

(16.2) 8; — 8 = @3; — Gy + (Age01 — Gpiv1) + oo + (B2—1 — Brp-1)-

Vediamo ora se puo verificarsi il caso a) del Teorema 1, ossia se pos-
sono essere verificate le (15.8). Fra ’altro dovrebbe essere:

Agi — g << i — Sir1 + Gy — Ay
ossia, per la (16.1), ove si ponga r = 1,
Arir1 + G < Gy + Qg

D’altra parte, essendo per la prima delle (15.8) la colonna di posto
k a destra del taglio ¢, si ha:

o < Gygy

cosicché, sommando le ultime due diseguaglianze membro a membro,
risulta:
Ay 01 < Oy

Dunque 4 taglio ¢ deve cadere fra le colonne di posti i, i + 1, cosicché:
Ay it1 — Gy, < 0, ceey Aa-1 — Q-1 < 0,
e quindi, sommando queste diseguaglianze membro a membro con la

(16.2):
8 — 81 < Ay — Gy
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Se le (15.8) fossero tutte verificate, dovrebbe fra ’altro essere:

gy — Gge < 8; — 83 < Ggy — Gy,
ossia:
Qg = Ay

e cid & assurdo, giacche la colonna di posto & deve essere a destra del taglio
t. Dunque 4l caso a) del Teorema 1 non pud verificarsi.
Analogamente si tratta il caso b). Infatti dalle (15.9) segue in parti-
colare:
Qe — Byg < 8 — Sp—1 + Bar — Gaq,y

ossia, per la (16.1), ove si ponga r =k — 1:
o1+ Gag < Bop + Byy.

D’altra parte, essendo per la prima delle (15.9) la colonna di posto ¢
a sinistra del taglio ¢, si ha:

Ay < Gy
cosicché, sommando membro a membro:
Oy, -1 < Qi

Dunque il taglio t deve cadere fra le colonne di posti k — 1 e k.
Ma allora:

Qo441 — Qy01 > 0, veey Gap—1 — O1—1 > 0,

e sommando queste diseguaglianze membro a membro con la (16.2), si
ottiene:

8i— Sk = Gy — Q-
Quindi, se tutte le (15.9) fossero verificate, dovrebbe fra P’altro essere:

Gy — Ay < 8 — 8; < Uy — Gy

ossia:
Ay > Qggy
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contraddicendo ’ipotesi che la colonna di posto ¢ sia a sinistra del taglio ?.
Dunque non pud verificarsi meppure il caso b) del Teorema 1, del n. 15.
Riassumendo si ha il seguente:

TEOREMA 2: L’ordinamento di Johnson-Bellman delle colonne di una
g-matrice A con due sole righe ¢é, in senso lato, un minimo relativo in I,.

17. Sub-g-matrici ottimali di una g-matrice ottimale.

Sia A una g-matrice m X n e l'ordinamento delle sue n colonne sia
uno di quelli (« ottimali ») per cui & minimo il valor massimo delle traiet-
torie da (1, 1) ad (m, n).

Consideriamo (v. fig. 17.1) una sua traiettoria v di valore massimo,
con i suoi u gradini, in corrispondenza delle colonne di posti j,, js, ...,
Juyeon 1 <j; <jH<..<ju<nu<m-—1.

(1,1)

Q

'

O

Un taglio verticale ¢, fra le colonne di posto &k, e k; — 1 della A (1 <
<k, <m + 1) intersechera la 7 in corrispondenza della riga di posto ¢;.

Consideriamo due tagli siffatti ¢, e ¢, (il primo dei quali preceda ’altro,
cosicche k, < k,, ¢, < 4,) e la g-matrice A’ formata dalle colonne della
A di posti ki, ky + 1, ..., k, — 1 e dalle righe della A di posti ¢,, 4, +
+ 1, ..., ;. R chiaro che la porzione della v contenuta in A’ é una traietioria
di A’y anzi una sua traiettoria di valore massimo, altrimenti non lo sa-
rebbe 7 per la A.

Essendo per ipotesi ottimale 1’ordinamento delle colonne della 4,
ci si puo chiedere sc e quando sia ottimale anche Vordinamento delle colonne
della A’'.
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B chiaro che la questione ha interesse solo quando la g-matrice A ha
almeno una riga in piv della A' (costituita da elementi distinti) e se la A’
ha almeno due righe e due colonne, ossia se:

17.1) m—2>0,— i, >1, ky—Fk >2.

Infatti & chiaro che, se una delle condizioni suddette non ¢é verificata,
la risposta é SEMPRE affermativa.

Quando invece le (17.1) sono verificate e ’ordinamento delle colonne
di A’ non & ottimale, pud accadere che nella matrice A, differente dalla
A per il riordinamento (ottimale per A’) delle colonne comuni con A4’,
la 7 non sia pit una traiettoria di valore massimo. Inoltre il nuovo valore
massimo v pud essere superiore a v.

Che le circostanze suddette si possano effettivamente verificare, &
confermato dal seguente esempio di g-matrice ottimale:

, per la quale v =8,

e dove non & ottimale I’ordinamento delle colonne della sub-g-matrice
2 0
quadrata 4’ = (3 1), compresa fra i tagli ¢,, {,. L’ordinamento otti-

male di A’ si ottiene scambiando le sue due colonne, ma questo scambio,
operato sulle stesse colonne della A, la trasforma nella

00— 4 ——1

_ °
A=| 2 0 2 |, per la quale v = 10,

v

1 1 3

cosicché lordinamento delle colonne della 4 non & ottimale. Si osservi
come tale scambio abbia alterato non solo il valore, ma anche la forma
della traiettoria di valore massimo.
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Le considerazioni ed il controesempio precedenti fanno vedere che
la questione dell’ordinamento ottimale delle colonne di una g-matrice A
non st pud in gemerale (per m > 2) ricondurre a quella dell’ordinamento
ottimale di alcune sue sub-g-matrici A', ad esempio quelle con due sole righe.

Le stesse considerazioni fanno anche vedere come da questo punto
di vista il caso m = 2 sia eccezionale, tanto che la regola di Johnson-
Bellman si pud pensare derivata dalla condizione di ottimalitd per una
matrice gquadrata di ordine 2:

che ovviamente si pud scrivere:
Q11 + Ggp + MAX (@19, A31) < MAX (@11, Agp) + Byz + Ay,
e quindi, essendo:

Q11 + Gz + A1 + Ay = @y1 + Ggy + MAX (A13y Agy) -+ MiN (a4,, @yy) =

= IMin (@11, ®22) + MAX (@11, Gaz) + W12 + 49,
equivale appunto alla:
(17.2) min (@1, @z,) < Min (@15, @gq).

La (17.2) non solo giustifica la regola di Johnson-Bellman per m = 2,
ma fa vedere, ove si pensi allo schema del n. 13:

ol S S T O O S |

e e e

\

che nell’'ordinamento di Johnson é addirittura ottimale Uordinamento delle
colonme di ogni submatrice della A.
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18. Un criterio di ordinamento ottimale per matrici di due colonne.

Consideriamo ora una matrice

a, b,
a, b,

4 =(a,b) = ) ’
Am b

con due sole colonne ed m righe. B facile verificare direttamente che Por-
dinamento (a, b) delle sue colonne & ottimale solo se:

[by + by + oo + Vg + bt

Ay + b+ oo + b2+ bm-a
By b FIAT (evnereniiei e =ayF et U+t Fbm—
@y + ag + oo + @1 + bus

@y + a3 4 oo + Gy + A

ay + a3 4+ oo + Gy + On
sbl 4+ ag + oo + Gn-y + Am

........................

2 < a1+---+am+b1+m+bm“‘

— min

ay + a; + ... + Wp—1 )

4+ Qg+ oo+ Wz + O
by + @y + v + -2 + A1

........................

4+ by + A,

)
|

ossia soltanto se:

min (by+bs+...+bm; AybgteeetDm; oees A1ttt Om) <

18.1
( ) 3§ min (@, +as+ .o+ am; bit+astetamj o5 by+byteeFbm-1) .
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B chiaro che la (18.1) fornisce un criterio per I’ordinamento ottimale
della matrice A4, essendo esso quello (a, b) o quello (b, a) secondo che la
stessa (18.1) sia verificata oppure no. Entrambi gli ordinamenti sono
ottimali se nella (18.1) vige il segno di uguaglianza.

Per m = 2 la (18.1) si riduce al criterio di ordinamento (17.2) di

Johnson-Bellman.
Se il criterio fornito dalla (18.1), che per brevitd possiamo scrivere

(@, b) < (b, a), fosse transitivo, ossia se anche per m > 2 sussistesse 'im-
plicazione:
((a, b) < (b, a), (b, €) < (¢, b)) => (a, ¢) < (c, @),

esso potrebbe servire per un ordinamento delle colonne di una qualsiasi
matrice del tipo m X n, anche per m > 2.

D’altra parte ’ordinamento cosi ottenuto non é necessariamente ot-
timale, come verificheremo su di un esempio per m = 3, cosicché la que-
stione della transitivita della (18.1) diviene irrilevante.

Per m = 3 la (18.1) si scrive:

(18.2) min (b, + by; by + ay; 4, 4 ) <
< min (@, + a5; az + by; by + by).

Si consideri ora la g-matrice

2 ——>1 0
v
A=1]| 0 2—3 |,
v
2 2 1

per la quale v = 9 e per la quale la (18.2) é soddisfatta (con 'uguaglianza)
sia per le colonne 12 e 23, che per le 12 e 32, 22 e 33. Malgrado cid ’ordina-
mento delle colonne della A non e ottimale, mentre lo sono quelli delle
g-matrici:

0 2 1 1 0
v ¥

A'=1 3 0 21, A= 2 0 3
Y v
1—>2——2 2——> 2 ——1

per le quali v/ =v" = 8.

13
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Si osservi che l’ordinamento (non ottimale) delle colonne della A
corrisponde all’ordinamento ottimale della matrice A* con tre colonne
e due righe, uguali rispettivamente alla somma della 12 e 22 e della 12

e 32 riga della A:

2 3 3
A* =
2 4 4

19. Scambi tra colonne che certamente non diminuiscono il valor massimo
delle traiettorie, per m > 2.

Non essendo in possesso di una regola utile per I'immediato ordina-
mento ottimale delle colonne di una data g-matrice 4, converra per lo
meno cercare di vedere se dall’ordinamento prescelto si possa passare
ad un altro di minore valor massimo, con lo scambio di due colonne adia-
centi. Un algoritmo che consenta tale verifica condurra necessariamente
alla determinazione degli ordinamenti di minimo relativo (in senso stretto)
in I,.

Per la ricerca di tale algoritmo potremo servirei di quelli gid descritti
per la determinazione delle traiettorie di valor massimo della A e per il
calcolo del loro valore.

Converra anzitutto scegliere un ordinamento ¢niziale A. Esso puod
ad esempio essere uno di quelli determinati (nell’ipotesi della sua transi-
tivita) dalla (18.1).

Sulla A mettiamo in evidenza tutte le traiettorie di valore massimo,
con i loro tratti orizzontali ed i loro gradini.

Intanto & chiaro che sussiste il seguente

TEOREMA 1: Non pud diminuire il valor massimo v delle traiettorie lo
scambio tra due colonne (anche non adiacenti) non contenenti gradini ed
intersecanti il medesimo tratto orizzontale di UNA traietioria di valor mas-
simo della A.

Infatti tale scambio lascia immutato il valore v di quella traiettoria,
cosicche il nuovo valor massimo »’ non pud essere inferiore a v.

Dal Teor. 1 consegue in particolare che: solo lo scambio tra la 12 e la n®
colonna pud diminuire il valore massimo delle traiettorie di una matrice
pseudo-circolante A.

Siccheé, per n > 2, 'ordinamento delle colonne di una g-matrice pseudo-
circolante A & sempre un minimo relativo (in senso stretto) in I, (vedi,
per m = 2, la Oss. IV del n. 15).
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Per m = 2, le condizioni necessarie e sufficienti affinche lo scambio
fra la 1% e la n® colonna di una pseudo-circolante A diminuisca il valor
massimo v delle traiettorie, sono:

(19.1) Ay, < Oy, Gy < Apty.
Si noti che la (19.1) implica la condizione di preferenza
min (a,, as) < min (a;, &n41)

della n# alla 12 colonna (che deriva dalla (17.2)), ma non viceversa.

Sempre per m = 2 e per una pseudo-circolante A, perche lo scambio
della 1# con la #n2 colonna non sia vantaggioso (non diminuisca ») basta
che gia:

(19.2) min (@, + Gpi1; Cniy + 015 G + ag) < @y + ay.
Si noti che la (19.2) pud essere verificata senza che lo sia la condizione
min (au Qnt 1) S min (am az)

di preferenza della 12 alla n® colonna, che deriva dalla (17.2). Cid accade

ad esempio se
a, =2, a,=1, G = 0y, =2,

come per la pseudo-circolante

2 1 17 2
A‘(1722)’

Pordinamento delle cui colonne ¢ un minimo relativo in senso lato in
I,, e per la quale v = 14. Infatti anche per la

, (2 1 7 2
A"(2721)’

8i ha v = v = 14. Il minimo assoluto si ottiene con l’ordinamento (di
Johnson):

,_ (1 2 T 2
A—(7221)’

per cui v" = 13.
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Tornando al caso generale, dal Teor. 1 deriva come corollario il

TEOREMA 2: Affinché lo scambio fra due colonne ADIACENTI possa di-
minuire v, é necessario che almeno una di esse contenga un gradino di CIA-
SCUNA delle traiettorie di valore massimo.

Fissata una traiettoria ¢ di valor massimo v della 4, gli scambi (fra
colonne adiacenti) da esaminare sono dunque due per ciascuno dei gradini
della t: quello che scambia la colonna del gradino con la precedente e quello
che la scambia con la successiva. Dalle osservazioni precedenti consegue
perd che se in A vi sono piu traiettorie ¢, ¢', ... di valore massimo v, sono
da scartare quei gradini della t alla cui colonna non sia appartenente od
adiacente qualche gradino di un’altra traiettoria t' di valore massimo.

20. Procedimento per ottenere un ordinamento relativamente minimale
delle colonne.

Da quanto precede risulta che per diminuire v, se m > 2, conviene
seguire il seguente procedimento:

1) Si sceglie un ordinamento iniziale 4 = (al, a2 ..., a®) delle co-
lonne a’ della g-matrice data, ad esempio quello ottenuto mediante la
condizione di preferenza (18.1), usandola come se fosse transitiva.

2) Si calcolano le w; e si verifica la eventuale ottimalita della A,
col criterio esposto al n. 12.

3) Se la verifica precedente non assicura dell’ottimalita della A4,
si determinano le sue traiettorie di valore massimo ed il loro valore v,
seguendo il procedimento in avanti e costruendo la g-matrice B (n. 3),
oppure seguendo il procedimento all’indietro e costruendo la g-matrice
C (n. 4).

4) Si scartano, in base al Teor. 2 del n. 19, gli scambi tra colonne
adiacenti che sicuramente non diminuiscono v.

5) Si verifica se qualcuno degli scambi rimanenti fra colonne adia-
centi diminuisca v. Se cid non accade, ’ordinamento delle colonne della
A risulta essere di minimo relativo, in senso ristretto.

6) Se una delle verifiche di cui alla fase 5) porta ad un ordinamento
A’ per cui v’ < v, si ripetono per la A’ le stesse fasi 2), 3), 4), 5), 6) sopra
descritte. Si tenga presente che i numeri w,, occorrenti per il controllo
della fase 2), sono gli stessi gia calcolati per la A.

OSSERVAZIONE I: Per quanto riguarda la verifica 5), da effettuarsi
sulle g-matrici differenti dalla A per lo scambio di due colonne adiacenti,
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si tenga presente che essa si puod effettuare sfruttando in parte le g-matrici
B e O gia usate nella fase 3). Cosi, se le colonne in questione sono la 7-esima
e le k-esima (k = ¢ + 1), per calcolare v’ si puod costruire la g-matrice:

by, A1,k Ay, Crr+1
H' — bai-1 G Ay, i Co,kt+1
bm,i-1 Qo ke U, i Com,k+ 1

ed usare il metodo misto descritto al n. 5, relativo al taglio ¢ fra le colonne
i-esima e k-esima. Si ha:

1 1 1 ! ! !
0" = max (by; + €y bai + Cary ovey bi + Cpie)
essendo:

1 !
by = @ + by,i-1; by; = @y, + max (by,i-1, A1z);

Omi = Gy + MAX (by,im1, C—1,2) 5

7 !
C1x = Oy; + MAX (1,541 Fai); ) Cu— 1k = Op—1,5 +

!
+ Max (Cpn-rk+1y Imi);  Cmk = Omi + Cmet1-
Inoltre, sulla g-matrice:

(bty ooy b1, B | €%, *H, L., "),
t

risultano disegnate le traiettorie di valore massimo della g-matrice simile:
A’ = (a, ..., a7, ak, a*, a**, ..., a"),

utili eventualmente per la fase 3), relativa alla A'.

Si tenga presente che, se ¢ = 1 oppure se k = n, dalla H' scompaiono
(vanno sostituite da una colonna di zeri) la 12 o rispettivamente la 42
colonna.

OSSERVAZIONE II: Giunti infine ad un ordinamento A di minimo
relativo in senso ristretto, si potra fissare 1’attenzione e ripetere le fasi
3), 4), 5), 6) su ciascuno degli eventuali ordinamenti A(*+\) delle colonne
che, differendo da quello A" per uno scambio di colonne adiacenti, danno
luogo allo stesso valor massimo v(*+) = p(» della A(™. Pud infatti acca-
dere che, a differenza di quello A, I’ordinamento A(*+) non sia pit di
minimo relativo.
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EsEMP10: Per la g-matrice

5 4 3 1 6

si ha
w, =19 +3=22, w,=18+2=20, w;=19+4 3 =22,

e l'ordinamento iniziale 4 dato dalla (18.1) é:

A =|0 4 3 9 2.

Per esso:

12 22 = 24

>

Lo
9 —16 —20 23 25

sicche v = 25 e sulla B risulta disegnata 1’unica traiettoria di valore massimo.
Dal suo esame risulta che possono diminuire il valore massimo solo gli scambi
(a®, a*) ed (a4, a®). Con essi si ottengono dalla A le g-matrici 4’ ed 4", per le quali
rispettivamente v’ = 25 e v" = 29, cosicché I’ordinamento delle colonne della A
¢ di minimo relativo in senso ristretto.

APPENDICE

SUI PROBLEMI DI ORDINAMENTO
NELLA ORGANIZZAZIONE DI UN IMPIANTO INDUSTRIALE

21. La g-matrice 4 dei tempi parziali di lavorazione.

Con riferimento a quanto s’¢ detto (brevemente nella premessa e con
maggiori dettagli ai nn. 8-11) sulle questioni di ricerca operativa che hanno
dato origine al presente lavoro, converra osservare anche quanto segue.

L’ « ufficio » di cui 8i & parlato nella precedente schematizzazione pud
in realta rappresentare la catena di produzione di un impianto industriale,
destinato a produrre n diversi prodotti finiti od articoli (quelli che sopra
erano chiamati »utenti»). Ciascuno di questi articoli si ottiene a partire
da un materiale iniziale (ad esempio un semilavorato) sottoponendolo
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ad m successive trasformazioni. Gli « sportelli » a; rappresentano allora
le m macchine od attrezzature capaci di eseguire quelle trasformazioni.

Abbiamo ordinato sia gli sportelli (le macchine) che gli utenti (gli arti-
coli), supponendo che ciascun sportello debba servire nello stesso ordine
gli n utenti e che ciascun utente debba essere servito nello stesso ordine
dagli m sportelli. Cid significa che per ciascun articolo il materiale iniziale
debba subire lo stesso numero m di trasformazioni, e che queste debbano
esgere sempre realizzate successivamente dalla 12, 23, ..., m? macchina,
non essendo ammessi scavalcamenti tra i semilavorati destinati alla pro-
duzione dei diversi articoli.

L’elemento a;; della matrice A & la misura dell’intervallo di tempo
occorrente alla macchina a; per eseguire la ¢-esima trasformazione occor-
rente alla produzione dell’articolo a’. In a;; & compreso Pintervallo di
tempo occorrente al trasporto del semilavorato da a,—, ad a,; ed all’even-
tuale modifica dell’attrezzatura, occorrente per passare dalla lavorazione
dell’articolo a’-! a quella di a’. Comunque la A si pud chiamare matrice
dei tempi (parziali) di lavorazione.

22. Problemi di ordinamento ottimale nell’organizzazione dell’impianto,
per la produzione di un solo ciclo di articoli.

Supponiamo dapprima che 1’impianto debba produrre un solo esem-
plare di ciascun articolo. Il numero » misura allora il tempo totale di la-
vorazione, ossia l’intervallo di tempo intercorrente fra P’istante in cui
inizia la lavorazione del 1° articolo a! e l'istante in cui termina la lavora-
zione dell’n° articolo a".

Se la catena di produzione dell’impianto si suppone gia esistente,
ordinare le colonne della A in modo da rendere minimo v significa pro-
fittare della scelta dell’ordine di lavorazione degli m articoli per diminuire
il tempo totale di lavorazione v.

Se il costo di alcune macchine & particolarmente elevato, potra invece
interessare un ordinamento della lavorazione tale da rendere minimo <l
loro tempo totale di riposo (« pre-riposo », n. 9).

In altri casi (ad esempio per questioni di ingombro) potra invece essere
conveniente rendere minimo il massimo tempo di attesa (« pre-attesa »,
n. 9) di alcuni articoli.

In questa schematizzazione di problemi di « organizzazione aziendale »
¢ interessante osservare a posteriori come, ammesso gid costruito 'im-
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pianto, I’economia realizzabile con un ordinamento ottimo della succes-
sione delle n lavorazioni risulti vincolata al valore dei successivi tempi
parziali di lavorazione, ossia alla successione ordinata delle coordinate
di ciascuno dei vettori-colonna della matrice A. Sicché V'organizzazione
aziendale pud e deve intervenire (ammesso gia costruito ’impianto) addi-
rittura in fase di progettazione delle successive trasformazioni e quindi di

determinazione dei tempi parziali di lavorazione a;;, @,;, ..., a,;) che la
materia prima iniziale deve subire successivamente presso le diverse
macchine a,, a,, ..., a, per generare il prodotto finito a’.

Pud ad esempio darsi che agendo in tal modo sia possibile disporre
poi Pordine di lavorazione degli » articoli in guisa che la A risulti pseudo-
circolante, od almeno tale che sulle sue diagonali secondarie gli elementi
risultino ordinati per valori non decrescenti dall’alto al basso, cosi da render
nulli tutti i costosi tempi di preriposo delle macchine. Allora, se il massimo
tempo d’attesa non & troppo grande rispetto alle caratteristiche del-
I'impianto, non interessa pit minimizzare il tempo totale v di lavorazione,
giacché il costo della produzione dipendera dalla somma dei tempi totali
di lavorazione delle singole macchine, e ciascuno di questi tempi sara il
minimo possibile, essendo nulli tutti i tempi parziali di preriposo succes-
sivi al primo. Anzi, questo primo tempo parziale di preriposo non conta,
giacche é solo al suo scadere che quella maecchina comincera effettivamente
a lavorare, proseguendo poi senza interruzione sino alla fine le »n lavora-
zioni ad essa affidate.

23. 1l tempo di uscita di un ciclo, nel caso di un numero illimitato di cicli
successivi ed uguali.

Supponiamo ora che 'impianto industriale di cui sopra debba produrre
non un solo esemplare di ciascuno degli » articoli, ma una quantita tanto
grande di ciascuno di essi da poterla praticamente considerare ¢llimitata.
Supponiamo inoltre che per tale produzione l'impianto possa funzionare
ininterrottamente.

Si richiedera perd che siano fissati i rapporti

PLiTpi e i Ty

fra i numeri 7, dei diversi articoli da produrre in un certo periodo di tempo
T. I numeri 7; sono dunque interi dati, che possiamo addirittura supporre
primi fra loro.
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Ad evitare le perdite di tempo derivanti da cambi troppo frequenti
dell’attrezzatura delle macchine, sembra ragionevole supporre conveniente
impostare dapprima la produzione di r, esemplari del 1° articolo, poi di
r, esemplari del secondo, e cosi via. In seguito considereremo quindi
come un unico articolo a’ il blocco degli r; articoli dello j-esimo tipo.

Supponiamo al solito che per ciascuna delle m macchine a; siano co-
stanti (e quindi trascurabili ai fini della successiva ottimizzazione) gli
intervalli di tempo occorrenti per modificare ’attrezzatura passando dalla
lavorazione di un tipo di articolo a quella del tipo successivo.

Supponiamo inoltre nota la tabella dei tempi parziali di lavorazione di
questi (blocchi di) articoli a2, ..., a”, ossia la matrice A’ = (a};) = (7, * ay).

Se la produzione dovesse limitarsi ad r; esemplari di ciascun tipo di
articolo, ’organizzazione ottima della produzione si potrebbe come
abbiamo gia visto — basare sulla considerazione del tempo totale v di
lavorazione, ossia dell’intervallo di tempo intercorrente dall’istante in
cui inizia la lavorazione del 1°© articolo a! all’istante in cui termina la
lavorazione dell’ultimo articolo a». Sappiamo come sia allora essenziale
Pordinamento degli articoli, ad esempio per rendere minimo v.

Si deve pero ora tener presente che quello considerato ¢ solo un « ciclo »
di produzione, e che questi cicli si susseguono ininterrottamente.

Intanto cio fa si che ’ordinamento degli articoli interessi eventualmente
solo a meno di una permutazione circolare, sicché invece di n ! ordinamenti
bastera prenderne in considerazione soltanto (n — 1)!, e come primo
articolo se ne potra prendere uno qualsiasi. Dunque, in particolare, la
questione dell’ordinamento pud interessare solo se n > 2.

Inoltre, una volta avviato il processo di produzione continuo, I'in-
tervallo di tempo che interessa ai fini della produzione non ¢ piu quello
totale v di lavorazione di un ciclo, bensi quello di useita ¢ del ciclo stesso,
intercorrente dalla fine della lavorazione dell’ultimo articolo di un ciclo
alla fine della lavorazione dell’ultimo articolo del ciclo successivo. Infatti
nell’intervallo di tempo » I'impianto effettua contemporaneamente le
diverse lavorazioni sugli articoli di piu cicli successivi.

24. Analogia idraulica e minimizzazione del tempo di uscita, regolando
Pandamento della produzione con Partificio dell’articolo fittizio. Esempio.

Il processo produttivo si pud paragonare al moto di un «liquido »
(le materie prime, all’entrate; gli articoli finiti, all’uscita) attraverso una
« condotta » (’impianto industriale).
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Una quantita interessante ai fini della produzione & la velocita media
di efflusso (o »velocita di produzione »), ossia il rapporto fra la quantita
di liquido uscente ed il tempo impiegato ad uscire. Fissata la quantita
uscente, ad esempio il ciclo (a!, a2, ..., @”), una misura di tale velocita
¢ fornita appunto da 1|t, dove ¢ & il tempo di uscita suddetto (n. 23).

Le m macchine che operano successivamente le trasformazioni dei
materiali iniziali in articoli finiti, si possono pensare come diaframmi
che determinano tale velocitd di efflusso. Infatti i materiali occorrenti
alla produzione del ciclo (at, ..., a®) impiegano un tempo

vy =a4y + aly + ... + al, (t=1,2,..,m)

per essere trasformati dalla macchina a;, ossia per attraversare 1’i-esimo
diaframma. Ne consegue che ¢t non pud essere inferiore al massimo dei nu-
meri v5.

La suddetta analogia « idraulica » permette di prevedere, per il funzio-
namento della catena di produzione, un breve periodo iniziale di assesta-
mento (destinato alla produzione di uno o piu cicli di articoli) ed un suec-
cessivo periodo di funzionamento regolare o stabile, nel quale (a meno
di imprevisti, come guasti alle macchine, scioperi, ecc.) ogni ciclo (at, ..., a®)
di articoli impiega lo stesso tempo ad wuscire dall’impianto.

E anche facile vedere che, se gli spazi d’attesa sono abbastanza capaci,
si pud regolare il funzionamento dell’impianto in modo che il tempo
d’uscita di un ciclo di articoli sia il minimo possibile:

t = max vy,
1
assicurando contemporaneamente la stabilita del processo.

Basta percid pensare di aggiungere ad esempio all’inizio di ogni ciclo
di n articoli successivo al primo un articolo fittizio a°, fissandone i tempi
parziali di lavorazione in modo che sia:

a0 = (Max v,) — v;.
r=1,2,...,m

Allora ogni ciclo completo (a°, a!, ..., a®) impiega lo stesso tempo 1
ad attraversare ogni diaframma, e quindi finalmente anche ad uscire
dall’impianto.

Anzi, cosi si riconosce a posteriori che (se gli spazi di attesa sono ab-
bastanza capaci) in un processo continuo di produzione il tempo di uscita
di ciascun ciclo di articoli non dipende affatto dal loro ordinamento.
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EsEmp10: Produzione di piu cicli di 4 articoli (a, ¢?, a®, a¢*) con una catena
di 3 macchine (a,, a,, a;), essendo:

1 2 5 1 vy =9
A =3 7 6 4 vy = 20 = ¢.
5 1 4 0 vg = 10

11 « grafico di Gantt» ) dell’andamento della produzione ¢:

a; |1]2(2]3]3]3|3|314]1(2|213(3|3|3|3(4{1|2|2(3(3|3|3|3(4|1

a, x‘lll 2(212(2(3(3|3|3(3|3|4|4 |44/ 1/1]12]22(2(2{2|2|3]3]|3|3(3|3|4|4|4(4{1|1{1 I

as xuxl11|11x;x“x,xxu‘%333xxx11111xx“xxu,x3‘33‘=nx1|1,111
v = 2] — t =20 —

e diviene stabile dopo il 1¢ ciclo. Si noti perd che la maggior velocitd di eflusso
attraverso ¢; crea un intasamento nello spazio d’attesa tra a, ed a,. Volendolo
evitare, si deve imporre ad a, un tempo di riposo v, — v; = 11 per ogni ciclo sue-
cessivo al primo. Inoltre la minor velocita di efflusso attraverso a, costringe auto-
maticamente a; ad un tempo totale di riposo v, — v; = 10 per ogni ciclo succes-
sivo al primo.

L’ordinamento delle colonne di A ¢ tale da rendere minimo » = 21 = w,
(efr. n. 12).

Introducendo Darticolo fittizio ag(a;e = 11, dyy = 0, @y == 10), il grafico di
Gantt diviene:

a, [1]2]2(33]3|3|3|4/0/0{0]0]0]0}0}0]0{0]0]1|2|2|3|3(3|3|3|4/0]0]0]0{0]0[0[0{0[0[0[1|2(2|3]3]3]3|3(4{0/0]0|0}0]0
a, 111 2|212(3|3|3|3|33|44/4/41111{1 1333334444'111 2/2/3/3|3|3
ay [xxxx|1j1{1{1}]1jxx2xxxxx 3|3|3|3l0000000000111llQé 31313/0/00/0}0{0]0|00[0[1 {111

Fin dal 2° ciclo il tempo di attraversamento di ogni diaframma diviene uguale
a t = 20. I tempi di riposo delle macchine sono i minimi possibili e, per ciascuna
di esse, sono posti all’inizio della lavorazione di ciascun ciclo di articoli e coincidono
con i tempi di lavorazione dell’articolo fittizio.

Permangono invece, per gli articoli effettivi, anche i tempi di attesa successivi
al primo e coincidono con gli elementi e,;(¢, 7 > 1) della matrice ¥, calcolati (come
descritto al n. 9) a partire dalla matrice

11 1 2 5 1
A=@G;)=|1 3 7 6 4
100 5 1 4 0

4) Cfr. C. W. CHURCHMAN, R. I.. AckKoF¥F, E. L. ARNOFF: Eléments de recherche
opérationnelle (Paris, Dunod, 1961), p. 415.
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Si noti che nella A4 si & assunto come tempo di lavorazione parziale d,, del-
I’articolo fittizio a, quello che si ottiene aumentando a,, = 0 del tempo (unitario)
di attesa di a, prima di a,, che deriva dall’assestamento.

L’esistenza di questi tempi di attesa e la loro localizzazione fanno si che la
produzione possa seguire l’andamento stabile descritto dal precedente grafico
di Gantt solo se gli spazi d’attesa fra a, ed a, e fra a, ed a, sono capaci di contenere
rispettivamente due articoli (contemporaneamente) ed un solo articolo.

25. Alcuni accorgimenti adatti e problemi da risolvere per migliorare
il rendimento dell’impianto.

Si tenga presente che gli accorgimenti adatti ad aumentare il rendi-
mento degli impianti si possono predisporre a diversi livelli, e precisamente:

a) in fase di progettazione dell’impianto (numero e tipo delle mac-
chine, capienza ed attrezzatura degli spazi d’attesa);

b) in fase di progettazione degli articoli da fabbricare (determina-
zione dei modi e dei tempi di lavorazione);

¢) in fage esecutiva, stabilendo l'ordine di fabbricazione ed i rap-
porti tra le quantita dei diversi articoli da produrre.

Abbiamo gid accennato all’importanza che pud avere, per conseguire
la massima velocitd di produzione, ’ampiezza degli spazi d’attesa, deter-
minata nella fase a). D’altra parte il numero ed il tipo delle macchine
condizionano anche la fase b), e quindi la determinazione dei tempi par-
ziali di lavorazione. Da essi dipende essenzialmente il tempo di uscita ¢
di un ciclo di articoli, e quindi il costo del ciclo, a paritd di costo orario
di funzionamento dell’impianto.

Per diminuire ¢ occorre, in fase b), ripartire giudiziosamente la lavora-
zione di ciascun articolo tra le diverse macchine.

Sarebbe desiderabile che ciascuna macchina impiegasse lo stesso tempo

n
! !
V¢ = 21" @ g

nella lavorazione dei diversi articoli. Sarebbero cosi eliminati i tempi
(improduttivi) di riposo delle macchine, uguali per ciascuna di esse ai
tempi parziali di lavorazione dell’articolo fittizio di cui al n. 24.
Supponiamo ad esempio gia esistente ’impianto e gia fissati i tempi
parziali di lavorazione a, per una unitd di ciascuno di una serie di n ar-
ticoli. Non siano invece ancora fissati i numeri r; di cui al n. 23. Da quanto
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precede risulta che se il sistema di m equazioni lineari ed omogenee:
20 = @y + @iy + ... + @2, t=12..,m),

ammette soluzioni razionali positive, ognuna di queste (2, ..., %, %)
fornisce (per una scelta conveniente dell’intero k) una possibile n-pla
degli interi r;:

r, = kxy, ...y r, = ko,

tali che
vy =1 = ka,.

La richiesta dei diversi articoli sul mercato potra poi suggerire quale
delle n-ple (r;) possibili vada effettivamente usata °).

Comunque, in fase b) occorre studiare i piani di lavorazione degli ar-
ticoli e quindi determinare la tabella A’ = (a;;) dei tempi parziali di la-
vorazione in modo da rendere minimo il tempo di uscita ¢ = max v}
di un ciclo della produzione. ‘

5) Per chiarire meglio quanto s’¢ detto sard opportuno il seguente
CoNTROESEMPIO: Con riferimento all’esempio del n. 24, supponiamo che la
g-matrice
1 2 5 1

A=13 7 6 4],
5 1 4 0

sia quella dei tempi parziali di lavorazione per una unita di ciascuno dei 4 articoli.
Se ¢i volesse impostare la produzione per blocchi di articoli, in modo da uguagliare
i tempi di attraversamento delle 3 macchine da parte di un ciclo (di blocchi) di
articoli, si dovrebbero scegliere gli interi r,, r,, 7; tra le soluzioni positive del si-
stema omogeneo:

Ty = @y + 22y + b3 + x4 = 32y + Try + 6r; + 4, = 5x; - 7, - 4y,
ossia tra quelle positive del sistema:
1lry 4+ 323 — 24 =0, 1lry, + a3 + T2y = 0.

Purtroppo perd soluzioni siffatte non esistono, come si riconosce facilmente
osservando che nello spazio cartesiano (r,, z,, ®,, z,) = (x, ¥y, 2, 1) la retta di
equazioni non omogenee:

Nz + 32— 1=0, 1ly+z+7=0,

non possiede punti di coordinate non omogenee z, ¥y, 2 positive,
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A paritd di velocita di produzione, ossia di tempo d’uscita, il rendimento
dellimpianto si potrd aumentare diminuendone il costo orario di fumziona-
mento. Una tale diminuzione si potra ad esempio conseguire diminuendo
i tempi di inattivita (pre-riposo) delle macchine (il costo orario dei quali,
una volta avviato 'impianto, non pud essere molto inferiore a quello dei
tempi di servizio) ed i tempt¢ di attesa degli articoli (il cui costo pud ugua-
gliare quello dei tempi di lavorazione; inoltre cosi diminuisce la lunghezza
della catena di montaggio, ossia la capienza degli spazi d’attesa e quindi
la spesa, da prevedere in fase a), per la costruzione, la manutenzione ed
il funzionamento dell’impianto).

Sarebbe addirittura desiderabile che in fase b) i tempi parziali di la-
vorazione fossero determinati in modo che esista un ordinamento degli
articoli capace di rendere circolante (e non solo pseudo-circolante) la ma-
trice A’. Verrebbero cosi eliminati tutti i tempi di inattivitd delle macchine
e quelli di attesa degli articoli. Inoltre, come previsto al n. 23, tale ordi-
namento sarebbe determinato a meno di una permutazione circolare.

Si tenga presente che, volendo soddisfare a questa esigenza, in fase b)
si possono fissare ad arbitrio solo un numero di tempi di lavorazione
a}; uguale al maggiore dei due interi m, n. Inoltre debbono essere uguali
fra loro tanto le somme v} degli elementi di una riga quanto le somme «;
degli elementi di una colonna della g-matrice A’.

26. L’ordinamento degli articoli pud diminuire solo i loro tempi di attesa.

D’altra parte & chiaro che una diminuzione dei tempi di inattivitd delle
macchine NON PUO realizzarsi in fase c¢) con un opportuno ordinamento
degli articoli. Infatti, se i tempi parziali di lavorazione aj; sono stati gia
fissati, restano determinati tanto il tempo minimo di efflusso di un ciclo:

¢t = max v,
i

quanto i tempi totali minimi di inattivitd (= riposo):
d;=1— v} (¢ =1,2,..,m),
delle m macchine destinate alla lavorazione degli » articoli di un ciclo.

Ed abbiamo visto come tali minimi possano effettivamente essere rag-
giunti, in modo indipendente dall’ordinamento degli n articoli, ad esempio
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(n. 24) regolando ’andamento del processo produttivo con Iartificio
dell’articolo fittizio a®, i cui tempi parziali di lavorazione a,; = d; (di cui
almeno uno nullo) sono in realtd gli unici tempi di inattivita delle mac-
chine a,. Con tale artificio I’eventuale tempo di inattivitd di ciascuna
delle m macchine a; viene portato all’inizio della lavorazione di ogni ciclo
(a2, a2, ..., a*) di articoli.

La circostanza che l’introduzione dell’articolo fittizio non aumenti
il tempo di efflusso, sta a significare la convenienza di impostare, contem-
poraneamente a quella degli »n articoli a*, a2, ..., a® anche la effettiva
produzione di un altro articolo (o gruppo di articoli) a°, con i tempi par-
ziali di lavorazione (minori od) uguali a quelli dell’articolo fittizio.

D’altra parte I’esame del grafico di Gantt dell’andamento della pro-
duzione regolata con lartificio dell’articolo fittizio (v. esempio alla fine
del n. 24) fa vedere come anche dopo la stabilizzazione permangano dei
tempi di attesa degli articoli diversi da quelli, minimi, derivanti neces-
sariamente (come vedremo fra poco) dalla differenza dei loro tempi totali
di lavorazione. Si pud percid ritenere che — in fase ¢) — sia possibile
profittare dell’ordinamento degli articoli effettivi solo per rendere minimsi
(il massimo o la somma dei quadrati di) tali tempi d’attesa.

27. Regolazione della produzione, con ripartizione dei tempi totali minimi
di inattivita delle macchine e di attesa degli articoli.

Si pud anche pensare che ogni articolo effettivo a’ sia (ad es.) preceduto
da un articolo fittizio, assegnando a questi n articoli fittizi 4/ dei tempi
parziali di lavorazione z,; positivi e tali che:

(27.1) Ly + Ty + oo + Ty = d; (t=1,2,..,m).

Cid equivale ad assegnare a ciascun articolo effettivo a’ un tempo
parziale fittizio di lavorazione:

(27.2) @iy = is + Gy,

tale che per ciascuna macchina a, sia sempre uguale a ¢ il tempo totale di
lavorazione di un ciclo di articoli:

Ay + o Fan=ay+ .. tant+d =2 +d;=t.
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Si vengono cosi a ripartire ¢ tempi totali minimi di inattivitd di ciascuna
delle m macchine all’inizio della lavorazione di ciascuno degli n articols,
ad ogni ripartizione siffatta corrispondendo una soluzione non negativa
del sistema (27.1). Si osservi che le incognite effettive sono al pit (m —
— 1) - n, giacché uno almeno dei numeri d, ¢ nullo.

Anche le somme degli elementi delle colonne della A’:

ay + ag; + .. + a:.i = u; G=12,..,n),

sono, come le v}, invarianti per una permutazione delle sue righe o delle
sue colonne, ed hanno significato operativo, giacché rappresentano i
tempt totali di lavorazione di ciascuno degli articoli a’. Sia:

% = Mmax u;, € = U — U (G =1,2..,n).
7

I numeri non negativi e¢; (uno almeno dei quali & nullo) sono la misura
dei tempi totali minimi di attesa di ciascuno a’ degli n articoli ¢). T chiaro

8) Si pensi, dualizzando ’analogia « idraulica » del n. 24, ad un fluido costituito
da una successione infinita di catene (a,, a,, ..., a,,) di macchine il cui avanza-
mento in una condotta sia ostacolato da una successione ordinata di # diaframmi
(at, ..., a™).

Assunta come unitd di misura della quantitd di fluido la catena (a,, ..., a,,)
di macchine, la velocitd media di attraversamento del diaframma a? & P'inverso
del tempo di attraversamento, ossia del tempo totale di lavorazione uj dell’arti-
colo a’ da parte delle m macchine della catena. Quello che interessa & la velocita
di efflusso del fluido dalla condotta (la velocita media di lavorazione) e questa non
pud essere superiore a quella minima di attraversamento dei diversi diaframmi.
Sieché il suo inverso non pud essere inferiore al massimo w dei tempi totali u}
di lavorazione, e le differenze e; = w — ) appaiono appunto come tempi totali
minimi d'attesa di ciascun articolo a; (attesa della lavorazione da parte della
catena di macchine).

I1 modello ora descritto non & del tutto adeguato alla descrizione del fenomeno
reale, potendo la velocitd di lavorazione essere ulteriormente diminuita (e quindi
i tempi minimi d’attesa aumentati) dalla circostanza che in realtd si dispone di
una sola catena di macchine e di una successione infinita di cieli di articoli. Cosi
ad esempio la macchina a; pud essere ancora impegnata nella lavorazione dell’ar-
ticolo a® di un ciclo, quando occorrerebbe (secondo il modello) che la macchina
a, della seconda catena (ossia in realtd la stessa macchina a,) iniziasse la lavora-
zione dell’articolo a! del ciclo successivo.

Cio porta anche ad escludere (come si pud riconoscere su esempi) che I'artificio
di una macchina fittizia a, possa sempre regolare I’andamento della produzione
rendendo minimi i tempi totali di attesa degli articoli e portandoli all’inizio della
lavorazione di ciascun articolo.
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che anch’essi restano determinati in modo indipendente dall’ordinamento
degli articoli.

Con riferimento a quanto detto sopra, oltre alle (27.1) si possono
imporre agli incrementi fittizi x,; dei tempi parziali di lavorazione a,;
le condizioni:

(27.3) i+ Xos - eee + Ly = € G =1,2,...,m).

Cio equivale a supporre che per ciascun articolo a’ sia sempre uguale
ad w il tempo fittizio totale di lavorazione da parte delle m macchine

(@1y eeny @)t
" n n 7 1 !
Qys + Qi F oo+ Qs = Q35+ oo+ Cpy; + €=Uy + 6 = U

In questo modo si vengono a ripartire anche i tempi totali minimi di
attesa di ciascun articolo all’inizio della sua lavorazione da parte di ciascuna
delle m macchine (non essendo perd escluso che i tempi totali effettivi
d’attesa risultino superiori ai minimi). Ogni ripartizione siffatta corrisponde
ad una soluzione non negativa del sistema (27.3). Anche qui, essendo
nulla almeno una delle e;, i valori delle incognite z,; da determinare sono
al piu m- (n — 1).

28. Condizioni di equilibrio occorrenti per la ripartizione suddetta. Esempio.

Ci si puo chiedere se esistano soluzioni z,; non negative del sistema
di tutte le equazioni (27.1), (27.3).

Si osservi I’analogia di questo sistema con quello che interviene nella
programmazione lineare, come condizione di ammissibilita nel « problema
dei trasporti». Le (27.1) assegnano i valori d, delle somme degli elementi
di ciascuna riga della matrice (z;;); quelle (27.3) assegnano invece i valori
¢; delle somme degli elementi di ciascuna colonna della stessa ().

Pertanto condizione necessaria e sufficiente affinché esistano soluzioni
simultanee non negative dei due sistemi (27.1), (27.3), ¢ che sia:

(28.1) d, +dy + ... +d, =€, + e+ ... + e,

ossia che la somma dei tempi totali minimi di inattivita delle m macchine
eguagli la somma dei tempi totali minimi di attesa degli » articoli.

14



210 E. Morgantini

Sulla matrice A’ si mettano in evidenza una riga (la i-esima) ed una
colonna (la j-esima) per le quali siano massime le somme degli elementi.
Sara, per quanto precede:

(28.2) t=v, u=nuj,

d, = v — v, r=1,2,..,m),
(28.3) Uy — U, = 6, (s=1,2,..,n),
Uy + oo + Uy F e Uy =0y + e F 0+ o+ o,

da cui, sommando le (28.3) membro a membro e tenendo conto delle (28.2),
8i ricava:

(28.4) not+dy At Fdyg=m-t+ 6 + ... +e,.
Per la (28.4), 1a (28.1) equivale alla:
(28.6) n-u=m-t.

Si osservi come la (28.1) o ’equivalente (28.5) possano interpretarsi
come condizioni di equilibrio della catena di produzione. La (28.5) vuole
infatti che siano uguali il tempo totale m - ¢ di produzione ed il tempo
totale n - w di lavorazione, di un ciclo di » articoli da parte delle m mac-
chine della catena.

Pertanto: solo se la catena di produzione & equilibrata, si pud regolare
I’andamento del processo produttivo indipendentemente dall’ordinamento
degli articoli ed in guisa che:

a) come col metodo dell’articolo fittizio, la velocitd di produzione
sia la massima possibile ed i tempi totali di inattivitd delle macchine
siano i minimi possibili;

ed inoltre:

b) i tempi totali di inattivitd delle macchine siano ripartiti all’inizio
della lavorazione di ciascun articolo e si possano considerare come tempi
parziali d’attesa degli articoli stessi, la cui somma, per ciascun articolo,
sia uguale al suo tempo totale minimo d’attesa e,.

La scelta della ripartizione e dell’ordinamento degli articoli si potranno
poi fare in modo da rendere minimi (i massimi, o la somma, o la somma
dei quadrati de) gli eventuali ulteriori tempi d’attesa degli articoli, ecce-
denti i minimi suddetti.
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EseMprio: Riprendiamo in esame l'esempio del n. 24, mettendo in evidenza
i numeri v}, 4j, dq, e;:

e =6 6 =375 eg =10 e, = 10 vy = 21
d, =11 1 2 5 1 v, =9
dy =0 3 7 6 4 v, =20 =1
dy = 10 5 1 4 0 v, = 10
uy = 21 U =9 Uy =10 u=wuy=15 u, =25

Si osservi che se le quantitd d; si interpretano come tempi di lavorazione di
un articolo fittizio a°, il suo tempo totale di lavorazione u, = 21 supera il massimo
u = ug = 15 dei tempi di lavorazione degli articoli effettivi.

Analogamente, se la quantitd e, si interpretano come tempi parziali di lavora-
zione di una »macchina fittizia » q,, il tempo v, = 21 del suo attraversamento da
parte di un ciclo di articoli effettivi a!, ..., a*) supera il massimo ¢ = v, = 20 dei
tempi di attraversamento delle macchine effettive.

D’altra parte la catena di produzione & equilibrata, essendo:

n-u=4-156=60=3-20=m-¢.
11 sistema delle (27.1), (27.3), dovendo essere:
By =Tgy =0 (i=1,2,3:j=123,4),

riguarda solo le 6 incognite x;; con ¢ # 2, j # 3 ed assegna le somme delle righe
e delle colonne della loro matrice, come ricordato dal seguente schema:

T3 L2 Tyg 11

Assumiamo ad esempio la soluzione:

4 1 6
(x45) = [ ] (t# 2,5+ 3),
2 4 4

cosicche la tabella dei tempi fittizi di lavorazione diviene:

441 142 5 6+ 1
4" = 3 7 6 4
542 1+4 4 0+ 4
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11 seguente grafico di Gantt fa vedere come, dopo un primo ciclo di assesta-

mento, ’andamento della produzione si stabilizzi:

I 4
X(X[X|X|4|

x|x|x|x|

M

}xxxxlxzz 3|3|3|31x 3(33/3x|

ay 1X2233|333XX 3 x| x|x|x|x|4|x[x|x]x[1]x]2|2|3
a, *111222222533333§A4441112222225333335444;1112222255[2333
ag 11211 **12)x]xix x| *{313]3{3 xx|x|x | 1| 1111 |1 x| 2 ||| 33|33 o cjoc | 11 1 1| L e 2}

Si noti come permangano dei tempi d’attesa (superiori ai minimi gia conglobati
nei tempi di lavorazione fittizi ed indicati nel grafico dai trattini posti nell’inter-
linea) per gli articoli a3, a* davanti alla macchina a, e per gli articoli a?, a? davanti
alla macchina a;.

I tempi di attesa degli articoli che in realtd aumentano il costo dell’impianto
e della lavorazione son quelli intercorrenti fra la fine della lavorazione su una mac-
china e l’inizio della lavorazione sulla successiva. Come risulta da questo esempio,
si possono diminuire i tempi d’attesa degli articoli tra la 12 e la 2 macchina e tra
la penultima e I'ultima, supponendo che per ciascun articolo il tempo parziale
fittizio di lavorazione x,; preceda quello effettivo a{, sulla 12 macchina ed invece
quello x,; segua quello effettivo ag; sull’ultima macchina.

L’esempio fa anche vedere come raggiungano il minimo (e siano conglobati
nei tempi fittizi di lavorazione) i tempi di inattivitd delle macchine.

Si potrebbe anche verificare come, scegliendo un’altra soluzione del sistema
delle (27.1), (27.3), possano cambiare i tempi d’attesa degli articoli.
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