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CARATTERIZZAZIONI DELLE
TRAOCCE SULLA FRONTIERA
RELATIVE AD ALCUNE CLASSI
DI FUNZIONI IN n VARIABILI

Nota (*) di Exivrio GAGLIARDO (a Genova)

Sia Q un insieme aperto limitato dello spazio euclideo ad
n dimensioni, e I' la sua frontiera.

Indicheremo con W,(LQ) la classe delle funzioni (=, , ..., #,)
definite in Q ed ivi dotate (in un senso che preciseremo) di
derivate prime sommabili con esponente p = 1.

Un problema che si presenta nello studio di questa classe
di funzioni consiste nel caratterizzare le funzioni, definite sulla
frontiera I' di Q, le quali sono tracce di funzioni di W,(Q).

A quanto mi risulta questo problema & stato finora risolto,
in pid modi, solamente per p =2 (cfr. N. Aronszajn [1],
L. N. Slobodetskij e V. M. Babich [3]?), G. Prodi [13]). Per
le tracce delle funzioni di W,(Q), con p > 1, sono state date
invece condizioni sufficienti e condizioni necessarie (C. Mi-
randa [9], S. M. Nikol'skij [11] [12]) ma non condizioni
necessarie e sufficienti. E pure noto che le tracce delle fun-
zioni di W,(Q), per ogni p = 1, risultano funzioni sommabili su
I' (G. Stampacchia [18]; cfr. anche G. Fichera [5]).

(*) Pervenuta in Redazione il 10 luglio 1957.
Indirizzo dell’A.: Istituto matematico, Universitda, Genova.
1) Nel lavoro di L. N. SLoBODETSK1J e V. M. BaBICH si trova anche
enunciata una analoga caratterizzazione per le tracce delle funzioni
dotate di derivate d’ordine arbitrario di quadrato sommabile.
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Nel presente lavoro do anzitutto una caratterizzazione delle
tracce delle funzioni di V,(L) che estende per ogni p >1 il
risultato noto di N. Aronszajn. L. N. Slobodetskij e V. M. Ba-
bich relativo alla classe W,(Q). Dimostro poi che la condizione
di sommabilitd su T, nel caso p =1, & non solo necessaria ma
anche sufficiente.

1. - Sia Q un insieme aperto limitato dello spazio euclideo
E, ad n dimensioni, tale che la sua frontiera I', nell’intornc
di ogni suo punto, ammetta, con una opportuna scelta del rife-
rimento, una rappresentazione cartesiana del tipo:

En=1(8, -, &)

dove v & lipschitziana e i punti di Q che si trovano nel detto
intorno soddisfano alla relazione: &, > y(&,, ..., &,,).

E allora possibile determinare in E, un numero finito di
domini R,, (k=1, .., K), in modo che ogni punto di I
risulti interno ad almeno uno di essi, e ciascun dominio R, sia
trasformabile nel rettangolo:

BR=30<z<1 (=1..,n—1), —1<z,<1}

con una trasformazione 7, biunivoca, uniformemente bilipschit-
ziana, in modo che le intersezioni di R; con Q e con I' :

Qx=92-R,
Sy, =T-R,
abbiamo per immagine, rispettivamente, i sottoinsiemi di R:
Q={0<2,<1,(i=1..,n—1), 0<2,<1}
S={0<2,;<1, (¢e=1,..., n—1), 2, =0}.
Indichiamo con A,(Q), p>1, la classe delle funziomi

u(z,, ..., #,) definite in Q ed ivi soddisfacenti alle seguenti
proprieta :

i) La funzione %, per quasi tutte le rette r parallele
all’asse z;, é assolutamente continua su ogni segmento chiuso
di r contenuto in Q, (=1, ..., n).

ii) Le derivate parziali prime della funzione u, che esi-
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stono (nel senso ordinario) quasi ovunque in Q, sono somma-
bili in Q con esponente p.

Cid posto indichiamo con W,(Q), p>1, lo spazio delle
funzioni u(e,, .., @,) definite in Q ed ivi coineidenti quasi
ovunque con funzioni della classe 4,(Q), intendendo di iden-
tificare due funzioni se esse sono eguali quasi ovunque. Le
derivate parziali prime di una funzione u € W,(Q) sono per
definizione quelle di una funzione v € A4,(Q) quasi ovunque
eguale ad u 32).

Una funzione u € W,(Q) risulta sommabile in Q con espo-
nente p,®); si pud allora assumere nello spazio W,(Q) la

norma :
2 1...» ou P >
(L1) l|“||W,40)=U|“|’dQ]p+ z [0”3% dgr, ‘.

2) Le derivate cosl definite coincidono con le derivate nel senso
di S. L. SosorLev ([15] p. 483). Cfr. anche la nozione di derivata nel
senso di L. Scawarrz [14]. L’ordine di idee in cui ci siamo posti &
invece quello di C. B. Morerey [10] e G. StaMmpaccHIA [17].

3)Una funzione u € W,(Q ), anche 1n ipotesi piu generali di quelle
fatte all'inizio per Il'insieme &, risulta anzi per p<n, sommabile
con espenente mp/(n-—p) sulle varietd sufficientemente regolari ad m
dimensioni, con n—p << m <<n; per p —n risulta sommabile con ogni
esponente sulle dette varietd; e per p > n coincide quasi ovungue con
una funzione continua. Cfr. S. L. SoBorev [15] e V. P. Ir'in [8].

4) La norma (1.1) & equivalente a ciascuna di quelle che si otten-
gono sostituendo al primo termine uno qualunque dei seguenti (cfr. 3)):

1 np
1=q= er p<n
[fisnas]s "—p P
a, g=1 per p=n

1 np—p
r 1=¢= per p{m
[[ieref o~
o g=1perp=n
dove 2, e I, sono arbitrarie porzioni di , I' (anche coincidenti con
2, I'), o anche, per p >n:

sup* | % sup® | »
O?I Iy l%)ll

('love sup* indica l'effettivo estremp superiore, e ciod I’estremo infe-
riore dei numeri superati solo su sottoinsiemi di misura nulla.
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E noto che una trasformazione biunivoca tra due insiemi E,
E’ esprimibile con funzioni uniformemente lipschitziane, con
Jacobiani uniformemente limitati, stabilisce una corrispon-
denza tra gli spazi W,(E), W, (E') con equivalenza per le
norme °).

Per assegnare una funzione ¢ su I' assegneremo K funzioni
(@5 ey Tuy)y, (k=1 ..., K), definite su S e soddisfacenti
naturalmente alle condizioni gxAZ}, ..., Th—y) = Pr (2!, o » Tm—a)
tutte le volte che i punti (21, ..., Zn_,), (2}, ..., Tw—,) hanno per
immagine, mediante T%', T+ rispettivamente, lo stesso pun-
todiI.

Indichiamo con L, (T'), p > 1, lo spazio delle funzioni ¢ defi-
nite su TI' ed ivi di potenza p-esima sommabile, ed assumiamo
in questo spazio la norma:

1
1...K
12 lol,m="5 | [1espas]
S

E noto come per una fanzione u € W,(Q), p> 1, si possa
parlare di «traccia» su I', essendo questa una funzione
@ €L,(I') definita o come limite (quasi ovanque) lungo un
opportuno sistema di assi uscenti dai punti di I' e pene-
tranti nell’interno di Q°¢) (limite calcolato dopo aver modi-
ficato i valori della funzione u# sau di un sottoinsieme di Q
avente misura nulla) o anche come risultato della trasfor-
mazione lineare continua tra W,(Q) e L,(I') coincidente con
Pordinario significato di valori al contorno se u & continua

5) E dunque la (1.1) non dipende in particolare dal sistema di
riferimento nel senso che due riferimenti diversi danno origine a
norme equivalenti.

6) Occorrerd precisamente che per ogni punto P di I' la porzione
di 2 contenuta in un opportuno intorno di P sia solcata univocamente
da questi assi, in modo tale che assumendo per essa come nuove COOr-
dinate dello spazio ambiente i parametri locali di ' e Dlascissa cur-
vilinea sugli assi del sistema considerato, le¢ formule di trasformazione
siano uniformemente bilipschitziane e a jacobiani limitati.
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in Q 4 I'. Cfr. C. B. Morrey [10], G. Stampacchia [17], [18],
J. Deny e J. L. Lions [4], G. Prodi [13] 7).

Volendo caratterizzare le funzioni ¢ che sono tracce di
funzioni u € W,(Q) saremo condotti a considerare il sotto-
spazio A,(T') di L,(T) costituito dalle funzioni ¢ che godono
ulteriormente della proprietd seguente:

I rapporti incrementali delle funzioni g¢,:

PalZ1y ey T+ Ry ., xhn—l) — Pal®1, .. “’"—1), §=1,..,n—1)

dove h varia in un intorno di h =0, risultano di potenza
p-esima sommabile nel complesso delle variabili @, , ..., ,—; , h.
Nello spazio A,(T') potremo assumere come norma:

i
1..K P
a3) lolam="5"}| [1epas|+
S

1
cPk(xl)'"’ x] + hr ceey x’:—l)— ?h(xli'"’ zn—l) pdS]P’ .

[
(8] =1{0<z<1 per i%j, 0<z,<1—h, (i=1,..., n—1), 2,=0}).
E evidente che le norme (1.2), (1.3) non dipendono sostan-

7) Si tenga conto della seguente osservazione:
Indicando con w una funzione della classe A,(Q) si ha:

1
| 8@, ey Bygs 0) P [ | #(@s o, @) [P it +

o

ox,,

i
+p [l U@y sy x,) P4 dzx,,
)

per quasi tutte le (n—1)-ple (21,.., Zx_1), e di qui, integrando
rispetto a «,,..,2,_, si ha, per la disuguaglianza di ScEwArz-HOLDER:

/lulPdSSf!uiPdQ+p[[|u|PdQ]?[/l%lde]i.
$ ¢ ¢ q
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zialmente dal numero e dalla scelta dei domini R, nel senso
che due scelte diverse danno origine a norme equivalenti. Per
quanto riguarda la (1.3) si pud anzi osservare che una qualun-
que norma di tale tipo e equivalente alla seguente:

— z | $(P1) — 9(Py) [P p ®
Ilcplli,,m—[rf lop!”dl‘] +[ BB dlpdlp,| ,

nella quale non intervengono le rappresentazioni locali di T
Sussiste, per p > 1, il seguente teorema:

[1.1I] - TeorEMA. Condizione necessaria e sufficiente perché
une funzione ¢ definita su I sia traccia di une funzione
u€W,(Q), p>1, ¢ che ¢ appartenga allo spazio A (T).

Pin precisamente, per ogni p > 1, tra la norma (1.1) di
una funzione u e la normae (1.3) della sua traccia ¢ su I' sussiste
la limitazione:

(1.4) e lla,m=<ellulwym, °

¢ viceversa assegnata su I' una funziome ¢ tale che la (1.3)
sia finita ¢ possibile costruire in Q wuna funzione w che am-

8) Per dimostrare l’equivalenza tra questa norma e la (1.3) basta
evidentemente osservare che sono equivalenti, per una funzione
o(&1,... @,_;) definita in S, le norme:

[

[/|¢p|pds + v [/-dh/’cl’(xn <y Xi+h,.. 9x;;—4) Q(Xgyeeey Typ—y )i dS]

i

4
p | @@y ooy Xy—g) — PYuy -9 Yn—1) |p
[ Sf leleas]+| SL X [ % (@, — g hyrn— as.as, |

come risulta da una elementare verifica.
La norma "q)]lA 41‘) si riduce, per p =2, a quella considerata da

N. Aronszasy [1].

?) In questo lavoro indicheremo con ¢;, ca, C;3,.. costanti dipen-
denti solo da p, » e dagli enti geometrici, ma non dalle funzioni u
e dalle loro tracce.

19
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mette ¢ come traccia e tale che:
(1.5) Il w0 < e |l @ llam-

In altre parole se indichiamo con Wp(Q) lo spazio otte-
nuto da W,(Q) identificando funzioni aventi la stessa traccia su
T', ed assumiamo in questo spazio la morma

” u "W;,(D) = il:f ” v+t “W,,(ﬂ)i v=0sul (v€ W’(Q))

si pud affermare che Voperaziome di traccia stabilisce una
equivalenza tra W5(Q) e A ('), per ogni p > 1.

Il teorema [1.I] vale, come si & detto, per ogni p > 1),
mentre per p — 1 sussiste il seguente:

[1.II] - TeoreEMa. Condizione necessaria e sufficiente per-
ché una funzione ¢ definita su I' sia traccia di una funzione
u €W, (Q) é che ¢ appartenga allo spazio L,(TI') delle funzions
sommabili su I'.

Si ha pii precisamente:

il-ﬁ) 1 lzam < es || % ||wya

e viceversa assegnata su I' una funzione ¢ sommabile é pos-
sibile costruire una funzione u € W_(Q) che ammette ¢ come
traccia e tale che:

(¢ %)) Il % |lwaey < €|l @ |l

In alire parole Voperazione di traccia stabilisce una equi-
valenza tra W (Q) (definito nelP’enunciato del teorema [1.I])
e L,(T).

2. - Diamo in questo numero la dimostrazione del teo-
rema [1.1].

La traccia sulla frontiera di una funzione u della classe
W,(Q) pud essere intesa nel senso puntuale gid richiamato al
n. 1, e cioé come limite, quasi ovanque, (dopo aver modifi-
cato i valori della funzione u# su di un insieme di misura

10) Dalle considerazioni che faremo nel n. 4 risulta che il teorema
[1.I] non vale per p—=1.
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nulla), lungo un opportuno sistema di assi penetranti nell’in-
terno del dominio ®). (Questi assi, localmente, possono essere
scelti tutti paralleli).

Nel corso della dimostrazione sottintenderemo sempre di
riferirci alla classe delle funzioni per cui esistono e sono
sommabili con Vesponente che occorre le derivate che seri-
veremo, intese nel senso esposto al n. 1, e sottintenderemo
sempre, mel fissare alcune variabilii di porei fuori di un
insieme di misura nulla **).

Per dimostrare il teorema [1.1] faremo costantemente uso
della seguente disuguaglianza di G. G. Hardy ([7] p. 240):

x

_1_ p [ wf(&)dE (p < e /PI flz) |? dz

b=}

b
2.1) [ dz !

che scriveremo anche nella forma:
b 1 b b
P
.2 [aa] 52 [ 1] <o [ 11011 0.

Queste disuguaglianze ci permettono intanto di stabilire
il seguente lemma:

[2.1] - LEMMA. Per una funzione di due variabili U(z, y)

11) Se invece la traccia & intesa come prolungamento della tra-
sformazione lineare continua che in ipotesi di regolaritd conduce alla
traccia ordinaria, basterad dimostrare le disuguaglianze (1.4) (1.5)
(1.6) (1.7) supponendo continue tutte le funzioni e le derivate che
in esse compaiono, e osservare poi che lo spazio delle funzioni continue
con le derivate di un dato ordine & denso in tutti gli spazi considerati.

12) La funzione f(z)= (#—a)—! (log (#—a))—2 mostra che una
limitazione di questo tipo non pud sussistere per p =1.
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definita nel triangolo T di vertici (0,0), (1,0), (1,1) si ha:

(2.3) f:ﬂ (Pf:‘:_f’(f) ? st < e, 0(’%27 »

dove O(t)=U(l, t) & la traccia di U sul lato =1y del
triangolo T.
Si ha infatti, con 0 <<t <1:

+ \‘;—'y] ") asay, o>1)

t 3
o) — )| _ 1 (|3 1) 1 [0, v)
t—n1 —t—‘t/ °z dx+t—1/ ldy
e quindi:
(2.4) l q’(ti P t_l_T [ aug; % x] +

+2~-1L%ff|ﬂ:y—-%l"

Consideriamo separatamente i due termini del secondo
membro: per il primo di essi, integrando rispetto a ¢ nel-
Pintervallo <t <1, si ha per la (2.1):

1 t 1
1 |l’ 19U (=, ':)r’
p_], —1
[dt[t 1:/ dz| <27 cs”—az dz

e integrando anche rispetto ad t nell’intervallo 0 <t <1:

@2.5) 99— f dr fdt [ ; 1 - /tl aU(;; ©) d:cr <

oU(z, y)|P
v [
T

Procedendo analogamente per Iultimo termine della (2.4),
integrando prima rispetto a t e poi rispetto a ¢ e ricorrendo

aU(z, )
oz




CARATTERIZZAZIONE DELLE TRACCE SULLA FRONTIERA, ECC. 293

alla (2.2) invece che alla (2.1), si ha:

oo e fafaf |

< 2P, { ’F
T

U, vy)
Sy y} S

4
dzdy.

Dalle (2.4), (2.5), (2.6) segue la (2.3),%).
Ci sard utile formulare la seguente immediata conseguenza
del lemma [2.1]:

[2.1I] - LeMMA. Per una funzione di duc variabili U(z, y)
definita nel quadrato I={0<q2 <1, 0 <y< 1}, 8 ha, detta
®(y) la sua traccia sul lato 2=0:

@7 [dh[ld)(y + ) — 0y P

==f[([%

dove Y,={0<y<1—h}

Siamo ora in grado di dimostrare che la condizione enun-
ciata nel teorema [1.I] & necessaria, e pilt precisamente sus-
siste la (1.4).

Per maggiorare il secondo membro della (1.3) con la (1.1)
riferiamoci ad un fissato valore di k, e consideriamo il cor-
rispondente dominio R, ed il rettangolo R su cui esso & rap-
presentato. La funzione u, considerata in @, pud essere pen-
sata definita in @, e la indicheremo allora con u;'*); essa

l 1 )d:cdx, ®>1

13) I1 primo membro della (2.3) si pud infatti anche scrivere:

didr .

o) — d(z) [P
20‘£[<ﬁ§ o

14) Si tenga presente che la trasformazione tra Q; e @ induce un
isomorfismo tra W,(Qi) e W,(Q).
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ammette come traccia su S la funzione ¢, che risulta eviden-
temente ?) di potenza p-esima sommabile.
Per il primo integrale a secondo membro della (1.3) si ha
evidentemente:
p—1
ou,

[1onlras< 1w 1»do+p[[|u.|w!7[ B ]
s Q . )

Ly |

i . w
<p+D[lnpag+o |3 " ag
Q
e quindi anche:

1
| [10s7 5] <erlla Iy < o 1 1w,
S

Per maggiorare analogamente gli altri termini a secondo
membro della (1.3) bastera solcare il cubo @ con piani (a
due dimensioni) paralleli agli assi z; e ¢, , applicare sul gene-
rico di essi la (2.7) assumendo: ¢==z,, y=a;, U=wu, e
infine integrare rispetto alle rimanenti n — 2 variabili.

Resta da dimostrare che la condizione enunciata nel teo-
rema [1.I] & anche sufficiente, e sussiste la (1.5).

A tale scopo teniamo presente la seguente osservazione
contenuta nei risultati di C. B. Morrey [10]:

[2.III] - LeMMmA. Per una funzione di una variabile f(x)
definita nellintervallo I={0< << 1} si ha:

o+h -
28) 3] feue] az < [ fr1e aa,
I, = I

In={0<z<1—hl, 0<h<1, p>1).

11 primo membro, moltplicato per h, si maggiora infatti con
Pintegrale della funzione F'(z, y) = | f(@ 4 y) |? esteso al rettan-
golo {(0<z<1—h, 0<y<h}, mentre il secondo membro,
pure moltiplicato per h, risulta eguale all’integrale della stessa
funzione F' (2, y) esteso al parallelogrammo (0 < y<h, —y =<
< <1—y) che contiene il rettangolo ora considerato.
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Per costruire una funzione u € W,(Q) che assume una
traccia assegnata 9 € A (I') e verifica la (1.5), & sufficiente,
in base ad un noto procedimento '®), risolvere questo proble-
ma localmente, ossia in ciascun ., e quindi anche con
Q, S in luogo di Q, I'. Ci permetteremo anzi, assegnata una
traccia ¢ su S, di costruire una funzione # non in tutto
@ ma solo nella piramide II che proietta S dal vertice
r,=..—=g, =0, #,=1; & infatti evidente che anche le
immagini di II 4 (R —- Q) nei domini R, costituiscono un insieme
di domini tali che ogni punto di I' risulta interno ad almeno
uno di essi, ed & quindi ancora applicabile il procedimento
richiamato.

La funzione u che vogliamo definire nella piramide

D={0<2<1—2y, t=1,.., n—1), 0 <z <1}

¢ la seguente:
Xy4+Tn ?’n—r"xn

@9) wor, s 1) = [ B [ 9, s B, )
x,

”
x, Ln—y

E evidente che questa funzione assume su S la traccia .
Resta da dimostrare che « soddisfa in II ad una limitazione

15) Siano p;, (k=1,.., K), funzioni definite in Q;, appartenenti
a Wy(Q;), e che assumono come traccia su §; i valori della funzione
assegnata ¢ su [I'. Indichiamo con R, un insieme aperto la cui chiusura
sia contenuta in Q e tale che gli insiemi Ry, R;,.., Rg costituiscano
una copertura di . Consideriamo un sistema di K 41 funzioni con-
tinue con le derivate prime: «,(&), «,(2),..,ax(x), tali che sia:

0..K
o, (£)=0, il supporto di «; sia contenuto in R;, e sia I o)) =1
k

per # € . Prolunghiamo poi la definizione delle funzioni %, a tutto

lo spazio con valori nulli e poniamo #,= 0. La funzione u = b o (@) up (2)
k

€ la funzione cercata (Cfr. [13], p. 41).

16) Questo integrale si potrebbe chiamare una « schematizzazione »
del classico integrale di Poisson relativo al problema di Dirichlet
ael semispazio. E allora naturale presumere (cfr. le osservazioni
che faremo al n. 4) che questo procedimento non sia applicabile

per p =1, come di fatti avviene poiché la (2.2), di cui faremo uso,
vale solo per p > 1
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del tipo (1.5), e ciod, nel caso attuale:
‘ 1.8 ("1 9 » )
(2.10) /|u|ﬂdc)+2? /l%'doéco“lcpl"d8+
n ‘n * S
Pas!
dS’

i
1"'3_1 /' [ ¢(z1’ eee 9y xj + h, . Py :C”_l) -_— @(xl, ceey z”_l)
+3 dh -

[] th
dove 8;* & stato definito nella (1.3).
Per dimostrare la (2.10) & evidentemente sufficiente *7)

stabilire la:
leats [° P
(2.11) 3 / g}_;; 40 <
‘n
1
Scml"g“—l/dh/ 1y ..., z; ~+ hy.ee, :n-d) — YTy oee s Tn—a) Pd,S

T Sjh
Consideriamo a tale scopo le derivate prime della fun-

zione (2.9).

Derivando la funzione « rispetto ad una delle prime n —1
variabili si ottiene:
T4+ {B.'_,+x.. ity Ty
[

ou 1
(2.12) E—;F[ dg, ...
Ly Li—y Lity
oo+ Ena)]dEn—s

Ln—y+%4
’ gn—l) i (P(Ely cee T

[;(&1’ ere y T; + xn, .re
, n—1).

Ln—y
t=1,..
Per ottenere invece la derivata di w rispetto alla variabile

17) L’integrale _/’ |uip @Q, (dove u & la funzione (2.9)), applicando
n

per ogni fissato z, la (2.8), si maggiora evidentemente con l'integrale

[19vas.
S
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¢, conviene valersi del cambiamento di variabili:

i — T .
ni=g_;”—"‘: (2=1>-"’”—'1)

e si ha:

5 Ly +Ln  Ln—y+Tn g

' w L.p—1 1 i a(P( 1y seey En—l)

i T | E - i .

@18 o= ; x;/ = [ € — =) 3 s
x, Ln—y

Dalla (2.12) segue:

X4+ n Liy+Ln Xity+ Tn
Ju 1 1 / 1 [
=] e Eeg] e
w‘ Li—y xia-‘
Tn—y+Tn
1 1P s Bit-Tns ey Ene)—P(E1y - Tivery Eua)| dE
eee x” zn , ”—1-
Tn—y

(t=1,.., n—1)

e di qui, applicando n—2 volte successivamente la (2.8):

A

cu

ag<
3, | €=

(2.14) /
n

1
i — P
<en /dh[ &1y ..., Ti+ A, ..., -';!nll)_ Ty, ey Ty—a) 48,
(] S;h
(’l:=1)"', n_l).

. . ou .. . .
Per maggiorare analogamente la derivata . riferiamoci
n

ad un solo dei termini della sommatoria (2.13), e sia per
fissare le idee il termine con j=1. Si ha allora, indicando con

il valore assoluto del termine preso in considerazione :
i

3z
Lo+ Xn
ou 17
—;’ dgz ..
Ty
&3

(2.15) |32,

1
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Xu—y+x,, X4+,

dg,,_l[ € —ay P s Sat) e |

I3
Ln—y x,
La+2y, Lp—1 Ty T4+
= % / diz.../ dEp_y / @ + Zn, Ez2yoees Em—a) —
n
X Ly—y 2

Loty

| 1
- CP(EM eeey E”—l)]dgl | S:'c—” [ dEz

Lp—y+, XX,

1 1 P(z1+Tu, E2yeees En—l)—q)(gl yeoey En—-l)
0-0;;/ dEﬂ—la[ z, + Ty — El

dg,.

Lp—y Xy

Importa ora osservare che, in conseguenza della maggio-
razione (2.2) si ha:

»
dEl] dzy...dz,

x,+,
(2.16) /[l [ | _q;(wl'l"zm Zayeery Tne1)—P(E1y Z2yeeey Tnoa)
o Tn | z,+ 2w — &
H X

P

dz, ...dzr,

Sclz[ I 2y + Tu, T2, .., x;._,) — f(®yy o0y Ty—y)
"
H

dove H & il prisma:

‘ogxlg—x,.
g=)052:<1
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Si tratta allora di provare la disuguaglianza:

y

|
Yy—o

%y

CP(?/, xz, eeey zn—l)—'¢(517 T2y eeey xn—l)

114
y— El - d&l dxl...dx,._ldyg

[

!

y—7 Ty ... AZy_1dy
1

—_— P
Scu/ |¢(y! ‘,1'21 sy xﬂ-—l) ?(xlv ecey xn-l) d )
H

dove H' & il prisma:

Hl

]

Ora cid risulta evidente intersecando H' con rette paral-
lele all’asse #, e applicando sulla generica di esse la (2.2).

In base alla (2.16), e applicando ancora la (2.8), si ottiene
dalla (2.15):

I

Procedendo analogamente per gli altri termini della som-
matoria a secondo membro della (2.13), e tenendo presente
la (2.14) si ottiene la (2.11).

I1 teorema [1.I] & cosi completamente dimostrato.

du
0%y

'P(f1+ h, z,,..., fcn’:x)—fp(xn ey Tn—a) ‘PdS.

1
. S
dQ<ci / dh /
t hk

[}
i

3. - La parte diretta del teorema [1.II], e cioé¢ la maggio-
razione (1.6), ¢ immediata 7).

La dimostrazione della parte inversa, e cioé della (1.7) si
ottiene nel modo seguente:

Come gia si & fatto nel n. precedente ci riferiamo al cubo

Q=10<%<1, (¢i=1,..,n—1), 0<1, <1},
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e supponiamo assegnata sulla sua faccia
S={0<<1,6t=1...,n—1), 2z, =0}

la funzione sommabile ¢(@,, ..., &,_,).

Sia {¢,(#,, ..., #,—;)} una successione di funzioni, regolari
a piacere, definite su S, convergenti in media del primo
ordine, e quasi ovunque, alla funzione ¢. Da uwna qualunque
giffatta successione & evidentemente possibile estrarre una suc-
cessione parziale, che indicheremo ancora con {¢,}, tale che

la serie
0..00 |

2 fl%—%aldﬂ
S

risulti convergente, ed anzi (sopprimendo un numero finito di
termini) la sua somma risulti arbitrariamente piccola; se perd
si richiede, come noi vogliamo, che la prima funzione sia iden-
ticamente nulla:

Po(Tsy vy Tu_y) =0
si potra al pil imporre una limitazione del tip-:
0...2C , .
@3.1) 3 [ 7 s |05 <ou [ 19108, (o> D).
v s S

Ci0 posto indichiamo con {¢,}, (v=90, 1, ..), una suc
cessione decrescente infinitesima di numeri compresi tra 0
e 1, e consideriamo la funzione u(®,, ..., &,) lineare a tratti
rispetto a z cosl definita in Q:

U(ZLyy ooy Zu) =0 per $(,<z,<1;

Uy, ooy Tn—zy B) = Py(Tryerey Toma)y, (v =0, 1,..);
ULy y ooy Tmezy Myys + A — A)E) = APyia(Zy, ooy, Typa) +
+ @ = X)P@1s wer s Tu—a)y
0<i<1v=0, 1,..)

Vogliamo dimostrare che, con una opportuna scelta della
successione {t,}, 1a funzione % cosi costruita risolve il problema.
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E intanto evidente che la funzione » ammette su S come
traccia la funzione assegnata ¢ (come limite su quasi tutte
le rette parallele all’asse x,).

887“, che esiste salvo al
n

pitt per i valori #,=1%,, (v=0, 1, ..), soddisfa per la (3.1)
alla limitazione:
¢

indipendentemente dalle svccessione {1,}.

E pure evidente che la derivata

ou ! [l
az‘ldQﬁcws lo|ds.

Si tratta ora di stabilire, con una opportuna scelta della
successione {1, }, analoghe limitazioni per tutte le altre derivate.

A tale scopo osserviamo che in ogni rettangolo:
Qv = 3 OSxiSI, (": 1)'"9 ”_1)) tv+1§_xn_§tv f
la funzione u & regolare (quanto le funzioni ¢,, ¢,,,), e dunque
esiste finito l'integrale
le.8—1

3
i

ou
8;‘;dQ.

O

Esso anzi dipende unicamente dalle funzioni ¢,, ¢,,., e dalla
differenza ¢, — f,,, e tende a zero con questa; ma d’altra
parte le differenze ¢, — f,,, si possono scegliere arbitraria-
mente piccole, precisando cosi la successione {#,} in modo che
la serie

0...0C0 leett—1
3 2

i

ou

3z

aQ

v

risulti convergente verso un numero fissato a piacere.

Le derivate della funzione u sono dunque sommabili non
solo in ogni @, ma in tutto @; si pudé dunque affermare che
la funzione » che abbiamo costruito in @ & assolutamente con-
tinua rispetto alle variabili separatamente ed ha derivate prime
sommabili in @. Essa soddisfa inoltre ad una limitazione del
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tipo:
1.4 ) " l
/ ::' é—:&‘de_OmIICPldS, (c16 > 1)
Q S
e quindi anche, evidentemente %), alla limitazione:
L. Jy
[(lul'i‘z 3z )dQ_<_017[|cPld’S, (11 = 2¢:6 + 1).
4 hdat 2
Q S ~

Anche il teorema [1.II] & cosi dimostrato.

4. - Concludiamo con alcune osservazioni complementari. Va
notato, per meglio chiarire la differenza tra il teorema
[1.I] valido per p > 1 e il teorema [1.II] valido per p=1,
che la condizione di appartenere allo spazio A,T').é effettiva-
mente pin resirittiva, per ogni p >> 1, della condizione di ap-
partenere a L,(I'), come risulta da semplici esempi. Si con-

gideri ad es. 1a funzione sommabile ¢(z) =

Pz 4+ h) — 9(z)
h
variabili @, h, non sono sommabili.

Dal confronto col teorema [1.II] risulta allora che il
teorema [1.I] non vale per p=1.

Osserviamo ancora che una successione {¢} di funzioni
(definite su T') aventi la norma (1.3) equilimitata & compatta,
per un teorema dimostrato in un precedente lavoro [6] *?),

porti incrementali

, come funzioni delle due

18) QOsservando che:

dm‘ .. dx”

|u|d:c1...dxn_,5f|u|da:‘...da:n_‘ +j :aa:"
S(z,) 5 Q

SE)=|0=a;<1, =1,.., n—1), x, =3, })
e integrando rispetto a Z, in 0=z, <1

19) Riportiamo l'enunciato del teorema di compattezza stabilito
“in [6] nella forma che qui interessa:
Una successione | f,(x,,..., ¢,) | di funzioni definite in [ =|0<
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rispetto alla convergenza relativa alla norma (1.2). In altre
parole Pimmersione dello spazio A,T) mnello spazio L,(I'),
per ogni p > 1, é completamente continua.

Per p > 1 cid si pud anche dimostrare una volta stabilito
il teorema [1.1]. Dasta infatti costruire le funzioni u(
che ammettono come tracce ¢’ in modo che le norme
I u® 5|Wp(0) risultino equilimitate (per le ipotesi fatte sulla
successione {¢.<} e per il teorema [1.I]), indi, per un noto
teorema di C. B. Morrey [10] estrarre dalla successione
{4 { una successione, che indicheremo ancora con {u(*) }, conver-
gente in Q in media di ordine p, e infine applicare alle
differenze «® — ‘¥ la disuguaglianza:

||¢”£,,(l‘)$0ml|“llf:p<ﬂ)+cxo |i“||’l’;(ltl>||“||W,,(0), (efr. ).

A proposito del teorema [1.II] va notato che, a diffe-
renza di quanto avviene per la (1.5) mel caso p=2, la (1.7)
non pud essere stabilita cercando la funzione u, che assume
una traccia assegnata ¢, nella classe delle funzioni armoniche:
basta infatti considerare la successione di funzioni armoniche:

z -|-}

v

W, Y) =

(243)+v

nel rettangolo {0 <z <1, —1 <y < 1}, per la quale I'integrale

a secondo membro della (1.7) resta limitato mentre il primo
membro diverge per v — oo,

Vogliamo ora dedurre dal teorema [1.II] una ecaratteriz-

zazione per le tracce delle funzioni assolutamente continue

secondo L. ToNBLLI.

=x;<1, i=1,.., n)| tali che:

1
”fdh | fl@ys - s a:j+h,...;'x,) — @y gy XTy) |P aI<c

1...
flfvl’dISC, z
I e i
(Ijp={0=<ax;<<1 per i}j, 0<zx;<1—h, (i=1,.., %)}, p=1, ¢ costante

é compaita in 1 n’speuo'alla convergenza in media di ordine p.
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Una funzione u(z,, .., #,) & assolutamente continua se-
condo Tonelli in un insieme I se essa appartiene alla classe
A,(I), (vedi n. 1), ed & inoltre continua in I.

Sussiste allora il seguente teorema :

[4.I] Condizione necessaria e sufficiente perché una fun-
zione ¢ definita su I' sia traccia di una funzione assoluta-
mente continua secondo Tonelli nell'insieme aperto Q [in
Q4 T'] é che ¢ sia sommabile [continua].

Per ottenere questo risultato basterd ripetere la dimostra-
zione svolta al n. 3 osservando che, in ogni caso, le funzioni ¢,
possono essere supposte continue (e allora la funzione u che
si viene a costruire risulta continua nell’interno di Q), e
inoltre, se ¢ & continua, la successione {¢,} si pud supporre
uniformemente convergente (e allora la funzione u risulta con-
tinua anche nei punti di T').
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