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@-PSEUDOGRUPPI
COMPLEMENTARIZZABILI

Memoria (*) di DoMENIco BoccionNt (a Padova)

Nella prima parte di questa memoria viene dimostrato un
teorema d’immersione (enunciato nel n.e 2) per un @-pseudo-
gruppo (sinistro) @, cioé (n.e 1) per uno pseudogruppo G
dotato di uno pseudogruppo @ di operatori aventi le proprieta
consuete. Gli pseudogruppi @ e G non sono necessariamente
commutativi.

Nell’ipotesi che @ e G contengano rispettivamente un sot-
to-pseudogruppo II e un sotto-Q-pseudogruppo I', costituiti
da elementi semplificabili e soddisfacenti ad un ulteriore,
opportuna restrizione, questo teorema del n.c 2 di una condi-
zione necessaria e sufficiente affinché di G esista un sopra
-Q-pseudogruppo 9§, dotato di zero, nel quale ogni elemento
di ' abbia opposto e Vequazione oE—=2E& (€ I, § € Q)
un’unica soluzione, ed ogni elemento § del quale risolva una
equazione del tipo aE—=wu—1, con a €I, u €@, 7 €T. Questo
sopra-Q-pseudogruppo & di G, ove esista, rimane individuato
da G, II e I' a meno di isomorfismi.

Detto N il semigruppo moltiplicativo dei numeri naturali,
se, ad es., si assume (n.e 15) =@ =G =T=N e come legge
di composizione esterna (moltiplicazione fra @ e G) Pordina-
ria operazione di elevamento a potenza in N con esponente
naturale, § non & altro (a meno di isomorfismi) che il gruppo
moltiplicativo degli ordinari numeri reali positivi del tipo

(*) Pervenuta in Redazione il 16 luglio 1956.
Indirizzo dell’A.: Seminario matematico, Universita, Padova.
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{/;;7; (@, %, © numeri naturali). Di questo gruppo & (che &
un'estensione propria del gruppo dei quozienti di N), con la
costruzione adottata nella dimostrazione del teor. del mn. 2,
si ottiene una definizione diretta molto semplice (che pre-
senta ogni numero reale di quel tipo come una classe di terne
ordinate di numeri naturali).

Il teorema del ne° 2 si rivela di una notevole generalita,
in quanto da esso discendono (come si mostra nella seconda
parte della memoria), quali conseguenze molto semplici o
addirittura immediate, numerosi altri teoremi d’immersione
(corollari 1-14), alcuni gid ottenuti da altri Autori e da chi
serive con dimostrazioni dirette di tipo diverso. Citeremo fra
questi una generalizzazione (n.© 12, coroll. 12), dovuta ad
Asano, di un ormai classico risultato di Ore ([9]?)) sulPim-
mersione di un anello (non necessariamente commutativo)
in un corpo dei quozienti, un teorema (mn.° 11, coroll. 11’),
dimostrato da Murata, sull’immersione di uno pseudogruppo
(non necessariamente commutativo) in uno pseudogruppo dei
quozienti, e (n.° 10, coroll. 8, p.to 7', relativo ad un @-modulo)
un altro risultato di Asano, riguardante un problema d’im-
mersione per un modulo dotato di un anello (non necessaria-
mente commutativo) di operatori, che generalizza un noto teo-
rema (cfr. [3], p. 189, 2¢ capov.) sulla « chiusura razionale »
di un gruppo commutativo. Anche i classici teoremi sull’im-
mergibilitd di un dominio d’integritd in un corpo e di un
semigruppo commutativo in un gruppo sono facili conseguenze
del teorema del n.° 2.

Richiamo infine ’attenzione sul concetto (introdotto nel
ne 1) di «Q-pseudogruppo complementare destro (Q-p.c.d.)
di ¢ rispetto a II. I'», ove Q denota lo pseudogruppo dei
quozienti a sinistra di @ rispetto a II, (si veda, inoltre, il
n.o 14). Esso non & altro che un &-pseudogruppo sinistro S,
estensione di @, dotato di zero, nel quale ogni elemento di I
possiede opposto, ed ogni elemento & del quale & rappresen-
tabile nella forma E—=a'(u—=), con a€Il, v €@, 1€I'. Se

1) I numeri fra parentesi quadre rimandano alla bibliografia alla
fine della memoria.
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questa estensione § di G (che & individuata da G, II e T
a meno di isomorfismi) esiste, si pud dire (n.° 1) che «G &
complementarizzabile a destra rispetto a II, I's. Se, in par-
ticolare, (n.° 15) Q e G sono rispettivamente lo pseudogruppo
moltiplicativo e il semigruppo additivo di un semianello ([2],
ne° 1) S, il &-ped. di G rispetto a II(I'=@G) non & altro
(a meno di isomorfismi) che l’anello complementare sinistro
di & rispetto a II ([2], n.° 2). Questo concetto permette di
presentare il teorema del n.° 2 sotto forma di una propor-
zione equivalente (n.° 11), enunciata nel n.° 1.

1. - Sjano Q e (¢ due pseudogruppi ([2]. n.o 1). il primo
moltiplicativo e il secondo additivo. (entrambi non necessa-
riamente commutativi).

Supponiamo che G sia un Q-pseudogruppo sinistro, cioé
(ctr. [3]. n. 1) che sia definito un prodotto au (@ € Q, u € )
tale che xi abbia sempre:

I) aued,
II) ae(u + w,)) =au + au,
ITT) a(a,u) = (aa,)u.

Ogni sottinsieme H di G che sia a sua volta un @-pseu-
dogruppo sinistro (rispetto alle stesse operazioni di addizione
e moltiplicazione definite risp. in G e fra Q e @) si dird un
sotto-Q-pseudogruppo di G. (e G si dird un sopra-Q-pseudo-
gruppo di H). Ogni tale sottinsieme & dunque additivamente
chiuxo ¢ contiene tutti i multipli ax (@ € Q) di ciascun suo
elemento +.

Dello pseudogruppo @ sia II un sotto-pseudogruppo costi-
tuito da elementi semplificabili in @ ([2], n.° 1), (ammesxo
naturalmente che tali elementi vi siano), ed esista uno pseu-
dogruppo Q dei quozienti a sinistra di Q rispetto a II, (ciod
un sopra-pseudogruppo @ di Q, dotato di elemento unitd, nel
quale ogni elemento o di II possiede reciproco o', ed ogni
elemento .lel quale & rappresentabile nella forma a—'b con
a €I, b€ Q). Quindi (poich¢ bz €& implica ba—'=a,—b,)
é soddisfatta la condizione:

A) Dati comunque b € Q, « €Il esistono o, €I, b, €Q tali
che z,0=h",a.
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Supponiamo inoltre che nel Q-pseudogruppo sinistro G vi sia
un sotto-Q-pseudogruppo I' costituito da elementi semplifica-
bili (rispetto all’addizione) in G e soddisfacente alla condi-
zione: .

B) Dati comunque #€@G, 1 €T, esistono 7, €T, u, € G tali
che u+ 5, =74 u,.

Diremo allora che un Q-pseudogruppo sinistro G, esten-
sione del Q-pseudogruppo sinistro G, & un Q-pseudogruppo
complementare destro (Q-p.c.d.) di G rispetto a II. T se esso
soddisfa alle tre condizioni seguenti (efr. [2], n.° 1, 3° capov.):

i) I1 sopra-pseudogruppo (additivo) ¢ di G & dotato ai
zero 0;

ii) Ogni elemento t di I' possiede opposto — <t in §;

iii) Ogni elemento & di § & rappresentabile nella forma
E=a'(u—=x), con €I, €@, €T,

Se una tale estensione § esiste, G si dird complementa-
rizzabile o destra rispetto o II, I'. Si osservi che dalle i), ii)
segue subito (cfr. [2], n.° 2) che, se lo pseudogruppo G ¢& do-
tato di zero 0, si ha 0=0.

Se in particolare I' coincide con G, § si dird un Q-pseu-
dogruppo complementare destro (Q-p.c.d.) di @ rispetto a II.
Se, pil in particolare ancora, I'—=@G ed inoltre II coincide
con linsieme degli elementi semplificabili in @, ¢ si dird un
Q-p.cd. di G. Nel primo caso, se § esiste, G si dird comple-
mentarizzabile a destra rispetto a II; nel secondo, complemen-
tarizzabile a destra.

Piu avanti (n.° 8) dimostreremo, come prima facile conse-
guenza di un teorema enunciato nel successivo n.° 2, il seguente

CoroLLARIO 1: Siano soddisfatte tutte le ipotesi del teor,
del n.° 2, con Punica variante di supporre V« esistenza di uno
pseudogruppo Q dei quozienti a sinistra di Q rispetto a I »
invece della «validita della condizione A)». Allora, affincheé
G sia complementarizzabile a destra rispetto a II, ', ¢ neces-
sario e sufficiente che sia soddisfattia la condizione segwente:

C) Do au=—oau, («€Ill, u, u, € Q) segue sempre u—u,.
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Se esiste un Q-pseudogruppo complementare destro § di G
rispetto a II, T, esso é univocamente determinato da G, I, I,
a meno di isomorfismi.

~

2. - Dimostreremo ora (n.! 2-7) il seguente

TeorEMA: Di uno pseudogruppo (moltiplicativo) @ sia II
un sotto-pseudogruppo costituito da elementi semplificabili
in Q, e valga la condizione A). Sia inoltre G un Q-pseudo-
gruppo sinistro, di cui sia I' un sotto-Q-pseudogruppo costi-
tuito da elementi semplificabili (rispetto all’addizione) in G
e soddisfacente alla condizione B). In queste ipotesi, la condi-
zione C) é mecessaria e sufficiente affinché di G esista un
sopra-Q-pseudogruppo G soddisfacente alle due condizioni i),
ii) ed inolire alle due seguenti:

j) I’equazione mnellincognita &

(1) eE=§, («€1I, & €9)

ammette sempre una e una sola soluzionc in G ;

jj) Ogni elemento & di G ¢ la soluzione di un’equazione
del tipo (1), con &, —=u—1 (w€G, 1€T).

Questo sopra-Q-pseudogruppo & di G, ove esista, ¢ univo-
camente determinato da G, II, I' a meno di isomorfismi.

La necessita della condizione C) & un’immediata conse-
guenza della validitd della j) (unicitd della soluzione).

Osserveremo che, (se son soddisfatte le ipotesi del teor.
ora enunciato e) se esiste un sopra-Q-pseudogruppo & di @
soddisfacente alle quattro condizioni i), ii), j), jj), in € si ha
sempre (si ricordi — n° 1 — che 1€ implica «t €T per
ogni a €Q):

a(u—t)=au—ar (a€Q, u€Q, €

(infatti — v. i), ii) — per la II) del n.° 1 si ha a(u—71) 4
+aear=a(u—r+1)=a(u+ 0)=au). Ne segue (ponendo
w=r1) che, in G,

a0 =0 (e €Q),

e inoltre (ponendo v, 2t risp. al posto di u, 7):

a(—r1)=—ar (a€Q, €.
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Osserveremo ancora che gli elementi di § della forma u—=
(8 €G. z€1T') costituiscono. in virtu della condizione B), uno
pseudogruppo D delle ‘differenze a destra dello pseudogruppo
(additivo) G rispetto al suo sotto-pseudogruppo I' (cioé un
sopra-pseudogruppo 9 di (. dotato di zero, nel quale ogni
elemento + di ' ammette opposto — 7, ed ogni elemento del
quale é& rappresentabile nella forma #—=< con ¥ €@, € I).
E infatti (v, v, €6, . 7, €1'"): u=(u471)—=1, 0=1t—r,
—t=57—21. (u—)+(y,—)=u+ (W—71)—r,=u+
4w — (1, +17)ED, dove €l ., u' €G (certo esistenti, per
la B)) son tali che u, + <" =<4«

Dimostriamo adesso un lemma. che ¢i sara utlle in seguito,
sfruttando la seguente osservazione.

XNelle ipotesi del teorema di questo n.°, le eguaglianze 1+v =
=, 4+rn=s5 n+r=u+v,, t+0v=v4+v( 1 1 €1,
u, u,. v, r,, ', ', €G) implicano sempre u - v =u, 4+ v,.
E infatti, posto = 4 ' =, . esistono (per la condiz. B)) «', € G.
d€Tl tmli che w4 =0c-+uy; quindi 14+ +d =1+
+ov+uy. 7,4+ =% +0v,+4,. donde (dopo aver
semplificato risp. per <. 1) w0 4d=(u4v)+u,=
=(u,+0v)+wy=u +1v,+¢, da cui appunto (semplifi-
cando per 7') w4+ v'=u, +¢',.

Leaya: Nelle ipotesi del teorema di questo n.°, la condi-

zione C) del n.° 1 é equivalente alla seguente:
C') Le eguaglianze

(2) at + v =art, + v, =¢,
(2) au +v=oau, + v, ,
(3) T+ =1+,

dove 2 €1, u, u,, v, v,, v, v, €G, g, 7, 7, €T, implicano sem-
pre
3) ' u-++ov=u, + v

Dimostrazione: Se vale la C), poiché (per Tosservazione
precedente) le (2), (2') e la a(t +v)=a(s, + v,') (dedotta

dalla (3)) implicano a(u + ¢') = a(u, + v,’), da cui segue (per
la C)) la (&), vale appunto la C'). Viceversa, se vale la C')
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e se aw=aw, («a€Il, &, 1, €G), detto = un qualsiasi ele-
mento di ', le eguaglianze (2), (2'), (3) sono evidentemente
vere ove si assuma T, —=v=v,=¢ =v,/ =1 oc=ar} 7,
wu=—1w -+, w,=w,+ %, quindi (per la C')) & vera pure la
relativa (3'), cioé w + 2t =w, + 2%, donde (semplificando per
2t) w=w,; dunque vale appunto la C).

3. - Per completare la dimostrazione della prima parte
(relativa all’esistenza di ) del teorema enunciato nel n.°
preced.. supponiamo soddisfatta la condizione C) del ne 1
(e quindi anche — v. lemma — la C') del n.o preced.), e
proponiamoci di costruire un sopra-Q-pseudogruppo  del dato
Q-pseudogruppo sinistro G, che soddisfi alle quattro con-
dizioni i), ii), j), ji). ‘

Consideriamo percid linsieme G delle terne ordinate (z,
u. 7), con 2€Il, wu€@, t€I', e poniamo

(4) (o, u, 7)o (@, Uy, Ty)

se esistono sei elementi », r, €Q, 3€Il, r. r,€G. s €I tali
che

(5) , ra=r,a, =0,
(6) T+ v=r, + v, =g,
(6") e+ v=ru, +r7,.

Ci servira ora il seguente

LEMMA : Nelle ipotesi del teorema del n.° 2, s¢ é soddisfatta
la condiz. C) del n.o 1, le equaglianze (5), (6), (6') e le due
seguenti:

(7) re=r'a,,
(8) r't4 v =nr't, + 0,

o ’ . . ’
dove v, ry, 1, r/€Q, a a, BEI, u, u,, v. v,, v, v, €G,
7 7, c €', implicano

(8) ru 4 v =r/u, + v,/ .

Dimostrazione: Posto ra=—r'a, —=Db', se g€Q. Y€l son
tali che (cond. A) del n.» 1) gf=1xb", da questa e dalle (5),
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(7) segue gra=+r'a, gr,a,=<r,'a,, da cui, semplificando,
gr=xr, gry=1ry; quindi dalle (6), (6'), moltiplicate per g¢,
si trae

1(r'7) + go=x(r/7) + gv.=go, Y(r'u) 4 gv="(ru,) + gv..

Queste due eguaglianze e la (8) implicano appunto, in virtd
della cond. C') (osservato che 'z, r,/'z,, go €T), 1a (8).

B facile adesso provare che la relazione (4), che evidente-
~mente & riflessiva e simmetrica, & pure transitiva. Se infatti
(% u, 7)co(ay, U, %) € (%, %, 7)o (&, %,, T,), poiche
esistono 7, r/, r,’€Q, f' €Il tali che ra=nr'o,=r,/a, =%
(e invero, per la cond. A), vi sono s, 8,€Q, YEII per cui
sa=g,@, =7, e quindi pure s, r, €Q, 8 €Il per cui s'y=
=r,a,=—=@') ed inoltre v/, v,, v, €G, ¢’ €' tali che ¥z ¢'=
=r'7, + v/’ =r)'7, + v, =¢' (basta fare un ragionamento ana-
logo, poggiato sulla cond. B)), per il lemma ora dimostrato
risulta r'u 4+ v =r,/u, + v,/ =r,'u, + v,, quindi appunto (a,
%, T)co (@, , %,, 17,). Dunque la (4) & una relazione di equiva-
lenza in G. ’

Denotata con [(a, %, 7)] la classe degli elementi di G equiva-
lenti ad (a, u, 1), e detto §' linsieme avente per elementi
queste classi, in ¢’ si ha dunque la seguente definizione di
eguaglianza :

(9) ) [(“y u, )] =1[(a,, 94, 7)]

se e soltanto se esistono sei elementi r, r, €Q, B€Il, v, v, €G,
o €T' per cui valgono le (5), (6), (6'). :

Si osservi che in §' si ha
(10) [(a %, 7)]=[(re, ru, r7)],

qualunque sia r € Q tale che ra € II. Infatti, (¥r)a=23(ra) €11,
)T =3r7)++ €, @r)u+t < =38(ru)4 <, qualunque
siano 3 €II, v €. Dunque, in particolare, la (10) & vera qua-
lunque sia r €11

Se in particolare a=a, , la (9) é vera se e soltanto se esi-
stono v/, v, €GQ, d €T tali che

1)  cfv=tnto/=¢, utv=u-40v.
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Infatti, se la (9) & vera, le eguaglianze 3a=2%a (3€II),
3t +v=237, 4 v,—=¢ (v, v,€G, c€1', certo esistenti per la
cond. B)) implicano, per il lemma di questo n.°, du 4 ov=
3u, + v,; ma poicheé, d’altra parte, esistono (per la B)) v,
v, €G, ¢ €' per cui valgono le (11),, in virtd della cond. C')
vale pure la (11),. Il viceversa & immediato.

Dalla precedente osservazione risulta immediatamente che in
G si ha
(12) [(a u, 7)]=1[(2, u+w, v+ w)],
qualunque sia w € G tale che v+ w€T ; (basta infatti assu-
mere v  =w -+ 1, v,’=r1). Dunque in particolare la (12) &
vera qualunque sia w € i',

4. - Diamo in G’ la seguente definizione di addizione:

(13) [(a u, 9] + [(&, , w)]=1[(® ru+v, 7 +9)],

dove BEIl, r, r, €Q son tre elementi per cui valgono le (5)
e vEG, ¢ €T due elementi tali che

13’) rt 4+ v=rwu, 4o.

La somma a 2° membro della (13) & indipendente dalla
scelta dei cinque elementi BEIl, r, r,€Q, v€EG, o €T soddi-
sfacenti alle (5), (138) (i quali esistono certamente in virta
delle condiz. A) e B)). Infatti, se g €Il, », r/€Q, v €G,
o € T' son tali che

(14) re=r'a, =¢,
(15) r'r v =r'u, + 7,

esistono (cond. A)) s, 8" €Q, y€II tali che

(16) =5 =r,

ed inoltre (cond. B)) w, w' €@, p €' tali che

(17) s(ry7, +0) +w=¢"(r/t, + o) + w' =p.
Poiché dalle (5), (14), (16), discende

sr=gr, s8r,=3¢sr/,
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e percid dalle (17) (semplificando per sr,z, =s'r,'s, €T') =i
trae
86+ w=s'¢' + w'.

in virtd di queste eguaglianze, dalle (13'), (15) risulta
srt 4 sv 4+ w=2sru, + (86 4 w) =
=sr'u, + (s’ + w)=srt4 v + w'.
donde (semplificando per srt=s"r't) sv 4+ w=sv +w', e
quindi (sru=sru):
(18) s(ru+v)+w=siru4v)+ .

Ora le (16), (17), (18) significano appunto (si ricordi la
definiz. (9)) che [ (8, ru + v.r;5, + o) ]=[(f, ru+ o', r,'z, +¢)].

La somma a 2° membro della (13) é inoltre indipendente
dalla scelta dei rappresentanti delle due classi a 1° membro.
Infatti, se [(2, u, 1)] = [(«, ¥/, 7')], cioé se esistono r, ' € Q,
BEI, v, v €G, s€T tali che

(19) ra=r'ad =248,

(20) rifov=r+0v=3 rutovo=rv|7,

e se inoltre [(a,, u%,, )] =[(a/, u,, 7,')], cioé se esistono
r,, r,€Q, 8, €N, v,, v,/€Q, o,€I tali che

(21) ra,=r'e' =8,

(22) rn4o,=r'ty 40’ =05, ru +ov,=r"v 40/,

considerati (cond. A)) ¢, ¢, €Q, YEII tali che cf=cB, =1,
da qui e dalle (19), (21) discende

(23) er-a==cyr-a, =y, cr-ad=cr’-a =r.
Considerati inoltre (cond. B)) w, w' €@, p. ¢p' € I' tali che
(24) cr-v4w==er,cu,+p, er-tT+w=cr -u' +¢,
dalle (23), (24) risulta

(25) [(@ u, 9] + [, u,, ©)]=1[(¥, cru 4+ w, ¢,ry7, + 01,
(25) [(a', u, TI)]+ [(a, u)/, 2)]=[(7, er'v + w'y er't + P’)]-
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Per la cond. B), esistono ©,, vy €@, 5, €I tali che
(26) (eyrity +p) + v, = (eyry'7) +0) v =0,.

I primi due membri delle (26) e la ¢, r,-a, =¢,r,'-2,” (tratta
dalle (21)), assieme alle (21), (22), implicano. per il lemuna del
n.e 3,

ety + (p 4 vo) = ey -y + (o' 4 2y,
donde, per le (24) (addizionando, a destra. v,. v, risp.).
er-t 4 (w4 v,) =cr' -7 + (w +v,).
Questa e la cr-a=—ecr'-o’ (tratta dalle (19)). assieme alle
(19), (20), implicano poi, sempre per il lemma del n. 3,
(eru + w) + vo= (er'v’ 4+ w') 4 v, .

Questa eguaglianza e le (26), per un’osservazione del n. 3
(penult. capov.), esprimono appunto Peguaglianza dei 2! mem-
bri delle (25), (25).

Dunque, rispetto all’addizione (13), &’ & un gruppoide (cfr.
[3], n. 1). Si osservi che, se in particolare a=—a, . si ha

(27)  [(a %, )] 4 [(o 4y, )] =[(a u+ v, 7, +9)],
dove v € G. s €T son due elementi tali che
(27) t4+rv=u,+o0.

Basta infatti moltiplicare la (27) a sinistra per un qua-
lunque y €1II, e poi tener conto della (10).

Rispetto all’addizione (13), &' & uno pseudogruppo (cioé
vale la proprietd associativa). Infatti, posto

(28) E=1[(a u, 7)), & =1[(a, u, =)l

s = [(a, Uy, 7))
e supposto a=a, — a, (il che & lecito. poiché, dati comunque
g, B, B, €I, esistono s, s,, s,€Q, 2€1Il tali che sp =38, =
8,8, =a—cfr. n.o 3, 6° capov. —, donde la conclusione per la

(10)), in base alle (27), (27'), si ha & +& ' =[(a. w4,
T, + ¢)], e quindi

(29) E+E)V+E =[(0, utv+1, 7.+ )],
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dove v €@, o’ €I son tali che
(29) (u4o)+v'=u,+47.

D’altra parte, poiché (per la (12)) &' =/[(«, u, + o, 7, + 0)],
dalla (29') si trae

E' 48 =1[(s u + 0o+, 154 )],
e quindi dall’eguaglianza (tratta dalla (27')):

T+ W+ )= (ut+o4V) +o,
dove p & un qualsiasi elemento di I', discende

(30) &+ (&' + &)= [(,ut-v40+4p s+ + P)]°

Dal confronto delle (29), (30), risulta dunque, per la (12),
Vasserto.

Osserviamo ora che, se in particolare u==x, la (9) é vera
se e soltanto se w,—-r+,. Infatti, poiché esistono certamente
(per le condiz. A) e B)) r, r, €Q, €I, v, v, €Q, ¢ €T per cui
valgono le (5), (6), se (u=-1< ed) u,=r+, vale evidentemente
anche la (6'). Viceversa, se la (9) & vera, esistendo (per le
condiz. A) e B)) ¥ €Q, r/,=v€II, v €Q, v/, =p€T per cui
valgono le (7), (8), in virtd del lemma del n. 3 vale pure la
(8'); quindi dalle (8), (8) (poiché u=r) si deduce yu, 4+ p=
=+, + p, donde appunto (semplificando per p e ricordando
la cond. C)) u,=r+,. )

L’elemento 0'=1[(«, 7, t)] di § (che, in base alla prece-
dente osservazione, non dipende dai particolari elementi « €Il
©€T) ne & lo zero (efr. [2], ne 1, 3° capov.). Infatti, se
& =1[(a u, 7)] & un qualsiasi elemento di §', per le (27), (12)
si ha appunto & +0 =1{[(a, v+ %, T+ 7)] =¥, e inoltre, se
v€EQG e o€T son tali che t+v=u-+to, 0 +&8=[(a T+
v+ 0)]=FE, poiché (per quanto riguarda l’'ultimo passo) le
(11) son soddisfatte assumendo t, =<4 g, v =040, v, =g,
=142 u,=1t4 0.

Osserviamo ancora che, se in particolare u=7aow -+ = (w € G),
la (9) ¢ vera se e soltanto se u, = a,w -+ %, . Infatti la (6'),
con v =oaw + 7, 4, =a&w + 7, , & soddisfatta qualunque siano



Q-PSEUDOGRUPPI COMPLEMENTARIZZABILI 97

r, r,€Q, B€EM, v, v,€Q, ¢ €T soddisfacenti alle (5), (6).
Viceversa, se la (9) & vera, esistendo (come si & gid visto a
proposito della preced. osservazione) r' €Q, r,'=<y€Il, v' €G,
v,,—=p €I per cui valgono le (7), (8), (8), da questa (8)
(con w=oaw + 1), cioé dalla 7' (aw + 1) + v' =+vyu, 4 ¢, per le
(7), (8) si trae ya,w + yt, + p=1vyu, + ¢, donde appunto (sem-
plificando per p e poi applicando la C)) u, =aw + =, .

Ne segue che l'elemento [(@, aw -+ %, )] di § non dipende
dai particolari elementi « €I, Tt € T. Posto allora

i31) [(a, aw + 1, 7)] €GF (w € @),
si vede facilmente che la corrispondenza
(32) w — [(a aw+ 7, 7)],

fra G e il sottoinsieme G’ di §', & biunivoca. E infatti (1’uni-
vocitd é evidente, in base alla preced. osservazione), se [(o,
aw + 7, 7)] = [(a, @w, + 7, ©)], valgono allora le (11), dove
(poiché ora t=—r1,, ricordando una osservazione fatta al n.e 2
— subito prima del lemma —) possiamo supporre v —= v, =
=p€ll, ciod (essendo ora u=oaw -+, u,—aw, + 1) si ha
ow + T4 p=oaw, + 7+ p, quindi (semplificando) aw=—aw,,
donde appunto (per la C)) w=—w,.

La (32) subordina una corrispondenza biunivoca fra I' e IV,
avendo posto

(33) [(@ ap+ 7 9] €D (p €L

Ogni elemento §' = {[(a, ap + 7, 7)] di questo sottinsieme
IV di 9 & dotato di opposto, che & precisamente §,' = {[(a, T,
ap + t)]. Si verifica infatti immediatamente, in base alla (27),
che ¥+ 4/ =4 + ¢ =0.

Concludendo: Rispetto alle definizioni (9), (13), Vinsieme
G’ delle classi [(a, u, ©)] & uno pseudogruppo, dotato di zero 0,
m cui ogni elemento del sottinsieme I' (v. (33)) ammette

aepposto.

5. - 8i osservi che, se lo pseudogruppo G & dotato di zero
0, si ha a0 =0, qualunque sia a € @ (infatti, se 7€ T, a0 4 av=

8 .
‘
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=a(0 + z)=ar =0 + ar, donde l'asserto, semplificando per
at €I'), e quindi nella (32) si corrispondono 0 e 0'.

Se Vaddizione in G ¢ convnutativa, tale é pure la (13) in .
Infatti, se lo pseudogruppo G é commutativo, la definizione (13)
diventa (assumendo nella (13') v=ru,, s=7r7):

(34) [(a, u, ©)] + [(@y, wy. v)]=[(B, ru—+ ryu,, rv4r7s)l.

dove B €M, r, r, €Q soddisfano alle (5).

Se lo pseudogruppo G é un semigruppo ([2]), n.° 1), anche
G ¢ un semigruppo. Infatti, se G & un semigruppo, fatte le
posizioni (28) e supposto (com’@ lecito, in base a due osser-
vazioni fatte nel 6° capov. del n.° 3 ed alle (10), (12)) a=a, = a,,
T=rt,=r1,, se § 4+ &' =& 4 E,), cioe (v. (27), (11)) se

(35) T+ =U+0, THO=U,+0,,
36) t+o,+ov/=t40,40,, wutv,4v =ut+v,+r,,

con v,, v,, v/, v,,€Q, ¢,, 0,€ET, dalla (36),, semplificato
per u, si trae t - v, 4+ v, =<+ v, + ¢,’, donde, per le (35).
u, + (0, +v,)=u, -+ (6, + v,’), da cui w,=wu, e quindi ap-
punto &’'=§,, poich¢ dalla (36), si trae ¢, + v,/ =93, v,
Se invece &' | & =&, 4 &, ciod (v. (27)) se

(37) [(a, u,+v, t+0)]=[(2 u,+v, T+09)],

con v€G, s€I (tali che ©+4v=wu-0), dalla (37) segue
(v. 11)) w, 4+ w=wu,+ w con w € @, donde u, —wu, e quindi
appunto &§'=E§,.

Se @ coincide con T, § ¢& un gruppo. Infatti, se G =T,
& immediato verificare (in base alla (27)) che [(a, =, )]
& Popposto di [(a«, %, 7)].

Se lo pseudogruppo G & un gruppo. anche §' é un gruppo.
Infatti, se G & un gruppo, considerato un qualsiasi elemento
E=[(« u, 7)] di 9, & sempre possibile trovare un v€ @G
tale che u 4 v € I' (basta risolvere in G l’equazione » + ¢ =u,
con ¢ € I') ; ebbene, ’elemento [(@, t 4 v, v+ v)] di§’ & appun-
to Popposto di & (come subito si verifica in base alla (27)).

Osserveremo esplicitamente che, se G & un gruppo, la
condizione B) (n.° 1) & automaticamente soddisfatta per ogni
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sotto-Q-pseudogruppo I' di G (anzi addirittura per ogni sot-
tinsieme — non vuoto — di G). Infatti, dati comunque u € G,
7€, se 7, & un qualsiasi elemento di I', basta considerare la
soluzione r=wu, € G dell’equazione u + z, =< + r.

6. - Diamo ora la seguente definizione di moltiplicazione di
bEQ per [(a, u, 7)] €F':

(38) b [(a u, 7)]=1[(Y, gu, gv)],
dove v €II, g € Q son due elementi tali che
(38" 1b =ga.

11 prodotto a 2° membro della (38) é& indipendente dalla
scelta dei due elementi y €II, ¢ € (Q soddisfacenti alla (38')
(che certo esistono per la cond. A)). Se infatti si ha y,b =g¢,«
(v, €I, g, € Q), considerati (cond. A)) s, s, € Q tali che

(39) sy=s,1, €II,

risulta syb =s,v,b, *ga=s,9,2, donde (semplificando per )
8¢ =28,0, . e quindi sgu =s,9,u, 897 ==:,0,7. Queste due ultime
eguaglianze e la (39) provano appunto, in virtu della (10). che
[(v; g% 9] =[(Y1, 914, 917)].

Inoltre da b=10b", [(a, u, 7)]=[(«, %, 7')] segue b[(q,
u, 1)1 =0b'[(«. «. 7)]. Infatti, se ¥ €I, g'€Q son tali che
v'b’=g'a, considerati r, ' €Q, BEIl tali che ry=r'y =8,
poiche (v. (38)) ryb=rga. r'y'b'=1+'¢g'a’. si ottiene (essendo
b-=b") pb=rg - a=1r'g’ - &, donde

(40) b[(x, w, ©)|=I[(B, rgu, rgv)], V|, w, ) =I[{, rgw, r'g7)].

Ora i 2' membri delle (40) sono appunto eguali (v. (11)),
poiche, considerati (cond. B)) v, v’ € G, s € I' tali che rgv +v=
=rgv + v =0, queste eguaglianze e le rga=r'g'ad, [(a,
u, 7)1 =[(«, ¥, 7')], implicano, per il lemma del n. 3, rgu + v=
=r'gu + 0.

Rispetto alle definizioni (9), (13), (38), & & un Q-pseudo-
gruppo sinistro. Infatti (si tratta di verificare la validita delle
IT), III) del n. 1, ove si legga §, &' invece di u, u,), quanto
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alla IT), fatte le posizioni (28) e supposto (com’d lecito) e —=a,,
se y€II, g € Q soddisfano alla (38) e v€EG, ¢ €T alla (27)
(e quindi gt 4 gv=gu, 4 g¢), risulta appunto (b€ Q):

b(E +E)=b[(a u+, 1, + )] =[(Y, g%+ 9, gr, + go)] =
== [(T) gu, gt)] + [(T, gu, , 971)] =b5’ + b51, .

Quanto alla III), &, b, v, ¢ avendo il significato precedente
e considerato b, €Q, se v, €1l, g, €Q son tali che v,b, =g,
(e quindi vy, - b,0=g,Yb=g,9 - @), si trova appunto

b1(bE') =[({:> 9.9, 9197)] = (b,b)§..

I1 Q-pseudogruppo sinistro §' soddisfa alla condizione C)
del n. 1 (ove si legga &, &' €G invece di u, u, € G). Infatti,
fatte le posizioni (28) e supposto (com’¢ lecito: cfr. n.° 5, 3°
capov.) ¢a=ga,, T==1,, da BE =pE,’ (BEI), se YEII, g€Q
son tali che

(41) Yé=gq,

segue [(Y, gu, 9v)1 =1[(Y, gu., g7)], e di qui (v. (11)) Pesi-
stenza di v, v, €@ (v=u,), c €I tali che

(42) grt+v=gi+v,=0, gutv=gu, +v,.

Dalle (42), per osservazione che precede il lemma del n.° 2,
si trae gu + p =gu, -} p, qualunque sia p € I', e quindi

(43) gu=gu, .

Poiche (per la (41)) ga €1I, esistono (cond. A)) a€@Q, & €1l

tali che a - ga =3¢, donde (semplificando per @) ag € II; ma

allora Peguaglianza agu —agu, (conseguenza della (43)) im-

plica (per la cond. C)) w=w, e quindi appunto § =§,'.
L’equazione nell’incognita &

(44) pE="¥ (BEI, € @)

ammette sempre una ed una sola soluzione in §'. Se & =/[(qa,
u, 7)], questa’@ infatti [(aB, u, 7)], come subito si verifica in
base alle (38), (38) (y=0? g=—a) ed alla (10). L’unicitd &
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conseguenza della validitd in €' della condiz. C) (dimostrata
nel preced. capov.).
Quindi in particolare Vequazione (nell’incognita &)

(45) BE=nqat (B€IL, a€Q, §€)

ha sempre una (e una sola) soluzione E—=E&' € §'. Se & ={(a.
u, )], si ha precisamente

(45") & =1[(¥8, gu, g7)],

dove y€II, g € Q son tali che ya=ga.
Ogni elemento [(«, u, 7)] di 9 & la soluzione di un’equa-
zione del tipo (44), e precisamente della seguente:

(46) o€ =[(a, au, a7)];

si osservi che (in base alle (27), (12) e al penult. capov. del
noe 4):

46)  [(a au, av)] =[(a. au+1, 9]+ [(a 7, ar 4 )] =
= [(a au4 1, 1] —[(a ar 41, 7).

7. - Dai n.! 3-6 risulta dunque che, in base alle definizioni
(9), (13), (38), Vinsieme §' (n.o 3) delle classi di equivalenza
[(a %, ©)] (con a€ll, u€G, t€T) ¢ un Q-pseudogruppo sini-
stro, la cui parte additiva é dotata di zero, e nel quale ogni
elemento del sottinsieme I' (v. (33)) possiede opposto. In
Vequazione (44) ammette sempre una e una sola soluzione, ed
ogni elemento [(a, u, )] di @ & la soluzione di un’equazione
del tipo (44) (precisamente della (46)).

La corrispondenza biunivoca (32), considerata nel n.° 4 fra
il dato Q-pseudogruppo sinistro G e il sottinsieme G di &
definito dalla (31), @ un @-isomorfismo; posto

"]l'= [(a, awi+17 T)] ('-’:13 2)7
si ha cioe
(47) w; +w, — 0, 41,  bw, — by,

qualunque siano 7w/’ € G', b € Q. Infatti, quanto alla (47),, se
v€QG, c€I son tali che © 4 v= (aw,+ 1) 40, per la (27)

8 x
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si ha appunto «,"+m,’=[(a, w0, +7+4v, T+0)]=[(a
alw, + w,) + t©+ 0, © + 0)]. Quanto alla (47),, se Y€II, g€Q
soddisfano alla (38'), per la (38) si ha appunto b, =/[(¥,
gaw, + g%, 9g9) ] =[(1, v - dw, + g7, g7)].

Dunque @’ & un sotto-Q-pseudogruppo di &'. Posto

(48) §=(¥ &) +a6

detta @ la corrispondenza biunivoca fra S e §' che subordina
lidentitd su & = @ e il Q-isomorfismo (32) fra G e @, si

definiscano un’addizione in § e una moltiplicazione fra Q@ e G

in modo che ® sia un @Q-isomorfismo; allora & diventa un

sopra-@-pseudogruppo di G.

Questo sopra-Q-pseudogruppo $ di G soddisfa appunto alle
quattro condizioni i), ii), j), jj) (dei n.t 1,2). Infatti G &
Q-isomorfo (mediante la corrispondenza @) a &', il quale sod-
disfa gid a quelle quattro condizioni, ove si legga ¢, @, I,
risp. invece di G, G, T, (9, G, I' essendo risp. proprio le
immagini di §, G, I' nel Q-isoforfismo ® — v. terzult. capov.
del ne 4 —).

Supponiamo ora che (essendo soddisfatte le ipotesi del teor.
del n.°2) G, e G, siano due sopra-Q-pseudogruppi di G soddi-
sfacenti alle quattro condizioni i), ii), j), jj) (ove si legga G,
invece di §, t= 1, 2), e verifichiamo che &, & Q-isomorfo a G,
Infatti la corrispondenza W fra G, e &, ottenuta associando
gli elementi che sono soluzioni di una medesima equazione del
tipo
(49) aE=u—= (z€Il, u€@, <€

é appunto un @-isomorfismo. Cid si riconosce facilmente (ricor-
data un’osservazione fatta nel n.° 2 — 20 capov. dopo I'enunciato
del teor. —) osservando che, sia in §, che in §,, affinche la
(49) e 'equazione dello stesso tipo:

(49") a8 =u,—=<, (o, €I, u, €@, t,€T)

abbiano soluzioni, &, &, , eguali & necessario e sufficiente che
valga la (4), (quindi la W @& biunivoca); mentre, & & €G,
(t=1, 2) essendo risp. soluzioni delle (49), (49'), se €I, r,
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r.€Q, t€G, c€ I' soddisfano alle (5), (13') e yY€II, g€Q
alla (38) (b€Q), sia in G, che in &, si ha

BE+E)=rutv— (540, T0E=gu—gr

(quindi la ¥ & proprio un Q-isomorfismo).
11 teor. del n.° 2 & dunque completamente dimostrato.

8. - Dal penult. capov. del n.c preced. risulta che, (se sono
soddisfatte le ipotesi del teor. del n.° 2 e) se esiste un sopra-Q-
pseudogruppo $ di G soddisfacente alle quattro condizioni i), ii),
j). ij). rappresentato col simbolo

(50) a(u—r1)

Pelemento £ di & soluzione dell’equazione (49). in § valgono le
seguenti regole di calcolo:

(51) (U —1) =0 (U, —1,)

se e soltanto se vale la (4);

(52) o (u—r1) + o (U — 1) =B (ru + v — (1,7, + 9)),
dove S€EII, 7.+, €Q, v €G, ¢ €1' soddisfano alle (5), (13');
(53) b-a(u—r)=v"(gu—g7),

dove y€Il, g € Q soddisfano alla (38) (b€ Q).

Ritenendo sempre soddisfatte le ipotesi del teor. del n.° 2,
supponiamo ora che esista uno pseudogruppo Q dei quozienti
a sinistra di @ rispetto a II (n. 1). Fatta 1’ulteriore ipotesi che
valga la cond. C) del n.o 1, esiste (teor. del n.c 2) un sopra-¢-
pseudogruppo ¢ di G soddisfacente alle i), ii), j), jj). Se
z=2"d, E, son due qualsiasi elementi di &, & risp. 3€ I,
d € Q), la soluzione & € & dell’equazione

(54) 3 =d§,

(certo esistente per la j)) & univocamente determinata dalla
coppia ordinata (z, §,). Infatti ¢ immediato verificare (tenendo
conto della cond. A) e della j) — unicitd della soluz. —) che,
se 3—ld=23'd, in & (3, €Il, d,€Q), Veguaglianza (54) im-
plica (in §) 3,§=4d.&,: (e invero, poiche esistono b € Q, B, €1l
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tali che B3=p3,, in Q si ha bd=103"d,=p,d,, quindi
b3 ="0bd&, in § implica B,3,5 =8,d,&, , donde Passerto). Ebbene,
chiameremo la soluzione § € § dell’equazione (54) il prodotto
di 2=3"d€Q per & €9, e la denoteremo col simbolo zE&,:

(54) §= (37d), .

E assai facile verificare (sempre in base alle cond. j) ed
A)) che la moltiplicazione (univoca) cosi definita fra Q e §
subordina fra @ e § la moltiplicazione preesistente e che son
soddisfatte le II), III) del n. 1, cioé che si ha sempre:

(55) (& +&)=ak, + &, @)= (o),

dove z, 2, €Q, &, §,€G; (e invero 3§ =23dE, implica appunto
E=dE,; da 3=d§,, 3 =dE, segue appunto 3(E4 )=
d (&, + &,); posto &, =231 " d, , poiche in @ si ha 22, = (y,3)'cd,
con v, €M, c€Q tali che y,d=¢3,, in § da 7,30 =cd.§,,
3m=d.,E con 7, 1€G segue ¥,30 =c2,m=r,dv, donde ¥ —
=dm, cio¢ appunto n' =a1). Dunque il @-pseudogruppo sini-
stro §, mediante Pampliamento (54’) della sua moltiplicazione,
viene esteso ad un Q-pseudogruppo sinistro, che risulta pro-
prio un &Q-pseudogruppo complementare destro di G rispetto a
I, I. Infatti la iii) del n. 1 & soddisfatta, poiche, se vale la
(49) con E€ G, qualunque sia 3€Il si ha 3a - -E=3(u—r1),
cioé¢ appunto E=o'(u — 1) secondo la (54'). Ad estensione
avvenuta, ’elemento di § gid rappresentato col simbolo (50)
¢ dunque proprio il prodotto di a—* €& per u— 1€ G. Dalla
iii) e dalla (55), discende poi evidentemente che

(56) 1.-E=§

qualunque sia €€ §, 1 denotando I’elemento unitd di Q.

Si osservi ora che, (se sono soddisfatte le ipotesi del coroll.
1 e) se § & un qualsiasi Q-p.c.d. di G rispetto a II, T' (supposto
esistente) in esso valgono (si ricordi la iii)) le regole di cal-
colo (51), (52) e la seguente regola di moltiplicazione di
r=03'd€QEI, d€Q) per & =a; (u,—1,) €G: '

(57) (3d) - a7 (u, — 7,) = (A3)—(cu, — c1,),
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dove A €I, c € Q son tali che
(57') A =ca,.

Tanto basta per concludere che due qualsiasi Q-p.c.d. &,,
G, di G rispetto aIl, T sono Q-isomorfi (attraverso la corri-
spondenza che associa gli elementi ammettenti una medesima
rappresentazione «—*(u — 7)).

Per quanto detto in questo n.c 8, il coroll. 1) (n.° 1) & dunque
dimostrato.

9. - I simboli @, II, G, T abbiano il significato detto nel-
Penunciato del teor. del n.c 2, e si supponga che @ sia la parte
moltiplicata di un anello R(= Q). Allora, se esiste un anello
&R dei quozienti a sinistra di R rispetto a II (cioé un sopra-
anello & di R, dotato di elemento unitd, nel quale ogni ele-
mento a di II possiede reciproco o, ed ogni elemento del
quale & rappresentabile nella forma «—'b con 2€Il, DER:,
& chiaro che la parte moltiplicativa & di & non & altro che
uno pseudogruppo dei quozienti a sinistra dello pseudogruppo
Q rispetto a II (n.e 1).

Nell’ipotesi che @ sia un anello, dicendo che G & un Q-
pseudogruppo sinistro intenderemo che, oltre alle T), II),
III) del n.° 1, valga pure la:

V) (a + a)u=oau + au.

Se I' & contenuto nel centro G, ([6], p. 40) dello pseudo
gruppo G (nel qual caso la condiz. B) ¢ automaticamente
soddisfatta: u,=wu, 7,=—71), si vede subito che, se Q@ & (la
parte moltiplicativa di) un anello, il teor. del n.o 2 & valido
nel senso della definizione del preced. capoverso. Per il che
basta verificare che allora, nellestensione & di @ (di cui,
se vale la cond. C) il teor. del n.c 2 afferma Vesistenza). la
moltiplicazione (53) soddisfa anche alla IV). E infatti, dati
E=a'(u—1)€G, b, b,€Q, e scelti v, v,€1I, g, g, €Q tali
che :

(58) b =ga, b= g2,

risulta bE=+y'(gu— g7), b,E=1, (g4 —g,%) e quindi ap-
punto, se r, r, €Q, €Il son tali che ry=ry,=2§, (essendo
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rgz 4+ r=r,g,u 406, con v = g U, 3=7rgz):
bE + b,8 = f—( (rg + ng)u— (rg 4 7.9,)7) = (b + b,)§,

poiché si ha (v. (58)): Bb=rvyb=rga, @b, =r,1,b,=r9,9
B(d+0,)=(rg +rg,)a.

E allora immediato verificare che, nelle ipotesi del preced.
capov. (cioé @ anello e I' © G,), se esiste un anello & dei quo-
zienti a sinistra di R=@ rispetto a II 1la moltiplicazione
(54') soddisfa anche alla IV), cioé¢ (con le notazioni del n.°
preced.) alla:

(x + »,)E, = &, + @&

(e invero, poiché in & si ha x4+ z,=23"d 43 'd, =23,
(ad 4+ a,d,), con «. a, €Q. &, €Il tali che a®=aq,%,=3,, in §
da 3 =d§,, 3v=—d,E segue appunto 3,(§&-4 n)=(ad -+
a,d,)é,). D'altra parte & evidente cosa debba ora intendersi
per un R-pscudogruppo complementare destro (R-p.cd.) di G
rispetto ¢ II, T, (basta, nella definizione di Q-p.c.d. data nel
n.e 1, leggere &, R invece risp. di @, Q.

Concludendo, dal teor. del n. 2 discendono subito le due
proposizioni seguenti:

CoroLLARIO 2: Di un anello R sin II un sottinsieme molti-
plicativamente chiuso e costituito da clementi semplificabili in
R rispetto alla moltiplicazione, e valga la condizione A) (n.°1),
ove si legya R invece di Q. Sia inoltre G un R-pseudogruppo
sinistro, di cui sia I' un sotto-R-pseudogruppo costituito da
elementi semplificabili (rispetto alladdizione) in G e contenutn
nel centro dello pseudogruppo G. In qucste ipotesi, la condi-
zione C) del n.° 1 ¢ mecessaria e sufficiente affinché di
esista un sopra-R-pseudogruppn S suvddisfacente alle quattro
condizioni i), ii), j), jj) (n.t 1, 2), ove si legga R invece di Q.
Se G esiste, esso ¢ univocamente determinato a meno di iso-
morfismi.

CoroLLARIO 2": Siano soddisfatte tuite le ipoiesi del coroll.
preced., con Vunica variante di supporre U« esistenza di un
anello & dei quozienti a sinistra di R rispetto a Il » invece
della « validita della cond. A) ». Allora la cond. C) del ne 1
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¢ necessaria e sufficiente affinché¢ esista un R -pseudogruppo
complementare destro di G rispctto o II, T, che (se esistente)
risulta univocamente determinato a meno di isomorfismi.
Quanto é stato detto fin qui in questo n.c 9 pud eviden-
temente ripetersi parola per parola con I'unica variante:
semianello (oppure pseudoanello) ([2], n.° 1) invece di anello.
Possiamo dunque enunciare anche le proposizioni seguenti:

CoroLLARIO 3: Valgono le proposizioni che si deducono dai
corollari 2 e 2' leggendo semianello invece di anello.

CoroLLARIO 4: Valgono le proposizioni che si deducono dai
corollari 2 e 2' leggendo pseudoanello invece di anello.

10. - I simboli @ e II abbiano il significato detto nell’enun-
ciato del teor. del n.c 2, e sia G un @-pseudogruppo sinistro.
la cui parte additiva sia dotata di zero 0.

Se 0 @ tale che

(59) a0=0 per ogni a€@,

allora ;0 (cioé il sottinsieme di @ costituito dal solo ele-
mento 6) é evidentemente un sotto-@-pseudogruppo di G che
& contenuto nel centro G, (n.» 9) dello pseudogruppo G e il
cui unico elemento 0 & semplificabile (rispetto all’addizione)
in . Si osservi che (v. [3], ne 3, penult. capov.) la (59) é
certo soddisfatta se lo pseudogruppo G ¢ un semigruppo ([2].
n.e 1) dotato di zero 0.

In base a due definizioni date in [3], ne 9 (1° 2° ed ult.
capov.) ?), adattate in modo evidente ai casi attuali (ad es. la
definizione di Q-pseudogruppo dei quozienti di G rispetto a 1l
— v. il successivo coroll. 5 — si ottiene dal 1° e 2° capov. del
n° 9 di [3] leggendo @, II, Q, pseudogruppo invece risp. di
P, M, 8, gruppoide), dal teor. del n. 2 o dai suoi corollari 1,
2, 2, 3, 4 discendono allora immediatamente (assumendo
I'={ 0} e ricordando le osservazioni del n.° 5) le proposizioni
seguenti :

2) Queste due definizioni le riterremo equivalenti a quelle che si
ottengono dalle stesse sopprimendo la locuzione «a sinistra ».
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CoroLLARIO 5: Di uno pseudogruppo @ sia II un sottin-
sieme moltiplicativamente chiuso e costituito da elementi sem-
plificabili in @ (rispetto alla moltiplicazione), e valga la
condiz. A) del n.° 1. Sia inoltre G un Q-pseudogruppo sinistro,
la cui parte additiva sia dotata di zero 0 soddisfacente alla
(59). In queste ipotesi, la cond. C) del n.° 1 & necessaria e
sufficiente affinché di° G esista un sopra-Q-pseudogruppo
soddisfacente alla condizione j) del n.° 2 ed inoltre alla se-
guente :

jj’) Ogni elemento & di & & la soluzione di un’eqﬁazione
del tipo (1), con §, =u€G@G.

Se G esiste esso & univocamente determinato da G e II a
meno di isomorfismi.

CoroLLARIO 5 : Siano soddisfatte tutte le ipotesi del coroll.
preced., con lunica variante di supporre I« esistenza di uno
pseudogruppo Q dei quozienti a sinistra di  rispetto a II»
invece della « validita della cond. A) del n.° 1 ». Allora la cond.
C) del n° 1 & necessaria e sufficiente affinché esista un Q-
pseudogruppo dei quozienti di @ rispetto a II (cfr. definiz.
in [3], n.° 9), che (se esistente) risulta univocamente deter-
minato a meno di isomorfismi.

CoroLLARIO 6: I simboli @ e II abbiano il significato detto
nell’enuciato del coroll. 5, e valga la cond. A) del n.° 1. Sia
inoltre G un @-semigruppo sinistro, la cui parte additiva sia
dotata di zero. In queste ipotesi, la cond. C) del n° 1 &
necessaria e sufficiente affinché di G esista un sopra-Q-semi-
gruppo § soddisfacente alle due condizioni j), jj’) dei n.! 2, 10. Se
G esiste, esso & univocamente determinato a meno di isomor-
fismi.

CoroLLARIO 6': Siano soddisfatte tutte le ipotesi del coroll.
preced., con l'unica variante detta nel coroll. 5. Allora la
cond. C) del n.° & necessaria e sufficiente affinché esista un
&-semigruppo dei quozienti di G rispetto a II (cfr. definiz.
in [3], n° 9), che (se esistente) risulta univocamente deter-
minato a meno di isomorfismi.
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CoroLLARIO 7: I simboli Q e II abbiano il significato detto
nell’enunciato del coroll. 5, e valga la cond. A) del n.° 1. Sia
inoltre G un Q-gruppo (risp. un Q-modulo) sinistro. In queste
ipotesi, la cond. C) del n.> 1 é necessaria ¢ sufficiente affinché
di G esista un sopra-Q-gruppo (risp. un sopra-Q-modulo) 9
soddisfacente alle due condizioni j), jj') dei nt 2, 10. Se 9
esiste esso € wunivocamente determinato a meno di isomor-
fismi.

CoroLLARIO T': Siano soddisfatte tutte le ipotesi del coroll.
preced., con Punica variante detta nel coroll. 5'. Allora la cond.
C) del m.° 1 ¢ necessaria e sufficiente affinché esista un
& -gruppo (risp. un Q-modulo) dei quozienti di G rispetto a
I (cfr. definiz. in [3], n.° 9), che (se esistente) risulta univo-
camente determinato a meno di isomorfismi.

CoroLLARIO 8: Valgono le proposizioni che si deducono dai
corollari 5, 5, 6, 6, 7, T leggendo anello Q imvece di pseu-
dogruppo Q, e anello & invece di pseudogruppo Q.

CoroLLARIO 9: Valgono le proposizioni che si deducono dai
corollari 5, 5, 6, 6', 7, 7' leggendo semianello Q invece di pseu-
dogruppo Q, e semianello Q invece di pseudogruppo Q.

CoroLLARIO 10: Valgono le proposizioni che si deducono dai
corollari 5, 5, 6, 6', 7, T leggendo pseudoanello Q@ invece di
pseudogruppo Q, e pseudoanello & invece di pseudogruppo Q.

I risultati forniti dal coroll. 7 e dal punto 7' del coroll. 8
eran stati gid ottenuti in [3] (ne 9, v. Yult. e il quartult.
capov. del n° 3) con una dimestrazione, diretta (il punto 7,
relativo ad un @-modulo, del coroll. 8 é dovuto ad Asano:
[1], Satz 7).

Anche i risultati forniti dai corollari 5, 6’ e dai punti
5, 6 del coroll. 8 eran stati gia ottenuti per via diretta in
[8] (ne 9, v. il quintult. e il terzult. capov. del n.° 3), senza
anzi sfruttare I'ipotesi (che dunque non & necessaria) dell’esi-
stenza delo zero 0.

11. - Sia G uno pseudogruppo additivo. Se Q={e} & un
gruppo moltiplicativo costituito da un solo elemento e, posto

eu=—u,
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qualunque sia # € G, resta definita fra @ e G una moltipli-
cazione che soddisfa evidentemente alle I), II). III) del n.° 1.

Considerato in tal modo G come un @-pseudogruppo sini-
stro, con Q ={ e }, dal teor. del n.° 2 (ricordando una definiz.
data nel n. stesso) si trae allora immediatamente il seguente

CoroLLARIO 11: Affinché esista uno pseudogruppo delle dif-
ferenze a destra D di uno pseudogruppo (additivo) G rispetto
ad un suo sotto-pseudogruppo I' costituito da elementi sem-
plificabili in G, é necessario e sufficiente che sia soddisfatta
la cond. B) del n.” 1. Lo pseudogruppo D, ove esista, ¢ uni-
vocamente determinato da G ¢ I' @« meno di isomorfismi.

Infatti (la necessita della I3) essendo evidente: —t4+u €9
implica —r+4u=u,—=,). quanto alla sufficienza basta applicare,
come detto sopra (II=@Q={e}), il teor. del n.*> 2 (sufficienza della
0)) ed osservare che la parte additiva @ di ¢ & appunto uno
pseudogruppo delle differenze a destra di G rispetto a T
(se E€ G, esistono, per la jj), u €G, €T tali che eéE=u—r,
donde §=u —r1, poiché ¢ - E=¢ee . §=¢ . e£ implica, per la
j), E=¢E). L'ultima parte del coroll. 11 & poi evidente conse-
guenza dell’ultima parte del teor. del n. 2, ove si osservi che
un qualsiasi pseudogruppo @ delle differenze a destra di &
rispetto a I', considerato (ponendo ¢§=2E& per ogni £ €D) come
un sopra-Q-pseudogruppo (Q ={ e }) del @-pseudogruppo sini-
stro di parte additiva G (v. sopra), soddisfa alle quattro con-
dizioni i), ii), j), jj)-

Diremo pseudogruppo opposto di uno pseudogruppo (addi-
tivo) G, lo pseudogruppo G’ che ha gli stessi elementi di &
ma questa nuova definizione di addizione (v, v €G', u, v€G):
w4+ v=v+4u, con v=0, u=w (cfr. [4], p. 65). Natural-
mente G &, a sua volta, opposto di G'.

La considerazione dello pseudogruppo opposto permette
di dedurre immediatamente (cfr. [2], p. 496, alto) dal coroll.
11 un altro risultato (gid ottenuto, con una dimostrazione
diretta, da Murata: 8], Theor. 1; v. pure [6], p. 138, Théor. 1,
p. 142, Théor. 2), il cui enunciato, in notazione moltiplicativa,
¢ il seguente (si ricordi una definizione del no 1):
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CoroLLARIO 11': Affinché esista uno pscudogruppo dei quo-
sienti a sinistra Q di uno pseudogruppo (moltiplicativo) @
rigspetto ad un suo sotto-psendogruppo Il costituito da elementi
semplificabili in Q, ¢ mecessario e sufficiente chc sia soddi-
sfatta la condizione A) del n.° 1. Lo pseudogruppo &, ove esi-
sta, é univocamente determinato da Q e Il a meno di iso-
morfismi.

Poiché evidentemente (il coroll. 11 e quindi) il coroll. 11’
discende subito (non solo dal teor. del n.° 2 ma) anche dal coroll.
1, é chiaro che, a sua volta, il teor. del n.c 2 é una facile con-
seguenza del coroll. 1 (n.° 1).

12. - Ricordando una definizione data nel n.° 9, dai corol-
lari 7, 7', 8 (p.to 7) e 11’ si trae facilmente il seguente altro
risultato (dovuto ad Asano: [1], Satz 1; v. pure [6], p. 147,
Théor. 3):

CoroLLARIO 12: Affinché esista un anello dei quozienti a
sinistra & di un anello R rispetto ad un suo sottinsieme II,
moltiplicativamente chiuso e costituito da elementi non divi-
sori dello zero, & necessario ¢ sufficiente che sia soddisfatta
la condizione A) (n.° 1), ove 3i legga R invece di Q. L’anello R,
se esiste, ¢ univocamente determinato da R e Il a meno di
isomorfisma.

Infatti (sufficienza della A)). detto @ lo pseudogruppo
moltiplicativo di R. e considerato il gruppo additivo G di R
come un @-modulo sinistro (la moltiplicazione fra Q e G
essendo quella definita in Q@ = R = G@). poiché esiste. per il
coroll. 11, uno pseudogruppo Q' dei quozienti a sinistra di
() rispetto a II (ogni elemento di R non divisore dello zero
& evidentemente semplificabile in @), esiste pure, per il coroll.

?

7, un Q" -modulo ¢ dei quozienti di G rispetto a 1. La cor-
rispondenza W fra Q' e § che associa gli elementi 2', &
che ammettono una medesima rappresentazione x*u (a€ll,
u€@Q=@G) & manifestamente biunivoca (sia in Q' che in
G si ha a'u=ua, 'u, se e soltanto se esistono r, r, €Q, 3€II
tali che ra=r,a, =@, ru=r,u,) e subordina su ¢ = G Viden-
titd; onde si pud (mediante la W) definire nel modulo &
una moltiplicazione rispetto alla quale esso risulta un sopra-
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pseudogruppo Q di @, isomorfo (mediante la W stessa) a
Q'. Identificato Q' con questa sua immagine isomorfa Q(=9),
@ diventa allora un Q-modulo sinistro, la cui moltipli-
cazione fra Q e § (se z€Q e E€GQ, si ha zE—=2a'E, con
r €&’ corrispondente di r in W) coincile evidentemente con
quella dello pseudogruppo Q — & (poiché in entrambi i casi
vale la stessa regola: oa—w - a; 'w, = (Ya)—'gu,, con y€II,
g €Q tali che yu=ga,); dunque la moltiplicazione definita
nel modulo € & certamente distribuita a sinistra rispetto all’ad-
dizione (II), ne 1): ’

(60) E(El -+ Ez) - &EI -+ EEz )

&, &, E,€G). D’altra parte, poiché del’R-modulo sinistro
G esiste (per il punto 7 del coroll. 8) un sopra-R-modulo
&', @-isomorfo (per l'ultima parte del coroll. 7) al Q-modulo
sinistro §, in G si ha pure sempre (IV), n.c 9):

(61) (v + u)§ = ug + u,§,

(u, u, €G, E€SG). Ma allora, se & & —oa; 'u,, &, —=oa; 4, €G
(@, @, €II, u,, u,€G) e se (com’e lecito supporre in base
alla cond. A)) o, —a,, dalle (60), (61) discende che

(El + &z)& = al_l (u, + u)& =“;.-1 (ulg -+ uz&) =§,k + E.z&;

cioé che la moltiplicazione definita nel modulo § & distributiva
anche a destra rispetto all’addizione. I1 modulo § & dunque
la parte additiva di un anello & (di parte moltiplicativa Q ,
che ¢ appunto un anello dei quozienti a sinistro di R rispetto
a II. Quanto all’ultima parte del coroll. 12, basta poi osser
vare che & isomorfa la corrispondenza che associa gli elementi
di due qualsiasi anelli dei quozienti a sinistra di R rispetto
a II ammettenti una medesima rappresentazione a—b (€ II,
b €R).

13. - Il teorema del n.° 2 ¢, a sua volla, una facile conse-
guenza dei due suoi corollart 5 e 11. Infatti (sufficienza della
C)), in virtd della condizione B) esiste (coroll. 11) uno pseu-
dogruppo 9D delle differenze a destra dello pseudogruppo G
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rispetto a I'. Definita allora una moltiplicazione fra Q e 9
nel modo seguente (a€Q, u€G, t€T):

a(u—z)=—au—ar

(si ricordi che utr €T), e agevole verificare che, rispetto ad
essa, 9 risulta un sopra-Q-pseudogruppo del dato Q-pseudo-
gruppo sinistro G'; e invero (n.e 1), se u, €G, t, €T', poiche
egistono (per la B)) v€G, o€ tali che =+ v=—u, +o,
si ha

a((u—1) + (U, — 1)) =a((u+v)— (1, +0)) =
=au + av — (ar, + ac) =au — a7t + au, — av, =
=a(u—r) + a(u, — 1),

(Panaloga della III) del n° 1 & immediata), e riesce appunto
a((u + ) — %) = au + at — at=awu. Ora, poicheé da a(u — 1) =
= a(u, — 7,)(a € II) segue sempre (v. il lemma del n.° 2, ricor-
dando la cond. B)) u—T=1u, —1,, a questo @-pseudogruppo
ginistro 9 & applicabile il coroll. 5 (sufficienza), in base al
quale (di 9 e quindi) di @ esiste un sopra-Q-pseudogruppo &
soddisfacente alle due condizioni j), jj) del n.o 2. Ma anche le
i), ii) (n.~ 1) sono appunto soddisfatte, poiché lo zero 0 di
D (che, si ricordi, soddisfa alla (59)) & pure lo zero dello
pseudogruppo §. E invero, se E€G e quindi & tale che (cond.
jj)) adE=wu—=, da questa e dalla a0=0 segue a(& - 0)=
=(u—1)+0=u—t=0qf, donde (cond. j), unicitd)
E+ 0=E; analogamente si vede che 0+ &=E&. Quanto poi
all’ultima parte del teor. del n»o 2, basta ripetere il ragio-
namento fatto alla fine del n-» 7.

Osserveremo ora che, se @ & uno pseudogruppo (moltipli-
cativo) dotato di elemento unitd ¢ (¢a = ac=a per ogni a € Q),
@ & manifestamente uno pseudogruppo dei quozienti a sini-
stra di Q rispetto al sotto-pseudogruppo Il ={ ¢ } (costituito
cioé dal solo elemento &). Se ¢ & operatore unitario in un
Q-gruppo sinistro G (se ciod@ eu=—wu per ogni u € @G), & evi-
dentemente soddisfatta la condizione:

C*) Da eu—cu, (u, u, € G) segue sempre ¥ =—u, .

w
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Ma vale anche il viceversa: cioé, se & soddisfatta la C*).
¢ & operatore unitario. Infatti, per il coroll. 7', esiste allora
un Q-gruppo § dei quozienti di @ rispettec a I =/{¢ }, nel
quale si ha appunto (v. (56)) e£=—E& per ogni £€ § (quindi
§ =@). Cid & d’altronde suscettibile di una verifica diretta
altrettanto immediata, la quale porge anzi pit generalmente
che: ’

Se @ & uno pseudogruppo dotato di un elemento uniti
destro ¢ (ae=a per ogni e €Q) e G & un @Q-gruppoide sini-
stro ([3], n.° 1), affincheé ¢ sia operatore unitario in G (eu =
per ogni u € G) & necessario e sufficiente che vi sia in @ un
elemento b tale che l'eguaglianza bu="bu, (u, w, € ) impli-
chi sempre u=wu, .

E infatti (la necessitd essendo evidente: b—¢), quanto
alla sufficienza, b(ew)— (be)u = bu implica appunto eu=u,
qualunque sia « € G.

14. - E evidente (cfr. [7], p. 163, o [5], p. 2) cosa debba
intendersi per un Q-pseudogruppo destro (n.° 1) oppure per un
R-pseudogruppo destro (ne 9), @ ed R essendo risp. uno pseu-
dogruppo (moltiplicativo) ed un anello. Detti opposti due
anelli R, R’ se sono opposti (n.° 11) i loro pseudogruppi molti-
plicativi mentre coincidono le loro parti additive ([4]. p. 116).
& pure chiaro che (cfr. [5], p. 2, o [7], p. 164) ogni R-pseudo-
gruppo sinistro & (rispetto alle sue due stesse leggi di eoihpo-
sizione interna ed esterna — [4], pp. 1, 37 —) un R’-pseudo-
gruppo destro (e viceversa). Cosi pure ogni @-pseudogruppo
sinistro & un @'-pseudogruppo destro (e viceversa), @' denotando
lo pseudogruppo opposto di Q.

Sostituendo in un @-pseudogruppo sinistro (risp. destro)
G la legge di composizione interna (addizione) con la legge
opposta ([4], p. 3), si ottiene ancora un @-pseudogruppo
sinistro (risp. destro), il quale ha dunque come parte additiva
lo pseudogruppo opposto G di G. E invero (mnel 1° caso), se
a, a,€0Q, u w,€Q, v, u'€GF, u=wu', u,=u,, si ha (n.°1):
' =au€Q@=G, a(v +u,) =a(u, + u) =au, + au—av’ 4+
+ au,, a(e,w’) = a(a,u) = (aa,)u= (aa,)u'.
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Diremo percid che due Q-pseudogruppi G e G'. entrambi sini-
stri o entrambi destri, sono opposii (I'uno dell'altro) se sono
opposti gli pseudogruppi G e G' mentre coincidono le rispet-
tive leggi di composizione esterna. E continueremo a dire che
questi due @-pseudogruppi, ad es. sinistri. & e G’ sono opposti
anche se uno di essi venga considerato come un ('-pseudo-
gruppo destro (v. sopra), @' denotando lo pseudogruppo oppo-
sto di Q.

Quanto detto nel penultimo capoverso puod ripetersi parola
per parola con l'unica variante: R invece di @ (R anello).
e con Paggiunta seguente: (a 4 a)u' = (¢, + Ou=a,u 4+ au =
=au' + a,’. E lecita dunque la definizione (di R-pseudogruppi
opposti) che si deduce dall'ultimo capoverso leggendo R. R’
invece risp. di Q. @', ¢ anello opposto invece di pseudogruppo
opposto.

Consideriamo allora le tre condizioni seguenti:

A)) Dati comunque b € Q. z€Il, esistono 2, €I, b, €0
tali che ba, = ab, ;

B,) Dati comunque w€@. t€I. esistono =, €T, 4, €G
tali che 7, + u=wu, 4+ 7;

C,)) Dava=u,0 (u, u, €G, a€Il) segue sempre u=—1u,.

Vale il teorema che si deduce da quelln del n.” 2 leggendo
destro invece di sinistro. ed A,). B,). C,). &z, — =+ u invece
risp. di A), B). C). 2E. w— <. Infatti (sufficienza della C,))
al @Q'-pseudogruppo sinistro G’ opposto di G (Q' denotan-
do lo pseudogruppo opposto di @) & applicabile il teor. del
ne 2 (sufficienza); ebbene. il @Q-psendogruppo destro. op-
posto del sopra-@'-pseudogruppo & di G’ di cui quel teo-
rema afferma l'esistenza, é appunto un sopra-Q-pseudogruppo
di G soddisfacente alle condizioni richieste. Inoltre, se (essendo
soddisfatte le ipotesi del teorema in discorso) §, ¢ €, sono
due qualsiasi sopra-Q-pseudogruppi di G soddisfacenti alle
condizioni stesse, i @Q'-pseudogruppi sinistri §,’ e G, risp.
opposti di §, e G, sono Q’-isomerfi (per il teor. del n.e 2) e
quindi risultano appunto Q-isomorfi §, e G,.

Vale il teorema che si deduce da quello del n.° 2 leggendo
B,), —t + u invece risp. di B), u — 5. Infatti, cid risulta im-
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mediatamente dal considerare G come un @'-pseudogruppo
destro (@' pseudogruppo opposto di @) e dallapplicare a que-
sto il teor. del preced. capoverso.

Consideriamo ora la seguente equazione nell’incognita &:

1,) Ea=E, (« €11, & €Q).

Vale il teorema che si deduce da quello del n.° 2 leggendo
destro invece di sinistro, ed A,), C,), &, (1,) invece risp. di
A), O), o&, (1). Infatti, cid risulta immediatamente dal consi-
derare G' come un @'-pseudogruppo sinistro (@' pseudogruppo
opposto di Q) e dall’applicare a questo il teor. del n.° 2.

15. - Considerazioni analoghe a quelle svolte nel n.° preced.
a proposito del teor. del n.° 2 potrebbero naturalmente farsi
anche a proposito del coroll. 1 (n:° 1) e dei corollari successivi
(n.t 9, 10, 12). Potrebbero pure esaminarsi le semplificazioni
derivanti agli enunciati e alle costruzioni dal supporre com-
mutativo uno dei due pseudogruppi @ e G (n.° 1) o addirittura
entrambi. Limitiamoci per ora a quest’ultimo caso e al teor.
del n.e 2, in vista di un esempio che esporremo subito dopo.

Con referenza al teor. del n.° 2, osserveremo dunque che,
se gli pseudogruppi @ e G sono entrambi commutativi, nel
qual caso le condizioni A) e B) sono automaticamente sod-
disfatte, nel Q-pseudogruppo G (cfr. [51, p. 2, penult. capov.),
denotato adesso col simbolo (cfr. n. 8)

1 w—9

Yelemento & di @ soluzione dell’equazione (49), valgono mani-
festamente (cfr. n.o 2) le seguenti consuete regole di calcolo

(b€Q):
1 1
(62) —(u—T)=_(t—m) se e solo se au+ ar, =7+ auy,
1

) J@—Dt o a—w)= o (au+ an— (e + an),

(64) 1;.7.1z (u—1)='—01—‘ (bu — br),

le quali possono dedursi (oltre che direttamente) anche dalle
(51), (52), (53) (ricordando il lemma del n. 3 e) particolariz-
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zando opportunamente la scelta degli elementi ausiliari. La
stessa particolarizzazione permette pure di concludere che,
se gli pseudogruppi @ e G sono commutativi, le definizioni
(9), (13), (38) sono risp. equivalenti alle seguenti:

(§) [(@, %, D]=[(22 %1, T:)] 8¢ e solo se au -+ at, = a7 4 au, .
(13) [(@, w, D)+ (@1, %, T ] = [(a%,, au + au, , a7 + a1))],
(38) b-[(a % ©)]=[(z bu, b7)].

Detto N il semigruppo moltiplicativo dei numeri naturali.
l'esempio cui sopra alludevamo si ottiene assumendo II =@ =
=G@=T=N e come legge di composizione esterna (molti-
plicazione fra @ e () Vordinaria operazione di elevamento a
potenza in N con esponente naturale. Del gruppo moltipli-
cativo dei numeri reali non nulli consideriamo il sottogruppo
G costituito da tutti i numeri (reali) positivi & del tipo

i

o 0

2
<) = V‘% (¢, u, © num. naturali),
il simbolo a 1° membro della (65) denotando l'ordinaria po-
tenza (nel corpo reale) del numero razionale positivo u/<
all’esponente (razionale) 1/a, cioé (2° membro della (65))
Punica soluzione reale positiva dellequazione &*=u/7. 1l
@-gruppo, che ha come « parte additiva» questo gruppo &
e come legge di composizione esterna l'ordinaria operazione
di elevamento a potenza con esponente naturale nel corpo reale,
& evidentemente un sopra-Q-pseudogruppo del Q-pseudogruppo
@G considerato, che soddisfa alle quattro condizioni i), ii), j), jj).
ed @ percid univocamente determinato da N a meno di iso-
morfismi (teor. del n.e 2). Dunque questo sopragruppo &
del semigruppo N (si noti che § @& un’estensione propria
del gruppo dei quozienti di N) pud anche essere costruito
direttamente (a meno di isomorfismi) col metodo esposto (nel
corso della dimostrazione del teor. del n.° 2) nei n.! 2-7, mediante
cioé¢ Pinsieme delle terne ordinate di numeri naturali («, u, 7).
con le regole di calcolo (9), (1—3), (scritte in notazione molti-
plicativa). Questa costruzione fornisce una definizione molto
semplice (classi di equivalenza di terne ordinate di numeri

9%
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naturali) dei numeri reali positivi del tipo (65) (limitatamente
pero alle loro proprietd moltiplicative).

Consideriamo adesso anche il caso in cui & commutativo
G, senza che lo sia necessariamente @, e riferiamoci al coroll.
1 (ne 1). La condizione B) essendo allora automaticamente
soddisfatta, nel Q-pseudogruppo complementare destro ¢ di G
rispetto a II, I' (supposto naturalmente che questo esista, e
che sian soddisfatte tutte le ipotesi del coroll. 1) valgono la
157) e le altre due seguenti regole di calcolo (deducibili
subito, o direttamente, o dalle (51), (52) particolarizzando
in modo evidente la scelta degli elementi ausiliari):

166) al(u—1)=a; (u, —1,) .

se e solo se esistono s, s, €Q, YE€II tali che sa=s,0, =7+,
Su - 8,7, =87 + 8,U,;

(67) a7 (u—1) + a7 " (u, — 7)) =7 (ru + 1y, — (174 137,)),

dove BEIL, r, r, € Q soddisfano alle (5).

Supponiamo che un semianello S contenga un sottinsieme
II moltiplicativamente chiuso, costituito da elementi sempli-
ficabili in 8 ([2], n.c 1) e soddisfacente alla cond. A) (n.° 1),
denotandosi con @ lo pseudogruppo moltiplicativo di S. Vedre-
mo nel n. successivo che esiste allora un anello complemen-
tare sinistro & di S rispetto a II ([2], n.e 2). L’insieme &
degli elementi di € della forma a—'b («€1II, b €8) & eviden-
temente (rispetto alle stesse due operazioni definite in &)
un semianello dei quozienti a sinistra di S rispetto a Il (cfr.
[2], n° 9, 2° capov., ricordando la cond. A)), il cui pseudo-
gruppo moltiplicativo (che risulta uno pseudogruppo dei quo-
zienti a sinistra di @ rispetto a II) denoteremo con Q. I1 grup-
po additivo § di &, considerato come un Q-modulo sinistro
tla moltiplicazione fra &Q e G essendo quella definita in
8 = §), & allora evidentemente un &-pseudogruppo comple-
mentare destro di G rispetto a II (ne 1: I'= @), ove G denota
il semigruppo additivo (commutativo) di S. considerato come
un @-pseudogruppo sinistro (la moltiplicazione fra @ e &
essendo quella definita in Q =8 =G). Ne segue che, se &
¢ un qualsiasi Q-pseudogruppo complementare destro di G
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rispetto a I, nel modulo (cfr. n.° 5, 2° e 4° capov.) $' pud essere
immediatamente definita, sfruttando l’isomorfismo col modulo
G (coroll. 1) che associa (penult. capov. del n.° 8) gli elementi
ammettenti una medesima rappresentazione y—'(a —1b), con
v€ll,a, b€S=G=T (e che subordina quindi su G liden-
titd), una moltiplicazione in modo che esso diventi la parte
additiva di un anello complementare sinistro &' di S rispet-
to a II

Se un semianello S contiene elementi semplificabili ed &
commutativo ([2], n.° 1), esso & certamente complementariz-
zabile (ad es.) a sinistra ([2], n.P 2, 9) e la cond. A) & sod-
disfatta; onde si presenta la situazione del precedente capo-
verso. Con le stesse notazioni, si pué dunque dire che la parte
additiva di un qualunque &-p.c.d. di G (n.° 1) non & altro che
la parte additiva di un a.c.s. di S ([2], n.° 2). Cid accade ad ex.
se 8 ¢ il semianello dei numeri naturali (e quindi & il corpo
dei numeri razionali).

16. - Dal teor. del n.c 2 e dai suoi corollari 1, 3 (p.to 2) e
11" =i trae facilmente il seguente

CorOLLARIO 13: Affinché esista un semianello dei quozienti
a sinistra & di un semianello S rispetto ad un suo sottin-
sieme II, moltiplicativamente chiuso e costituito da eiementi
semplificabili in S, (n.c 9) é necessario e sufficiente che sia
soddisfatta la condizione A) (n.c 1), ove si legga S invece di
Q. I1 semianello §, se esiste, ¢ univocamente determinato da
S ¢ I @ meno di isomorfismi.

Infatti (sufficienza della A)), detto @ lo pseudogruppo
moltiplicativo di S, e considerato il semigruppo additivo ¢
di S come un @-pseudogruppo sinistro (la moltiplicazione
fra @ e G essendo quella definita in @ = S =G, poicheé esiste,
per il coroll. 11', uno pseudogruppo Q' dei quozienti a sini-
stra di Q rispetto a II, esiste pure, per il coroll. 1, un Q'-p.c.d.
@’ di @ rispetto a II. 11 sottinsieme € el modulo (n.e 5, 2° e
4° capov.) 9 costituito da tutti i prodotti del tipo a—'u (2 €I,
u € G) & additivamente chiuso in § (per la cond. A)) e quindi
¢ un semigruppo (commutative). La corrispondenza biunivoca
fra Q' e G che associa gli elementi che -ammettono una mede-
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sima rappresentazione o—'u (¢ €Il, u€Q=G) permette di
definire nel semigruppo § una moltiplicazione rispetto alla
quale esso diventa un sopra-pseudogruppo Q@ di Q, isomorfo a
&'. Identificato Q' con Q (= 9), § diventa allora un Q-
pseudogruppo sinistro, la cui moltiplicazione fra & e ¢ (€ @)
coincide con quella dello pseudogruppo @ = §; quindi la mol-
tiplicazione definita nel semigruppo ¢ & distributiva a sinistra
rispetto all’addizione. D’altra parte, poiché dell’S-pseudogruppo
sinistro G esiste (per il p.to 2 del coroll. 3) un sopra-S-pseu-
dogruppo Q-isomorfo (per il teor. del n.° 2) al @-pseudogruppo
sinistro ¢, in G vale la (61), donde segue immediatamente
la distribuitivitd a destra rispetto all’addizione della moltipli-
cazione definita nel semigruppo §. Quest'ultimo & dunque ap-
punto la parte additiva di un semianello dei quozienti a sinistra
di 8 rispetto a II.

Se esiste un semianello dei quozienti a sinistra di un semi-
anello 8 rispetto ad un suo sottinsieme I, moltiplicativamente
chiuso e costituito da elementi semplificabili in 8, allora esiste
pure un anello complementare simistro di S rispetto a II. Infatti,
vale allora (coroll. preced.) la condizione A) del n.° 1 (ove si
legga S invece di Q). Basta percid provare che questa condi-
zione implica la condizione A) di [2], n° 2 (ove si legga II
invece di M). E invero, dati comunque a, b€ S8, y€II, per la
A) del n.° 1 esistono B, 3€II, ¢, d €S tali che

(68) fa=cy, 3b=dy.

D’altra parte (sempre per la A) del n° 1) esistono pure
r, s€S, v, €Il tali che =8¥=+y,. Da qui e dalle (68),
posto rc=a,, sd—="0,, segue allora v,@a=ga,y, b,Y=Tb,
donde appunto

Y12 + by =10 + a7,

con a,, b, €N, 1, €11

S essendo un semianello qualsiasi, un anello @, estensmne
di 8, si dird un anello delle differenze di S se ogni elemento
di @ & rappresentabile nella forma ¢ —b, con a, b €8. Dal
coroll. 11 discende facilmente il seguente
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CoroLLARIO 14: Di ogni semianello S esiste un anello delle
differenze, umivocamente determinato da S a meno di iso-
morfismi.

Infatti, del semigruppo additivo (commutativo) G di S
esiste (coroll. 11) uno pseudogruppo delle differenze D (I' = G),
che evidentemente & un gruppo commutativo. Mediante la posi-
zione

(¢ —b)(a, —b,) = (aa, 4 bb,) — (ab, + ba,)

(a, b, a,, b, €8), resta allora definita nel modulo % una
moltiplicazione (cfr. [2], p. 503) che lo rende appunto (come
agevolmente si verifica) il gruppo additivo di un anello, esten-
gione del semianello S. E poi chiaro (cfr. le regole (64), (65).
(66) in [2], n.° 14) che due qualsiasi anelli delle differenze di
S risultano isomorfi, mediante la corrispondenza che associa
gli elementi che ammettono una medesima rappresentazione
a—b (a, bER).

Evidentemente Vanello delle differenze di un semianello S
¢ il pin piccolo fra gli anelli che sono estensioni di S, nel
senso che ogni anello che sia estensione di S8 & pure estensione
di un anello delle differenze di S.

Dalle precedenti considerazioni segue che, se i simboli S,
I e @ hanno il significato detto allinizio del penult. capov.
del ne° 15, allora esiste un anello complementare sinistro &
di 8 rispetto a II il quale anello & un’estensione sia di un
anello delle differenze di S, sia di un semianello dei quozienti
a sinistra di S rispetto a II.

17. - Aggiungeremo qualche considerazione riguardante le
definizioni adattate, per comoditd espositiva, in questo e nel
precedente lavoro [3]. .

Premettiamo un’osservazione riguardante la definizione (do-
vata ad altri) di « pseudogruppo & dei quozienti a sinistra
di uno pseudogruppo @ rispetto a II» (no 1), II essendo un
sotto-pseudogruppo di @ costituito da elementi semplificabili
in @. Si potrebbe in tale definizione, per avere la maggiore
generalitd possibile, supporre Il un qualsiasi sottinsieme (non
vuoto) costituito da elementi semplificabili in @. Ma il sup-
porre (come sempre si & fatto) II inoltre moltiplicativamente
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chiuso diminuisce solo apparentemente la generaliti del pro-
blema d’immersione nella sua essenza (che, com’¢ noto, con-
siste nel trovare un sopra-pseudogruppo di § che sia dotato
di elemento unitd e nel quale ogni elemento di II abbia reci-
proco). Infatti, se H é un qualsiasi sottinsieme costituito da
elementi semplificabili in @, se esiste un’estensione Q' di @
dotata di elemento unitd e in cui ogni elemento di H ha
reciproco, in @' ha pure reciproco ogni elemento del sotto-
pseudogruppo (H) di @ generato da H ((H) ha invero per
elementi i prodotti finiti .h,..-h,, con h,, h,,..., h, €H);
e viceversa. In questo senso la definizione pilt generale suac-
cennata non offrirebbe quindi molto interesse.

Per quanto riguarda la definizione di « §-gruppoide dei
quozienti di un P-gruppoide sinistro G rispetto ad M » ([3],
p. 191, e nota?) del presente lavoro). essa avrebbe potute
porsi, piu generalmente, cosi:

Sia G un P-gruppoide sinistro, ¢ lo pseudogruppo P con-
tenga un sotto-pseudogruppo 1 costituito da elementi sem-
plificabili in P. Diremo che un P’-gruppoide sinistro <, esten-
sione di G (cioé P’ sopra-pseudogruppo di P, e G di G, e la
moltiplicazione fra P’ e & subordina fra P ¢ @ la preesistente),
& un P-gruppoide dei quozienti di G rispetto ad M se: 1°) P'
& dotato di elemento unitd; 2°) ogni § € M ha reciproco f—*
in P; 3°) ogni £§€ G & rappresentabile nella forma &=—=p""r,
con fEM, vEQG.

Si osservi che, se si suppone ulteriormente (come fatto in
[3]) che esista uno pseudogruppo & dei quozienti a sinistra
di P rispetto ad M, ogni sopra-pseudogruppo P’ di P soddisfa-
cente a 1°) e 2°) & un'estensione di un’immagine isomorfa di
8 (v. coroll. 11'), e quindi la definizione data in [3] e quella
data qui sopra risultano equivalenti.

Anche la definizione di « &-pseudogruppo complementare
destro di un @Q-pseudogruppo sinistre G rispetto a II, I'»
(n° 1) avrebbe potuto avere la formulazione piu generale
seguente :

Di uno pseudogruppo moltiplicative @ sia II un setto-
pseudogruppo costituito da elementi semplificabili in . Sia
inoltre -G -un Q-pseudogruppo sinistro, di cui sia I' un sottin-



(Q-PSEUDOGRUPPI COMPLEMENTARIZZABILI 123

sieme additivamente chiuso e costituito da elementi sempli-
ficabili (rispetto all’addizione) in G. Diremo allora che un
Q'-pseudogruppo sinistro §, estensione di G, é un @'-pseudo-
gruppo complementare destro (Q-p.c.d.) di G rispetto a II,
[ se: I°) @' & dotato di elemento unitd e (la parte additiva di)
& di zero; II°) ogni z€Il ha reciproco «* in @' ed ogni
<€ ha opposto — = in §; III°) ogni & €G & rappresentabile
nella forma E=a*(u—=+), con 2€Il, u€G, <€T.

Anche questa definizione é tuttavia equivalente a quella
del n.° 1, ove naturalmente si supponga inoltre (come fatto
in quel n.°): 1) che esista uno pseudogruppo Q dei quozienti
a sinistra di @ rispetto a II, 2) che ' sia un sotto-Q-pseudo-
gruppo di @. 3) che valga la cond. B).
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