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TRACCE SULLA FRONTIERA

DELLE FUNZIONI DI BEPPO LEVI

Memoria (*) di GIOVANNI PRODI (a Milano)

Sia Q un insieme aperto di uno spazio euclideo E == 
~2? ... , e sia r la frontiera di ~à. Indicheremo con W(Q)
la classe delle funzioni misurabili e localmente integrabili,
dotate di derivate prime (in senso generalizzato) 1) a qua-
drato integrabile in Q. Ad ogni funzione u E W(Q) si può as-
sociare una funzione u~’ coincidente quasi ovunque con u, che
risulta assolutamente continua lungo quasi tutte le parallele
ad un asse e conserva questa proprietà per qualsiasi rotazione
degli assi 2).

È ben nota l’importanza di questa classe per 1’analisi ; per
ragioni di brevità, rimandiamo alla bibliografia, in partico-
lare , ai lavori [7], [9], [10], [4] per una esposizione detta-

gliata dell’argomento, che è stato considerato da parecchi
punti di vista.

Il problema che qui vogliamo considerare è il seguente:
sotto certe condizioni di regolarità per 1’ si può pa,rlare, come
vedremo, di treccia di una funzione u E W(Q) su ~. Si tratta
allora di caratterizzare le funzioni definite su r che possono
essere traccia di funzioni di W. Da quando Hadamard portò

(*) Pervenuta in Redazione il 7 luglio 1956.

Indirizzo dell’A.: Istituto matematico, Politecnico, Milano.

1 ) Cioè nel senso della teoria delle distribuzioni (Vol. L. Schwartz,
[8], Voi. I, Cap. II).

2 ) Morrey, [7] ] Teorema 6, 3, pag. 195.
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la sua nota obiezione al principio di Dirichlet 3), non mi ri-

sulta che la questione sia più stata ripresa in forma generale.
Una condizione sufficiente è stata assegnata da Miranda [6] :
sotto certe ipotesi di regolarità per la frontiera, basta sup-

porre che la funzione definita su questa soddisfi ad una con-
dizione di Hòlder con esponente &#x3E; 1/2.

Nella prima parte del lavoro richiamo alcune nozioni e

pongo alcune premesse che hanno lo scopo di ridurre il pro-
blema al suo aspetto più semplice; mi riduco cos  al caso di

un semispazio. A questo punto, la trasformazione di Fourier
fornisce lo strumento più importante.

La caratterizzazione è data in due forme; in una mi servo
del prodotto integrale con un nucleo particolarmente semplice,
nell’altra mi servo della nozione di derivata di ordine 1/2,
secondo Riemann-Liouville.

Concludo poi con lo studio di alcune proprietà delle fun-
zioni-traccia, considerate come spazio di Hilbert.

§ l. - Supponiamo che l’insieme aperto Q sia connesso e

limitato. Per esprimere la nostra ipotesi sulla frontiera ~,
premettiamo alcune convenzioni. Indicheremo con A l’insieme

aperto di E cos  definito:

Con A+ indichiamo il sottoinsieme di A per cui è ~n &#x3E; 0,
con Ao il sottinsieme per cui è an = 0, con A_ il sottoinsieme
per cui è xn  0. Ciò posto, supporremo che 4)

I) per ognz punto z E 1’ si possa trova.re ~cn intorno V(z)
(in E) ed una corrispondenza ~’ = A (~) che lo rappresenti

3) Come è noto, Hadamard considerò il caso del cerchio e carat-

terizzò le funzioni in questione mediante una limitazione sui coeffi-

cienti di Fourier. Il semplice esempio di Hadamard sarà il nostro punto
di partenza.

4) Questa è l’ipotesi adottata da lYlorrey ( [ 7 ] p. 195).
4*
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biunivocaynente su A, in modo tale che

A e A 1 si,ano Zzpscl ~ltziane (uniformemente)
U ( z) f 1 o come immagvrce A.~
U(z) f1 r abbiac come immagine Ao .

Evidentemente, essendo r limitata, dalla copertura (U(z»
si può estrarre una copertura finita.

Può essere utile osservare che la condizione I) è soddi-

sfatta quando, nell’intorno di ogni suo punto, r ammetta,
con una opportuna scelta del riferimento, una rappresenta-
zione cartesiana esplicita del tipo

dove la 9 è lipschitziana e i punti di Q che si trovano nel-

l’intorno suddetto soddisfano alla relazione ..., 

Richiamiamo alcune proposizioni di cui faremo uso :

1] Una trasf ormazione bilipschitziana, come la A che ab-

biamo eonsid erato, tra due insiemi aperti Q e Q’ f a corr~is pon-
dere fra loro gli insiemi misurabili, in niodo eh,e il rapporto
t1.a le si mantenga compreso tra due valori 

rSe poniamo u (x) = u’ ( ~’) = A ( ~) ) induciamo una cor-

ris pondenza tra e W(Q’) che è un ~o~nor f ismo ri-

g u.ard o at l,ac quasi-norma 6)

Noi indicheremo questa corrispondenza con la notazione

u’ = A (1t).
Nelle proposizioni che enunceremo ora, noi supporremo che

SZ sia connesso, limitato e soddisfi alla I).

õ) Cfr. [ 7 ] pag. 190-191.

6 ) Cfr. [7] ] Teorema 6, 1. Usiamo il termine di quasi-norma per

IL perchè, come è ovvio, i u IL W(Q) = o non implica che sia u = 0.
Per la definizione di isomorfisni~ tra spazi di Banach vd. [11, Cap. XI,
§ 6.
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2] Si può definire su r una misura ipersuper f iciale che,
nella rappresentazione parametrica. indotta da A, . si es pr~me
~~zediante i.l classico integrale. Gli vrtsiemi ynisurabit~ di A.o
corrispondono a vns~,e~mi mi-surabil sit r e viceversa; il rap-

porto delle rispettive misure è compreso trac due co8tanti po-
sitive 7).

3] Per ogn i 1t E W(O), si (Indichiamo con
L’-’ ( ~2) lo spazio delle funzioni a quadrato integrabile in Q,
con la solita norma) 8).

Inoltre, detta c una costante reale, vale la disuguaglianza

do,.e la 8 dipende solo da Q.

4] Òg?I.i. ~c E T~(S~) essere prolungata i~~ un

insiem e aperto Q* tale che 0 C 0*, in modo che la f u_rczzone
che ottiene -appartenga. a W(0*) 9). (Con b indi-

chiamo la chiusura di Q).

5] Ugni funzione ~c E ’t~’ ( SZ) può eS8ere approssimata ifz

Tl’t, SZ) ~mediante funzioni. (1,i classe 61--,’cl. Questo risultato è

evidente riflettendo alla proposizione 4] e ai procedimenti di
approssimazione mediante polinomi di Stieltjes 10).

Potremo ora definire una funzione f su ~ in questo modo.
liano ( ~- ’ 1, 2, ....8) gli intorni che coprono r e

siano le rappresentazioni di questi su A. Avremo dunque
- Ao . Indichiamo con X l’iperpiano aen - 0 e con

1 X2 ---, un punto di X. Per assegnare una fun-

~ ~ Cfr. [7] ,Lemma 7,2.
~ ) Questo si deduce dal fatto che 2, nelle nostre ipotesi, è un’in-

sieme aperto di Sobolev ~( cfr. [ 4 ] pag. ~327 ) .

9) Si capisce bene la possibilità di un prolungamento di tal genere
quando si pensi che, in un cilindro del tipo di A, una funzione u E W (A+)
può essere prolungata -in A_ i ad es., per simmetria rispetto a A~ ,
Cf;. [4] ] ,Cap. 1, §§ 7 e 8~ .

10) ~fr. Stampacchia 191 § 5.
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zione su rassegneremo 8 f k ( ~) definite su co n

la cflndizione che sia tutte le volte che è

A-’(-x)=A-,(x). Indicheremo con lo spazio delle fun-
zioni a quadrato integrabile su ~; per queste, in virtù di

quanto detto in 2], potremo adottare la norma

Abbiamo allora il seguente risultato ’11) :

6] Esiste una ed z.cna so la tras f ormaz i one lineare v ‘ in
che fa corrispondere ad ogni u E W(Q) una v E L2(~), in modo 

*

ta.te che alle f 2cn~ioni di classe 1 in Q venga fatta corrispoit-
dere la loro traccia su r.

Si ha inoltre 12) 
’

Una volta dimostrata questa disuguaglianza per le fun-

zioni di classe 1, è facilissimo dimostrare il teorema, tenendo
conto del fatto che le funzioni di classe 1 sono un insieme

ovunque denso in ~~).

Aggiungiamo un’osservazione : sia ~c’~ una funzione coinci-

dente quasi ovunque con e assolutamente continua

lungo quasi tutte le parallele agli assi; allora nell’ipotesi I),
1t* (~) ammette tvrnite’ acl tendere di x ai picnti di r lrungo le

Z~arallete ad un asse, con eccezione di un insieme che si proietta

n) Cfr. [7] Teorema 7,1 pag. 200; Deny e Lions [4] Teorema 7,1
pag. 334.

12) Cfr. [4] ] formula (7,11). Nel corso del presente lavoro indi-

cheremo con C, C1, CZ certe costanti imprecisate.

13) Nelle nostre ipotesi, la funzione yu appartiene a Lq(r) con q

arbitrario per n=2, con q per n ~ 3. Noi, però, non faremo
n-2 

-

uso di queste precisazioni. Volendo caratterizzare le funzioni yu, cer-

cheremo invece di conservare per il loro spazio quella strutura Hilber-
tiana che naturalmente deve competergli.
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in un insieme di misura nulla stctt’iperpicruo ortogonacte 14).
La funzione che cos  si ottiene coincide con ylt.

L’operazione v si definisce localmente (quindi si può par-
lare di traccia su I’ anche nel caso di un insieme Q che sod-

disfi alla condizione I) localmente).
Viceversa si ha:

7] Supponiamo che, per certa funzione si

possano determinare s f zcyzzior~i Uk E dove { Z~’k } (k = 1,
2, ... , 8) è una eopertz~ra di i’ vrz E, 2n ntodo tale che Uk abbia

i 
come traccia su r i della f. Allora esiste 

f unzione ctci traccia 8U F è f.
La dimostrazione si ottiene in modo molto semplice:

indichiamo con Uo un insieme aperto tale che t7o C S e

~~-- Consideriamo un sistema di s + 1 funzioni

di classe 1: (xo (ae), (Xl (ae), ... , a$ (~) 13) tali che sia ak (ae) &#x3E; 0, il
;

supporto di ak sia contenuto in e sia 2 ak (x) = 1 per x E O.
- 

o

Prolunghiamo poi la definizione delle funzioni tutto

lo spazio, con valori nulli e poniamo ua = 0. La funzione
ti

u (x) - ~k è la funzione cei°cata.
o

Infatti si ha, ev identemente, 
’

Inoltre, avendosi per .r 6 F 
risulta chiaro che u ha, come traccia su ~, f. Ag-

giungiamo ancora una semplice osservazione. Per la funzione
u che abbiamo costruito si ha la limitazione, di dimostrazione
immediata,

dove le costanti C1 e O2 non dipendono dalle funzioni ’llk.

É opportuno richiamare, infine, questo risultato:

- ---- - - , --

14) Cfr. Stampacchia [9] pag. 30, dove il risultato è stabilito sotto

l’ipotesi, pi i generale, che la frontiera r soddisfi ad una condizione

di Banach-Vitali.

15 ) Questo sistema di funzioni può essere chiamato « partizione del-
1’unità ~ per !~1. (vd. Bourbaki, libro III, § 5, 11).
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S] Se esiste una f unzione u E W(Q) tale che f, allora
esiste anche una f unzione v E W(L ), amrnonica, ed una sotac,
tale che yv -.- f.

La dimostrazione di questo segue facilmente dalla nota

teoria variazionale 18) tenendo presente che le funzioni u E 
aventi traccia nulla sono, in virtù dell’ipotesi I), approssi-
mabili in mediante funzioni nulle in tutto un intorno

di r 11).

~ 2. - Sia E+ il semispazio aperto xn &#x3E; 0, X l’iperpiano
xn = 0.

Porremo ancora x = l xl , :£2’ ... , Abbiamo il

LE~arA 1. Sia f (x) E Z~ (X) ; allora e8iste una ed una so~nc

u(x) definita in E+, armonica, che gode di queste

a) -u (x, E L2(X) per ogni valore di xn e si ha

e. anatogayne~te per la

La funzione u si può rappresentare nel seguente modo:
lo spazio a n - 1 dimensioni (;1’ e~, ... , E.-~) ~ ~ ·

indicheremo il prodotto scalare + +~.. +
-~i- ~~-1~"~--1 . Per indicheremo con la tra-

sformata -di Fourier, ponendo

16) [3] Cap. VII.
1;) [7] Teorema 1,1 a pag. 200.
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dove l’integrale deve essere inteso nel ben noto senso della

teoria di Plancherel. Indicheremo la trasformazione inversa

con Ò ; avremo

Ciò posto, se f è la funzione indicata nel lemma, la u si

può rappresentare cos :

= ~~ -~- ~2 + ... + 
Per la dimostrazione rimandiamo al libro di Bochner e

Chandrasekharan 18).
L’unicità stabilita nel lemma permette di accertare che la

soluzione it può anche essere rappresentata mediante il clas-

sico integrale di Poisson ls).

dove è

Da quest’ultima espressione si ha che lim u (X, 3)n) = 

per quasi tutti i punti di X. 
x,, - 0

LE?1ITIA 2. Sia f E Lz (X) funzione diversa da zero solo
in un znsiei~ie limitato. Allora, condizione necessaria e suffi-
ciente perchè essa sia traccia di. zcncr f unzione v E W (E+) è

che, per la funzione u definita mediante la, (5) o la (5’) che
i-isolve il problema di Dirichlet per E+ , si cabbia zc E W(E+).

Per verificare che la condizione è sufficiente, basta osser-
,yare che la funzione f è traccia della zc (rappresentata dalla

18) [2] ] Teorema 69, pag. 137 : qui il teorema è stabilito per il caso

di due variabili, ma l’estensione è immediata.
19) [3] pag. 245.
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(5) o dalla (5’)) nel caso che questa appartenga a W(E+). Que.
sto è immediato se si tiene conto del fatto, sopra notato, che
f è il limite di u lungo quasi tutte le parallele all’asse :JJn.

Dimostriamo che la condizione è necessaria. Supponiamo
che il supporto di f sia interno all’insieme C .~ ( j ~ ~ y R).

Sia S la semisfera ~ s ~ = 0 e sia D l’insieme aperto
compreso tra C ed S. Per ipotesi, f sarà traccia di una fun-
zione v E W (E+), su ~. Sarà allora possibile costruire una

funzione v’ E W(D) che ha come traccia su C i valori cli f e
su 8 i valori assunti dalla zc : basterà ricorrere ad una op-

portuna  partizione della unità » 2°) in D, tenendo conto che
il supporto di f e la semisfera 8 non hanno punti in comune.
Allora in D esisterà una funzione armonica ú E che

assume su C U 8 gli stessi valori di ai. Per l’unicità della solu-

zione del problema di Dirichlet 21), essa coincide con 11. D’altra
parte l’espressione (5’) ci dice che la u ha integrale di Dirichlet
finito nell’insieme E+ D. Si deduce che u E W (E+).

Procedimento ora al calcolo dell’integrale di Dirichlet del-
la u, definita dalla (5), esteso ad E+.

Abbiamo, dalla (5),

Applicando il teorema di Plancherel, ~B"remo

Integriamo ora rispetto ad aen. Avremo

20) Cfr. nota ~~5).
21) Infatti, la differenza tra due soluzioni deve essere una

funzione continua sia nei punti che in quelli di C ; pertanto, deve

essere nulla.



45

Questa relazione deve essere intesa anche nel senso che cia-
scuno di questi integrali esiste finito solo quando esiste finito
1’altro.

Occupiamoci ora delle derivate ~n yn -1 2, ... n - 1)-P ’ ’ ’ )

Avremo

da cui

e, integrando rispetto y

Sommando membro a membro la (6) e la (7), (per m = 1,
2, ... , ~ 2013 1)~ avremo

Dunque f sarà traccia di una funzione quando
e soltanto quando sia

~ 3. - LEMMA 3. Sia X uno spazio euclideo,. siano (x
~2 , Y ... , le coordinate di un punto x E X; analogamente,
siacno (ç~, e2, ..., en-~) le coordinate del punto di uno 8pazio
:é4: di eguale dimensione. Sia f E e sia g E P (:-4:) la sua~

tras f ormata di Fourier. Allora, condirxione necessarzac e su f f i-
ciente perchè sia è elze sia (m= 1,
2, ... , n --~-1).

Indichiamo con ~m la trasformazione di Fourier che opera
solo sulla variabile la trasformazione che opera
sulle rimanenti. Analogamente per le trasformazioni inverse

~-, i .
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Porremo ... , ... , 

- 
..., ~’m+~ ~ ... , 

Supponiamo che sia ~~.g ~ ~) E LZ ( _ ). Avremo intanto, in

virtù del teorema di Piancherel, per quasi tutti i valori di 1;.,

Si avrà

In virtù di un noto risultato 22). si può affermare che la f,
per quasi tutti i valori di o,,, ... , ~~1, ... , 

funzione assolutamente continua di quando la si modifi-

chi, eventualmente, in un insieme di misura nulla, e che la

relativa derivata è a quadrato integrabile in X.
Si ha precisamente,

Invertendo il ragionamento, si trova che, se f E W (X),
~~)j6L~E) e vale la (10).

Ritorniamo ora alla relazione (9), che cercheremo di in-

terpretare. Distinguiamo il caso n &#x3E; 2 dal caso n = 2.

Sia n &#x3E; 2.

Porremo la (9) nella forma equivalente .

22) Vd., ad es., [2] Teorema 64, pag. 128.
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Poichè g ( ~), essendo la funzione f diversa da zero solo in
un insieme limitato, ha derivate di tutti gli ordini, e poichè,

d’altra parte, è a quadrato integrabile in un intorno
i r- 

dell’origine (essendo n &#x3E; 2), si avrà

Consideriamo ora la funzione essa non è nè in-

tegrabile nè a quadrato integrabile in X. Se si pone però

xl- - ~--t~+j ==~i(! a* l) + ~(! ~ [), dove è nulla per I ae  1

e ~2 è nulla per I x I &#x3E; 1, risulta a quadrato integrabile in
X e ~2 integrabile in X.

Possiamo, tenendo conto di questo, calcolare la trasfor-
- 

, 
3

mata di Fourier di 2. Applicando note formule che

riguardano le trasformate di funzione radiali 23), si ottiene

dove kn indica una costante diversa da zero. Tenendo conto
del fatto che f, essendo nulla fuori di un insieme limitato,
appartiene tanto a L 2(X) quanto a e ricordando l’os-

o - 1 3

servazione fatta sopra riguardo alla funzione i x l-~~~!, pos-
siamo applicare un noto risultato sul prodotto integrale 24).

.Kvremo :

23) Vd. [ 2 ] , Teorema 40, a pag. 69 e [ 5 ] , § 13 a pag. 29.

24) Ricordiamo che il prodotto integrale f *g si può definire quando
e e allora appartiene a L2(X); inoltre esso soddi-

sfa alla limitazione
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Concludendo, la relazione (11) equivale alla relazione

e si ha, sostituendo, nella (10), alla f
questo prodotto integrale,

Sia n = 2. f e g saranno funzioni di una sola variabile ; X e
E indicheranno ora le rette oo  x  -~- oc, ~ ~ -f- 00.

- - ~

In questo caso /(j?) * ) x non sarà più, in generale, a qua-
drato integrabile. Decomponiamo f in una somma di due fun-
zioni f,~ , f 2 , entrambe nulle fuori di un intervallo limitato,
in modo tale sia di classe 1 e

in conseguenza, avremo

Porremo ~(f 1) = 91, Sf(f2) 92 .. Si riconosce facilmente
- ~ 

’

che ora (X); pertanto, in esisterà il

limite ~ .

L’espressione sotto il segno di limite si può scrivere

e, in questa forma, è evidente che, per ogni valore di ; =~= O,
~

essa converge verso gl ( ~) ~ ~ ~ ~ . Si avrà allora
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D’altra parte, essendo si ha che

e, con gli stessi calcoli fatti sopra, si trova

Poichè g = gi + 92’ la condizione (9) equivale a questa :

Si può allora applicare il lemma 3 : la (14) equivarrà alla
~

relazione fi * x e si avrà

Sommando membro a membro questa con la (13) e appli-
cando il teorema di Plancherel, si avrà

Applicando il lemma 2, possiamo concludere enunciando il

seguente

L~ n~ ~e 4. Lac re t a~z~one f * x ~ ~--~t+~ E ’’GP (X) è condizione ne-
ce88aria e sufficiente perchè una f unzi one f diversac

dac zero so lo in ~cn insieme limitato, sia tracc~ia di una 
~a E W (E+).

Per passare a caratterizzare le funzioni f E L2 ( r ) che sono
traccia di funzioni u E W(Q), sempre ammettendo l’ipotesi I ),
occorre premettere altre considerazioni.
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~ 4. - Premettiamo ancora due le~l1~ui

LEMlB~IA 5. Sia u uncz fitnzione appa~~tercefzte a 117(A _~.) ’-’S~
e sz,a ïU = f su Ao. Allora, comunque si prenda su 1B.0 un in-
sie~ne aperto A* tale che C Ao, si può costruire una fttn-
zione u* E W(E+) tale che, su A~’, si abbia~ 1’1/,* = f.

La dimostrazione si ottiene facilmente in questo modo : si

considera l’insieme l~i dei punti 3J == (x, tali che x E A’~,
0  sn  1/2; sia una funzione definita in E~", di classe 1,
che assume valore 1 su W e valore 0 fuori di lB+. La funzione

soddisf a, evidentemente, ai requisiti voluti.

LEMMA 6. Sia f una f urczione diversa da zero solo su
Ao; per un certo insie~ne aperto A’ tale che A’ C Ao, si abbia

f * x W (A’) ( con questo si intende che la restrizione di

f ~ ~ z ,-n+~ apPartenga a W (A’)). Attora, u~z arbitrario

vnsie~ne aperto A" tale che A" C A’ , si può costruire una

f nnzione f *’, nulla f uori di un zns~eyne ti~nitato, che co~e
con f su A’’ e tale che si abbia

Infatti, sia a(x) una funzione di classe 1 che assume va-

lore 1 su A" e valore 0 fuori di A’. Poniamo f* = fa.
Si avrà, evidentemente, a ~ ( f ~ ~ x l-n+~) E W((X). Inoltre :

- - 

~ La funzione [x(d?) 2013 x(~)] lae-~I--~~-;-¡, che compare come
nucleo nell’ultimo integrale, ammette derivate parziali rispetto

25) Teniamo presente che ~1 ~.. è il cilindro aperto (I z 1 1, 0~~~1).
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alle variabili (xm) che, per i) - x possono essere maggiorate
da una funzione del tipo k x il ~-~~+~.

Da ciò si deduce che l’integrale in questione ha derivate
parziali che sono a quadrato integrabile in ogni insieme misu-
rabile limitato.

Si verifica poi direttamente che, per valori di I ae I maggiori
di 1, f* ammette derivate prime continue e che que
ste sono a quadrato integrabile nell’insieme (i x &#x3E; 1). Tanto

basta per poter affermare che f ’~ ~ ~ ] z W (X).
Si vede anche facilmente che si può porre la limitazione

dove le costanti Ci e C 2 non dipendono dalla funzione f , ma
solo da A’ e A".

Teniamo ora presente l’ipotesi 1) e il modo con cui ab-

biamo definito una funzione f su ~.’; per comodità, prolunghe-
remo la definizione delle funzioni f a tutto attribuendo

loro valori nulli fuori di Ao. Abbiamo allora il

TEOREMA 1. Sia Q un 2nsieme aperto, t~rnitato e connesso,
dotato di frontierac r sod,dis facente all’ipotesi I). Condizione

necessaria e sufficiente perchè una f unzzone f E LZ ( r), rap-

presentatac locaZmente mediante le f k (x) ( x E Ao), sia

traccia d2 una funzione u E W (Q) è che si x 2 E
E W (A’), dove A’ è un quaclsiccsi imieme aperto conte~cuto con
la sua chiusura in Ao .

La condizione è necessaria; infatti sia e sia

Yu = f. Indichiamo con uk le restrizioni agli intorni Ux
e poniamo t+i (cfr. § 1, 1]). Le funzioni uk appar-

tengono a lV(A+) e hanno su Ao come tracce le f ; prendiamo
ora, ad arbitrio, su Ao , un insieme aperto A’ tale che A’ C Ao .

Preso allora un altro insieme aperto A* tale che A’ C A~’,
A~ C Ao, per il lemma 5 possiamo costruire una funzione

11,: E W ( E+) tale che la traccia ¡u* = f* coincida con f su A ~’ .

In virtù del lemma 4, si avrà allora x ~~’’~ ~ E 
a fortiori, f ~ ~ , x ~~ ~ E W ( A~ ; ora, su A*

e poichè si ha è ( f x f k ) ~ ~ x j-"+ ~ E.C°° (~’).
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Si deduce che è ~--~~+-~ E W(A’).
Dimostriamo ora la sufficienza. Consideriamo un insieme

aperto A ~ tale che gli insiemi costituiscano ancora

una copertura di r. Prendiamo poi un insieme aperto A’ tale che

~ ~ C A’ e A’ C Ao . Per ipotesi sarà f x ~ ~ x ~’-’"+ ~ E W (A’ ).
Allora, per il lemma 6, esisterà una funzione f x definita in

~, nulla fuori di un insieme limitato, coincidente con fk su

A* e tale che Per il lemma 4 esisterà

allora una funzione Uk E W (E+), armonica, che ha, come traccia
su Per la proporzione 1] del § 1, la funzione ux = 
appartiene a Teniamo ora presente che la funzione 
ha come traccia la funzione f sull’insieme d.x 1(A’~ ) ; ma poichè
gli insiemi costituiscono. una copertura di ~, appli-
cando la proposizione § 1, 7] si può costruire una funzione

che ha, come traccia su ~, f. Il teorema risulta cos
completamente dimostrato.

È opportuno ora enunciare una limitazione che vale per la
funzione u che abbiamo costruito, in base alle limitazioni che

valgono x ~~"+ ~ 3 in A’ ; per questo basterà riesaminare
la dimostrazione del teorema, nella seconda parte. La (16),
unita con la (8) e la (12) (o la ( 15)) ci dà

D’altra parte, si ha molto facilmente in A+ la limitazione

Tenendo presente che (lemma 6) e applicando la

(17) si ha

Ricordiamo ora quanto detto nel § 1, 1 ~ a proposito delle
trasformazioni bilipschitziane tra due insiemi aperti e dell’iso-
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morfismo che stabiliscono tra gli spazi funzionali IP e tra gli
spazi funzionali W. Tenendo presente la (4), abbiamo infine~

§ 5. - Per caratterizzare in un altro modo le funzioni defi-
nite su r che sono traccia di funzioni di W(Q), richiamiamo
la classica definizione di derivata di ordine a (reale qualun-
que), secondo Riemann-Liouville.

Prenderemo, per semplicità, 0  a  1; considereremo fun-
zioni f definite in uno spazio euclideo a n 1 dimensioni ~~. Il
a quadrato integrabile e diverse da zero solo in un insieme

limitato.

Supponiamo dapprima allora, secondo la defi-

nizione di Riemann Liouville, si pone 26)

Si verifica facilmente che si ha

Ma questa espressione può avere significato anche quando
non sia f E W(X). Noi diremo che una f unzione f E L2(X), nulla
f uori di un insieme limitato, ha derivata di ordvne a rispetto
a ,x  1), a quadrato integrabile in X, se l’integrale

Preferiamo prendere, come estremo inferiore di integrazione,
- oo anzichè 0, perchè ciò introduce delle semplificazioni e rende più
chiara l’esposizione. (Cfr. Leray [5], pag. 24).
5*
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hac derivata ~°zspetto ad ~,~ ( i o senso generalizzato) a qua-
drato integrabile in X 27).

In modo analogo parleremo di derivata di ordine a, di

f E L2 ( X), a quadrato integrabile in zcn insieme aperto A .
A proposito occorre osservare che l’operazione di deriva-

zione di ordine a non ha carattere locale, potendo essere uguale
a zero la funzione in un insieme aperto, senza che lo sia la

derivata; ma la proprietà di avere derivata di ordine a ha

carattere locale. Precisamente: il fatto che una funzione
f E L2(X) abbia derivata di ordine a, a quadrato integrabile
in certo insieme aperto ~1, non dipende dai valori che f

f uori di un insieme aperto arbitrario che contenga 11.

Si ha allora il

LEMA1A 7. Condizione necessaria e sufficiente perchè una
funzione f E L2(X), nulla fuori di un insieme limitato, abbia
derivate di ordine 1/2 a quadrato integrabile in X, è che, detta
sempre g la tras f ormata di Fourzer di f, si abbia

Porremo, con gli stessi simboli del § 3,

Avremo, per il teorema di Plancherel,

Moltiplichiamo ambo i membri per i e integriamo ri-

spetto a ~m . Otterremo

---- -.- - 

27) Ciò implica che l’integrale in questione coincide quasi ovunque
con una funzione che è assolutamente continua rispetto per quasi
tutti i valori delle altre variabili.
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Supponiamo che, per un certo valore di (x~, ... , y 9

... ,  si abbia

Teniamo presente che la derivata di ordine 1/2 può essere
indicata cos

dove il simbolo * indica il prodotto integrale eseguito ri-
m

spetto alla sola variabile e con L indichiamo, con6

venzionalmente, la funzione che è uguale a i &#x3E; O e
Va~

uguale a O per j?~  0.

Con calcoli elementari si trova poi che è

dove

Possiamo allora ripetere le considerazioni che abbiamo

fatto nel § 3 per giungere alla (15). Avremo

dove si deve intendere che la ha derivata
m

rispetto ad ~~, a quadrato integrabile se e soltanto se la fun-
zione a secondo membro è a quadrato integrabile.
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Ricordando che è ~ i v (C.) =1 e tenendo presente la (22),
si ottiene

Ma la condizioné g(9) E LZ ( ~ ) (m =1, 2, ... , n 1)
è equivalente alla (9). Pertanto :

la condizione f E L ~ ( X ) è necessaria e su f f ie-iente per-
chè una f unzione f nulla f uori di ~cn insieme limitato,.
sia traccia di una f unzione u E W (E+).

Veniamo ora nuovamente all’i~nsieme aperto S2 ; possiamo
enunciare il seguente teorema..

TEOftEMA 2. - SZ un insieme aperto limitato e eorvr~esso,
dotato di frontiera r 80ddisfacente all’ipotesi I). Condizione
necessaria e sufficiente perchè una f unzione f E LZ ( r ), rap-
presentata localmente med~,acnte le f unz~ony ... ,

traccia di una f unzione u E è che le

funzioni fk abbiano deri,vate di ordine 1/2, rispetto a cictscuna
delle variabili, a quadrato integrabile in ogni insieme aperto
A’ tale che A’ c Ao .

La dimostrazione si fa seguendo punto per punto quella
del teorema 1, con questa sola ovvia modificazione : tutte le

volte che, per una funzione f a quadrato integrabile in un

certo insieme aperto W, si scrive là la relazione f ~ ~ i o 1-+: E
E W (W), qui si deve porre la condizione che - f abbia derivate
parziali di ordine 1/2 a quadrato integrabile in ~’ . Sarà bene,
però, notare esplicitamente cflme si modifica il lemma 6:

LEMMA 8. Sia f una f unzzone diversa da zero solo
su Ao; f abbia inoltre le derivate di ordine 1/2 a qz.utdrato mte-
grabile in un ins~e~me aperto A’ tale che Ã’ C Ao . Allora,
preso un arbitrario insieme c~perto A" tale che Ä" C A’, si

può costruire una f unzione f* che coincide con f su A" e che
ha derivate di ordine 1/2 ac q~,adrato Zntegr~tbzte in X.

Per la dimostrazione si prende la funzione a come nella
dimostrazione del lemma 6 e si pone f ~ = a f .
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Si avrà, per la variabile sm ,

Ora, il primo termine a secondo membro ha senz’altro de-
rivata rispetto ad xm a quadrato integrabile in ~, per il modo
con cui è stata presa a. Il secondo termine ha derivata ri-

spetto a sm che si può ottenere derivando sotto il segno di

integrale e questa risulta a quadrato integrabile in ogni in-

sieme limitato di X. D’altra parte, considerando che la fun-

zione f* è diversa da zero solo in un insieme limitato, si rico-

nosce immediatamente che derivata rispetto a

xm a quadrato integrabile nell’insieme ~ ae &#x3E; 1.

§ 6. - Concludiamo con l’enunciazione di alcune proprietà
dell’insieme delle funzioni-traccia definite su r, insieme che
verrà dotato, in modo naturale, della struttura di spazio di

Hilbert.

Osserviamo dapprima che, se nella (2), con cui abbiano

introdotto la norma in L2 (r), noi consideriamo, anzichè Iliii-

sieme Ao , y un insieme aperto A’ C Ao , noi otteniamo uno

spazio isomorfo con L2(r) purchè «li insielili ~k 1(A’) (~ = 1,
2, ... , s) costituiscano ancora una copertura di ~. Per sem-

plicità, indicheremo ancora con il nuovo spazio.
Notiamo ancora ehe la condizione di coi parla il teorema 1

rv~nane ancora suf ficiente quando la si richieda per un pa1.-
tièolare znszeme aperto A’ tale che A’ C Ao , purchè gli in-

eostztuzsectno aneora eopertura di r.

Ciò posto indichiamo con A’ un cerchio aperto, di raggio
 1, con centro nell’origine di X, tale che gli insiemi 
siano una copertura di r. Chiameremo spazio delle
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fun.zion i tali che si abbia fk ~ ~ ~c I-n~ ~ E T~~~’), 2
dotato della 

È chiaro che questa norma si può ritenere indotta da un
prodotto scalare. Si vede poi facilmente che lo spazio T(~)
è completo. Infatti, consideriamo una successione { f m } 
== ( f m, k) 2, ... , s) tale che 1m E 
( m’, Si ha, intanto, dalla (24), ji~2013/~jj~(r)--0.
Esisterà allora una funzione tale che f m --~ f in 

Si ha ora

- 2013M-L~ 3
Ma la successione f m, k ~ ~ x convergente secondo la

quasi-norma di ~V(.~1’) : essa convergerà perciò anche in W(A’)
- - l 3

verso I x 1-"+:.
Sappiamo ( § 1, 7]) che tra le funzioni u E W(Q) che hanno

la stessa traccia su r ne esiste una ed una sola per cui

assume il valore minimo ; questa è armonica in Q.
Consideriamo l’insieme A(Q) delle funzioni v che hanno tale

proprietà; se lo dotiamo della norma

questo insieme diventa uno spazio di Hilbert.

Abbiamo allora il

TEOREMA 3. L’operazione di. traccia stabilisce ur~ i8omor-

tra e T (r).
Infatti, il teorema 1, completato con una osservazione fatta

28) ~ opportuno ricordare che le funzioni f sono definite in A,
(in modo tale da soddisfare alla condizione «di raccordo») e che il

prodotto integrale f k * I x ¡-t~+~ si intende definito prolungando le /
fuori di A o ~on valori nulli.
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all’inizio di questo paragrafo, dice che l’operazione y pone
e T(r) una corrispondenza biunivoca.

Sia ora f E T ( r). Per la particolare funzione 

tale che Y-u f, che abbiamo costruito per dimostrare il teo-

rema 1, si ha, in virtù della (20),

A fortiori si avrà, per la v E ~ ( S~) che ha per traccia

Inoltre si ha, come si dimostra facilmente,

Da questa si deduce che è

Perciò la corrispondenza che fa passare ùa T ( r ) ad A (Q)
è lineare; per la biuni~-ocità della corrispondenza, in virtù di
un teorema di Banach, anche la trasformazione inversa è li-

neare.

Enunciamo da ultimo un teorellla che stabilisce una inte-

ressante proprietà di T(F), considerato come sottospazio di

L2(~) :
TEOREMA 4. L’operazione di immersion~ di T (r) in L2(T’)

è conipletamente continua.
Si tratta di dimostrare che una successione { f n } tale che

sia e è relativamente compatta
in L2 ( r ). Consideriamo la successione } delle funzioni

E _1 (0) tali che == f n. Per il noto teorema di Rellich 2~)
potremo estrarre da questa successione una successione con-

v.*rgente in L2 (Q). Sia questa 
Consideriamo la differenza

29) Che vale certamente per insiemi aperti soddisfacenti alle nostre

ipotesi.
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Applichiamo la limitazione (3) tenendo presente che si ha,
per la (25),

Avremo

da cui risulta che la successione parziale { f ",k ~ è convergente
in I~(~). 
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