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SULI’UNICITA DELLA SOLUZIONE DEL PRO-
BLEMA DI DIRICHLET PER LE EQUAZIONI
LINEARI ELLITTICHE IN DUE VARIABILI

Nota (*) di Bruno PiN1 (a Cagliari)

Consideriamo l’equazione

1 Jqul= ; u N
1) £u] = o, ”a.,(x, y)m =flz, y)

ellittica in un certo dominio . Sia 9 un dominio conte-
nuto in T ; il problema di Dirichlet per Yequazione (1) rela-
tivamente al dominio 9 consiste nella determinazione di una
funzione u(z, y) tale che

ful=f in D—FD

k
e D, k=01, n—1,

essendo v la normale alla §9, rivolta per esempio verso lin-
terno di 9.
In un lavoro di Viscik') e in uno di Browder?) & provato

(*) Pervenuta in Redazione il 9 ottobre 1956.

Indirizzo dell’A.: Istituto matematico, Universita, Cagliari.

1) M. I. VIsclk, Sui sistemi fortemente ellittici di equazioni diffe-
renziali, Mat. Sbornik, 29 (1951)) (in russo).

2) F. E. BRowber, Strongly elliptic systems of differential equations,
Contributions to the theory of partial differential equations, Princeton-
New Jersey (1954). Notiamo che l'affermazione che ci interessa e che
noi intendiamo relativa a una equazione d’ordine 2n in due variabili, in
questo lavoro di Browder e in quello di Viscik citato in 1) é provata,
pit in generale, sebbene da un punto di vista solo qualitativo, relativa-
mente ai sistemi fortemente ellittici in un numero arbitrario di varia-
bili.
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che, sotto certe ipotesi sui coefficienti, termine noto e dati al
contorno (che in entrambi i detti lavori s’intendono assunti
dalla soluzione in un certo senso generalizzato) la soluzione &
unica se il diam.9 & sufficientemente piccolo.

In un precedente lavcro di Bremekamp ®) questa afferma-
zione, relativamente al problema ordinario, era stata provata
per quella particolare -equazione del quarto ordine in cui il
gruppo dei termini contenenti le derivate quarte & il laplaciano
iterato.

I ragionamenti di Bremekamp, a differenza di quelli di
Viscik e di Browder, sono del tutto elementari e hanno il
pregio di permettere la determinazione esplicita di un confine
superiore per il diam 9, tale da assicurare il verificarsi di
quanto sopra affermato. Con una preventiva osservazione i
ragionamenti di Bremekamp si possono facilmente estendere
cosi da conseguire un risultato analogo a quello di questo A.
per la pil generale equazione ellittica d’ordine 2n; riteniamo
percido non del tutto inutile mostrare cio.

1. - Dallipotesi di ellitticitad per la (1) segue l’esistenza di
una costante positiva 3 tale che

‘3_‘;“%(% YN > 3(X* +pu*)* per (2,9) €F.

Ne segue, indicando con A, Poperatore A =293%/3z*+ 3%/dy*?
iterato k volte, che anche Pequazione

ity

ij —— —eAu =
‘-[-?22” a"(x’ y) ax,ay’ € ”“ 0

& ellittica se ¢ ¢ un numero positivo minore di 3.
D’altra parte la forma binaria

2y ay (@, y)Ap —e(A* 4 p3)",
itj=2n

che @& definita positiva, si pud esprimere come somma di due

3) H. BREMEKAMP, On the partial differential equations occurring in
the theory of the elastic plate, Nieuw Arch. Wiskunde, XXII (1947).
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quadrati
2 ”
3, (?h o (2, YN rpk),
1

Pertanto I’equazione (1), se i coefficienti si suppongono op-
portunamente regolari, si pudé sempre presentare nella forma

1 u) = edyu 4 2”. (:zh“ih(x, v) mu )(z)

2 zn——hayh

P otiu
+ Ny gzn_l ﬁn(»’ﬂ, Y) 5_:4—:‘3_1/’ =9z, ¥):

s'intende che

n ™ (2)
(Z.:h“ih(x: )] W) =

__ﬁ o % . "u
= .k“ik(z, Y) AT Fy* .ha:h(-"?; y)m .

2. - Facciamo ora un paio di osservazioni che saranno utili
nel seguito.

Sia u(2, y) una funzione di -classe CC®) in D — FD e di
classe CC") in 9 tale che

ditiy

W: su FO per i+j<n—1

Indichiamo con [m] il piu grande numero naturale conte-
. nuto nel numero positivo m, e con
*u ku oFu
F E\Aa k) A k—1a.7"" ) a. k
dzF’ 9z 1y dy
una forma quadratica nelle derivate k-sime della w.

Ebbene, se¢ a(z, y) ¢ una funzione di classe CG+N) in D,
si ha

; [
(2) /‘]au;é:—;".dxdyz [[
1) D

Supponiamo di aver provato cido per i 4 j < m e mostriamo
16 .

15

]

2

3y Frdzdy per 14 j<<2n—1.
°
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che cid & vero anche per i 4 j—=m. Si ha

[ 9 QliaHiil gy gi+Hi—isi—Lilsly
/ Y 33y id’dy (_1)['/2]“"’]/ Syl 37+ BTy i 929y =
D

3o+1—2l‘/2]-’u/’] v
— (— -
(— 1ys/aHLil2l ( / / dzi—2lizl gy i -dilzl dzdy +

- Iht+ky  Piti—liiz—liiz] 4y
+ Zm / / Ok s ay* 3Ty d”d”)
)

ove
QUi g
V= Sl gy

e le by, sono certe derivate di @ moltiplicate per certi fattori
numerici. Ora il primo integrale all’ultimo membro é uguale
a uno dei seguenti

/ / av’dzdy , — / — vzda:d f da — vdzdy ,
9P
av av 1 %%
~—— v’ d
f f %353y T 2373y ) ady
(rispettivamente secondoché é: i pari, j pari; ¢ dispari, j pari;

i pari, j dispari; ¢ dispari, j dispari). L’integrale che figura
sotto la sommaria si scrive

h+h HHI—lH21—Tj/2] o
— 2]
(=1 [ [ oz "ay‘( hie Ea:‘—(‘/’lay1~{1/zl) dzdy
che & eguale a una somma d’integrali del tipo
8'+'u
[ 2

con 748 <i-j. Da cid si deduce subito laffermazione.
Inoltre se a(z, y) é una funzione di classe O(**™) in D,
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nelle ipotesi gia fatte su u, si ha
nim

" [+
@ ff ] "‘—‘ay‘ ax““‘l‘ayf dy:!f ?k Fidzdy per m<n—1.

L’integrale a primo membro & uguale a

am o"u
(— 1= ,5[) [ ¥ 3o gyt (" 3213yl ) dady

da cui sviluppando e tenendo presente il risultato precedente
si ha quanto si & affermato.

E quasi superfluo notare che ogni volta che si applica il
teorema di Gauss-Green s’intende che ci riferiamo a un do-
minio interno a 9, di frontiera opportunamente regolare, che
si fa poi tendere a 9.

3. - Torniamo ora all’equazione (1’). Supponiamo che i
coefficienti a;(z, y) siano di classe C(*) e i coefficienti B, (z, y)
di classe O+ in G.

Supponiamo che la F9 sia costituita da curve regolari.

Vogliamo provare che se diam 9 < d, essendo d un certo
numero positivo che risultera determinato da cido che segue,
una funzione u(z, y), di classe CC™ in D —FD e di classe
CcGn) in D 4, tale che

f{4]=0 in D9—FD

4) i Cy
— —1
| 323y 0 su F9 per i4j<<n—1,
¢ identicamente nulla.
Si ha
)] f [ ulspudzdy = / f (Apw)'dzdy per n=2p,
[5) )

4) L'ipotesi che la u(z, y) sia di classe O@»—4) in 9 & riducibile;
cfr. B. PiN1, Sul problema di Dirichlet per le equacioni a derivate par-
ziali lineari ellittiche in due voriabili, Rend. Sem. Mat. Univ. Padova,
XXV (1956).
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(5’)9[ j .quﬁ_l udzdy = — g/)j

" o™u :
© [ / Wit Ja—idyi (“"" dzn—* ayk) dody =
)

N "u omu
=(—1) /[a., Lhk 92" 3yi 3z —Fay* dzdy +

2
~a—x—) + (éa%‘;q) ] dxdy per n=2p+41

(aAPu 2

omuy u
—_— ”Emr ifmr ’
(= 10 S [ [t i 5o T andy

essendo le vy, certe derivate di «; moltiplicate per certi fat-
tori numerici ed m < n. Allora, in base alle (2), (3), (5), (5

e (6), integrando u £[u] =0 su 9 e tenendo presente che
2n —1

=mn—1, si ha

2
/] ls(Apu) +E;(Zha,ha 3 Ay ) +”Z_k Fyldzdy=0 per n=2p
[}
D
, aApu aA,,u ( o*u |\’
(7) [ / 3 [( - ) + Zi{Zhain S_x”"‘ay") +

n—1i

+Eka£dxdy—0 per n=2p+1.

Osserviamo poi che se n — 2p si ha

asp—-z azp azp._1
f / Jz?P—2—2 3y Jx2p—2 Jy*i dzdy= j / (axzﬂ—l—(*-l-z)a *—I—:) dzdy;

se n = 2p 4 1 si hanno formole analoghe ponendo du/dz oppure
du/dy al posto di u. Pertanto se n=2p

N p—-1 J2p—2y )
(8) // A,,'u %; m dIdy = —/:/ (D”_l dxdy
D )

essendo @,_, -una combinazione a coefficienti costanti posi-
tivi dei quadrati delle derivate (n—1)-sime della w.
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Analogamente se n=2p 41

BA,'u gt J2p—2 g; aA,,uP“ J2p—2 g:
8) iagee—a—= 3y26+ azzp—-z—-ziayzi dzdy=

= — // D, _,dzdy
)

ove @, _, ha il significato gia specificato.
Infine se le M(z, y) ed N(2, y) sono funzioni continue su
9® insieme alle derivate dM/9z e dN/dy, si ha

o o= Bl el
=[5 [+ S5 +
+ (N ik a_x? a:k—" + ax‘e;;’l‘r’—")zl +
e+ el

k2] oktiy 2 Akt+1iy 2 e
(ax"+l" ay‘) + (az‘ay’“rl—") |

dzdy =

dzdy

i
L

per k=0, 1, .., n—2. Poniamoci nel caso di n =2p (in
modo del tutto analogo si procede se n = 2p + 1). Sommiamo
alla (7) la (8) moltiplicata per 2¢A e le (9) per k=0, 1, ...,
n—2; si ha

J2p—2y 2 2 ru 2
(10 U g Apu+-x 2‘. M) + u;(zhashw) +

ny—z [lgz] (M LT} ety 2
+ PLA [ * gk gy + @k_;-l—iayi) +

aku ak-}- u 2‘ n—1 _
+ (N'k dziy— + ozt dyet 1_.) + ?k W $ dzdy =0

1 6=
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dove
[u-—z

AIETENEE,
w"‘l = 2eA (p"—l + Fo— ?‘ [(axkl—iayi) + (aziayu—l—d) ] i

S e

V= — o (B i) + Pt

=

aN.', ”n—2 2 ( 3" —21‘ \2
5™ M) | -

*ZTr men e
() + ()|

%,
¥, , per j=38, .., n—1, si ottiene da W,_, sopprimendo il
primo termine e ponendo n — j al posto di n —2;

Moo

oN,
Vo= Fo+ (5 — Mio+ 30 —

3y N:o) u®.
Indichiamo ora con W, la forma binaria di grado 2k che
si ottiene dalla W, ponendo o/ al posto di _8"+fu/a:‘8y1.
Intanto si pud scegliere A in modo che W, , sia semidefi-
nita positiva. Fissato A, poniamo

3N i,n—2
oy

auc', n—2

a1 —Z

2 2
—Nin—2 — Vi, n—2=0

2 2
Mi, n—2— Pi,n—2 =0,
essendo i, n—, € ¥4, n, delle costanti positive scelte in modo che

p—1 . —
. elz( zi o2p—2—2% Bzz)z + F”__z _.I_
.
n—2
+ 22' (l-"f, n—p QIN4—2 B2 Vi g a2 Ban—s—2é)
.
n—3

—_ Zi:i [a‘*"‘ - 4—2i Bzc _|_ am’ﬁzn—4—zi]
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sia semidefinita positiva. Per soddisfare le (11) basta prendere

Mi,.= i, n—z tE i w2 (T—T0) , Nin—2=Vin—2tgVv; n—2(Y—"Yo)

LT —Ze<

<Y—Yo<

G »
2 B4, n—2 2!-'-&, n—2 2Vi, n—2z 2Vi, n—2

(%o, Yo costanti)

In particolare si pué prendere i, n_, ="V n_.

In modo analogo si determinano successivamente le M, ,_,,
wey Moo €d Ny ng, oy Nog; le g €d vy, si determinano in
modo che F,/u? -+ ps, + v, sia sempre positiva.

Pertanto se 9 @& interno al rettangolo —n/2u < v — 2, <
=xn/2p, — /2=y —y, < 7/2v dove p = max p; per i =0,

k
Scegliendo py =7v; si ha dunque che:

2

[g e k=0,1, ..., n—2 la (10) sussisterd solo se u=0.
Se diam D <=/u il problema di Dirichlet per la (1) ha

al pi una soluzione.

ek=01, .., n—2 e v=max vy per+=0,1,...,




