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SULLE CONDIZIONI SUFFICIENTI
PER LA CONTINUITA (DI ORDINE n)
DI UN FUNZIONALE DI ORDINE n+1

Nota (*) di Mario Vorrato (e¢ Ferrara)

E noto?) che se Q(o, ¥, ¥, ..., y(»), y(™) & una funzione
continua insieme con le derivate parziali @, @y, @y, ..,
Qyn—1) nell’intervallo

B:a<z<b; y¥<y<y?, (=0,1,.., n; yo=y),

dello spazio reale euclideo ad n 4 2 dimensioni, V’integrale

b
1) Iy(@)] = j Qlz, y@@), Y@, ... , y™@)y*+Az)dz

¢ un funzionale continuo (di ordine m) nella classe K delle
delle funzioni y(x) cen derivata m-esima assolutamente conti-
nua in (a, b) e tali che

@) W<y )<y, G=0,1,.., n; yO=y)

(*) Pervenuta in Redazione il 4 giugno 1956.
Indirizzo dell’A.: Istituto matematico, Universitd, Ferrara.

1) Si vegga: S. CINQUINI, Sopra una condizione sufficiente per la
semicontinuita dei problemi variazionali di ordine n, Annali di Ma-
tematica Pura ed Applicata, serie IV, tomo XV, (1937), pp. 77-86;
M. PiconNE, Analisi Superiore, Corso di lezioni tenute all’Universitd
di Roma nell’anno accademico 1940-41, (litografato D.U.S.A.) n. 70,
pp. 142-152.
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2 MAaRr10 VOLPATO

Valendomi di alcuni miei recenti risultati sulla formula
di Green?), in questa Nota dimostro il seguente

TreorEMA. - Sia:

) Qz 9, ¥, .., y® D, y(®) una funzione, rcale di varia-
bili reali, definita in R, ivi limitata, misurabile rispetto ad
y(™) e continua rispetto a (z, y, ¥, .., y(® 1)) per quasi tutti
i valori di y™ in ™, yM).

Inoltre:

II) esistano n + 1 funzioni £ (u), Lo(u), Ly(w), ..., Ln_ (%)
non negative ¢ sommabili (secondo Lebesgue) in y™ << u < yi”
tali che per quasi tutti i valori di u dellintervallo (y, yi")
si abbia:

\

B) Q@ ¥ ¥y Y, W) — Q@ ¥, ¥, YU, W[
<L@|z—z|+ Liw |y —§'+ Ly — ¥ +
+ e Dua(®) |y — G |

(2, Y s e, YD 0)5 (2, y, Yy oo Y1), u) essendo punti di R.
In tali ipotesi Vintegrale J[y(x)] & un funzionale continuo
(di ordine n) nella classe XK.
Faccio presente che nel caso particolare in cui sia n =0,
questo mio risultato interferisce con uno analogo stabilito da
S. Faedo ®) e successivamente generalizzato da G. Darbo *).

1. - Proviamo anzitutto che se y(z) ¢ wuna qualsivoglia
funzione della classe K, allora la funzione

@) Qlz, y(@), ¥ (), ... , y*(z), Y™ (2)]y™+(z)

2) M.VoLprato, Sulla formula di Green mnell’ambito delle funzioni
continue rispetto ad una e misurabdbili rispetto ad wun’alira variabile,
Rend. Accad. Naz. Lincei, serie VII, vol. XX, (1956), Nota I, pp. 30-37;
Nota II, pp. 161-167; Nota III, p. 299-306.

3) S. FaEpo, Un nuovo tipo di funmzionali continui, Rend. di Matem.
e delle sue applic., serie V, vol. IV (1943), pp. 223-249.

4) G. DaArBo, Sulle condizioni sufficienti per la continuita di um
integrale, Rend. Sem. Mat. Univ. Padova, vol. XXII, (1953), pp. 134-142.
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¢ (misurabile €) sommabile in (a, b), di guisa che il funzio-
nale J[y(z)] & definito nella classe X.

Proveremo addirittura che se y(z)€EX e se z(x) & una
qualsivoglia funzione assolutamente continua in (a, b) ivi sod-
disfacente la

(5) yi® <2(x) <u”,
allora la funzione
(6) Qz, y@), ¥y (@), ..., y* (@), 2(2))(z),

¢ (misurabile e) sommabile in (a, b).
A tale scopo poniamo

) Q* (2, w) = Q(a, y(@), ¥ (@), ..., y* V), )

e osserviamo che nel rettangolo
B*:e<z<b; 3P <u<ly?

la funzione Q*(x, u) gode delle seguenti proprieta:

a) ¢ limitata in R*;

b) per ogni fissato x di (a, b) é misurabile rispetto ad u,
mentre fissato wu, quasi ovunque in (yﬁ”’, y), ¢ (assoluta-
mente continua, anzi) lipschitziana rispetto ad x con coeffi-
ciente di Lipchitz uguale a

(8)  L(w) = £(u) + M:Lo(w) + M,Ly(w) + ... + MuLn_s(w)

ove
M= max (|9i], |92]), G=1, 2., m);
¢) la derivata parziale Q3 (@, u), che, a norma di b),
esiste quasi ovunque in R* riuscendovi misurabile, ¢ somma-
bile in R*.
Infatti, a norma delVipotesi I) esiste una costante M* per
cui risulta in R

) 1Q@, y, ¥, ..., YD, y»)| < M*,
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e, a norma dell’ipotesi II), si ha

10) | @%(z, v) — Q@*(z, w) | =| Q=, y(x), ¥ (®), ..., y*V(z), ¥) —
— Q@ Y@, Y@, -, Y@, w) | <L) |z —z |+

+ Lo(w)

fy'(t)dtl + Li(u) l —fy”(t)dt ' + ..+

x

/' Y™ (B dt

x
e quindi, quasi ovunque in R¥,

+ Ln—s(u) <L@w|z—z|,

(11) 192'(a, w) | < L(w,

con L(u) evidentemente sommabile in (v, y™).

Dalle a), b), ¢) e dalla (5), a norma dell’osservazione conte-
nuta alla fine del n. 6 della Nota I del loro citato in?2),
segue la sommabilitd della funzione (6).

2. - Dimostriamo ora il teorema enunciato. Osserviamo
intanto che se y(z) ed y,(«z) sono due funzioni della classe
X, si ha:

(12)  I[y() N Iyo(@)] =
= [0z %) Y@, -, Y@, YD) —
—aQ[w, Y@, Y@, -, ¥ @, ¥ @l @ | do +
;
+[]0k @), v@, .., ¥@, @) —

— Qls, %@ - , i), ¥ @), ¥ @] | ¥ @z,

Il nostro teorema sari allora acquisito se faremo vedere
che, in corrispondenza di un fissato numero ¢ > 0 arbitrario,
esiste un conveniente numero c¢(c) tale che le disuguaglianze

13)  |yPz) —yP@ <o), (=0, L., n; y@ =y),
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soddisfatte per ogni # di (e, b), implichino le
b
1 | [{ol o) v@)..., voa), yoralyre) —

— Qlz, ¥(@), Y@, ¥*¥e), 1)) | dz| 3

b
19 |[lew va), v@, .., v, @) -

— Qlz, (@), ¥%s(@), -, ¥ V@), ¥ @) U e) dz| < 5.

B questo che proveremo nei prossimi numeri.

3. - La (14), che con i simboli introdotti al n. 1 equivale
alla

b b
16) | [0+l ¥l @i — [ Q*fa, vl iz | <,

[

& conseguenza, pressoché immediata, del teorema 2 della Nota
IITI del loco citato in?). Infatti, le funzioni Q*(», u), y(*) (),
yo¥ (z) soddisfano a tutte le ipotesi di quel teorema e pertanto
sussiste la seguente formula di Green

(”)(b) (”’(G)
an [ @*6, wau= [ @*@ win+ [ Q*[z, Y@y +(e)das—
™) ¥

(n)(”)

b
- [ Q*[s, ¥ @)z + [ dz / Q2 (z, wyd,

@ ¥ ()

che porge immediatamente la disuguaglianza
b

b
a8 | [@ls yoelrede — [ @+la, o api+os | <
@ ¢ [y y(n)(w)
<M*||y™b)— ¥5°0)| + | 90— v (a) | +[ l / L(w)du|dz

2 % o y™(z)
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Indichiamo ora con p [Z(beT)l un numero positivo tale

(")

che per ogni sottoinsieme H di (4™, ™) per cui la mis H <

<p [ 4—(5‘_—0)] ) si abbia
(19) | Lwdn < E(b—e__;).
H

Allora, se nelle (13) assumiamo il numero o(e) in maniera
che sia soddisfatta la

(20) o(e) < min | p [

i |
4(b —a)|’ 8M* Y’
la (18) porge subito la (16) e quindi la (14).

4. - Completiamo la dimostrazione, provando ora la (15).

A tale scopo, determiniamo un numero positivo p( 121;—17)
in maniera tale che, per ogni sottoinsieme @ di (@, b) per cui
la mis G<p (IZM') si abbia

(w+1)
(21) ‘ /] @] dr < o= 12M* .

G

Indichiamo poi con X (y, "'*")) la porzione di (e, b) ove
non esiste oppure ¢ nulla y”"")(x), e diciamo: 7,, 7,, .. una
successione di intervalli (chiusi) di (a, b) che ricoprono Vin-

sieme misurabile ¥ (yi*™") e tale che, posto T= Uz, si abbia
1

22) mis (7 — X 4" < (575

Segue allora

b
@) | [10ls y@), Y@, .., @), 4 @) -

— Qlz, Yo@). %@ -, ¥V, 9V@] | 9@ | <
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s( | 19z, y@), ¥@, ., v @), ¥ () —
(a,b)—T
€

—Qlz, (@), yi(@), .., ¥o (@), ¥ @) |ve @) da |4 -

Fissiamo comunque una n-upla
(24) %Y, -, ™)

di numeri reali soddisfacenti le y{i)_<_y(‘) <yP (=0, 1, ..,
n—1; y(® =y), e riguardiamo la Q(z, ¥, ¥, .., y(* ), y(M)
come funzione delle due sole variabili #, y(*). Ripetendo le con-
siderazioni del n. 1, si deduce che, per ogni fissata n-upla (24),
la funzione

(25) Qlz, y, ¥, ., Y™, yf)”)(z)] yf,"“)(x)

¢ (misurabile e) sommabile rispetto ad z in (a, b). Allora, per
ogni fissata n-upla del tipo (24), la funzione

(26) Qz, ¥, ¥,y Yy, y$(z)

& misurabile, rispetto ad z, in (a, b) — X @), e quindi la

funzione

(27) QO[zr Y, ylr e y(”—l)’ yﬁ()”)(z)] =
)0l ¥, ¥, v, gV (@) ove yTT@) 0,

0 ove yf."“)(z) =0,
definita nell’intervallo
R:a<z<b- yP<yD <y, (=0, 1,.., n—1; yo =y),

dello spazio reale euclideo ad n 4 1 dimensioni, &, per ogni fis-
sata n-upla del tipo (24), misurabile rispetto ad « in (e, b).
Dico che essa & continua rispetto a (y, ¥/, ..., y(®1)), per quasi
tutti gli # fissati in (a, b). Infatti, diciamo:

N la porzione, di misura nulla, delPintervallo (y™, yi),
per ogni fissato y(® della quale, la Q(z, y, ¥, ..., y(™D, y(™)
non & continua rispetto a (2, ¥, ¥/, ..., y(*);

B, linsieme dei punti # di (e, b) per i quali yo (z), appar-
tiene ad N.
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Per cose note ), attesa Passoluta continuitd di Yy (@), in
quasi tutto E,, risulta y5*7(2)=0. Di qui, dalle (27) e
dalla I), segue appunto che per quasi tutti gli # di (a, 3) la
Q, & continua rispetto a (y, ¥/, ..., y(*). .

Allora, a norma di noti risultati di G. Scorza Dragoni °)
e G. Stampacchia, in corrispondenza al numero positivo

€ . . : D .
d(l—ﬁ‘)’ esiste una porzione aperta A di R, avente proie-

zione A(z), sull’asse @, di misura minore di p( —————— ) tale

che nella porzione chiusa R-—A la funzione Q.[z, y, ¥, ...,
y(»—1), 4™ (2)] sia uniformemente continua rispetto a (@, y,"
Y, ..., ¥*D). Di qui, osservato che in ogni punto, di R, per
cui 2€ (e, b)—T, risulta Qolz, ¥, ¥, -, YD, % (@] =
=Q[a, 9, ¥, -, Y™, y"(®)], attesa la (21), segue

(28) H 1 Q[z, y(@), Y(@) ..., ¥*I@), ¥ @) —
(a, b)—T

(n—1 i

— 0l @), %@, s W@ W@ @) de | <

sl [ | Qule, (@), Y(@) .., ¥ (), ¥ @) —

(@, b)—T—A(x)

— Qle, 9e), 5@, ., 9@, 9@ 1960 ds |+

Ora, indichiamo con K un numero positivo soddisfacente le

b
(29) [ 19@) az < K,

8) Cfr. L. TonELLI, Fondamenti di calcolo delle wvariazioni, Za-
nichelli, Bologna (1921), vol. 1, pag. 176, oppure E. J. Mc SHANE,
Integration, Princeton, p. 213 (1947).

6) G. Scorza DraconNi, Un teorema sulle funzioni continue rispetio
ad una e misuradbili rispetto ad un’'alira variabile, Rendic. Sem. Mat.
Univ. Padova, v_'ol. XVII, (1948), pp. 102-106; G. STAMPACCHIA, Sopra
una classe di funzioni di n variabili, Ricerche di Matematica, vol. 1,
(1952), p. 30.
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e osserviamo che se z € (a, b) — A(z) a se sussistono le
- € . .
(30) Iy(‘) - y(‘) I < P(ﬁ—K), (=012 .., n—1; y® =y),

€ . cps . .
con p (ﬁk) conveniente numero positivo, la uniforme conti-

nuitd della funzione Q.[z, v, ¥, ..., ¥, y(x)] in R—A
porge la
B | Qlz, v, ¥, ¥, W @)] —

— @2, 4 ¥ s ¥, 0V @] ] <

K-

Allora se assumiamo il numero o(¢), che figura in (13), in
maniera che sia soddisfata anche la

(32) a(e) <p (izik‘)

/

segue che per ogni z € (a, b)—A(x), e a fortiori per ogni
2 € (a, b)—T—A(x), sussiste la

@3) | Q[ y@), ¥(@),.... y*(2), ¥V ()] —
6K

Di qui, dalla (29), dalla (28) e dalla (23) segué la (15).
I1 nostro teorema & quindi completamente provato.

— Qolz, ¥ol@), (@), ., ¥ V@), ¥ (@) <

5. - Osservazione. Ricordiamo che Pipotesi I), da sola, non
¢ sufficiente ad assicurare la continuitd di ordine n dell’in-
tegrale (1) nella classe K. Si vegga per questo un interessante
esempio indicato da Cinquini nel loco citato in?).



