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UN CRITERIO DI EGUALE CONTINUITÀ

PER FUNZIONI DI DUE VARIABILI

Nota (*) di EMILIO GAGLIARDO (a Napo li)

Nello studio di un problema al contorno per equazioni alle
derivate parziali di tipo parabolico in n variabili 1) mi sono
imbattuto in una questione di compattezza di un insieme di
funzioni rispetto a particolari tipi di convergenza uni-

forme, quando si suppongano limitati gli integrali di certe po-
tenze di alcune (e non tutte) tra le derivate dei primi due ordini.

In questa Nota, riferendomi esclusivamente a funzioni di
due variabili, stabilisco un criterio il quale, in ipotesi leg-
germente più restrittive di quelle dei criteri citati, assicura

la compattezza rispetto alla convergenza uniforme.
Come applicazione di tale criterio si deduce che la solu-

zione del problema al contorno di cui si è fatto cenno, nel

caso particolare di due variabili risulta continua nel suo domi-

nio di definizione ~). 

l. - Il risultato principale di questa Nota è il seguente:

[1.1] Siat D il dominio del piano (ae, y) de f ~nlto dalle li-

.

(*) Pervenuta in Redazione il 29 aprile 1956.

Indirizzo dell’A.: Istituto matematico, Università Napoli.

1 ) E. GAGLIARDO, Problema al contorino per equazioni differenziali
lineari di tipo parabolico in n variabit~. Ricerche di Matematica, 5,
169-205, (1956).

2) Cfr. 1) n. 11, p. 204.
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le essendo ~ó td eriacne d’ordine ~ &#x3E; 1/3 per
110 C’ 11 ::5~;. 

Sia (u. 1/)} una successione di continue con le de-

rivat- 
au. 

I ( y) i :!::-: M;rivate 
ax a y a xZ m , 

ed wz n ( , y) ~ ;
esistano due costanti positive a, A tali che si abbia, per ogni n :

Le funzioni y) sono allora eguatmente h~tder2ane

in D, e dunque tac successione y) 1 è compatta rispetto
atla convergenza uniforme in D.

L’utilità di questo criterio di compattezza si presenta nello
studio di problemi ove le variabili indipendenti hanno dif-

ferenti uffici (ad esempio, come si è detto, nello studio delle
equazioni alle derivate parziali di tipo parabolico).

La validità del criterio [1.1], per tutti i valori di a,

( 0  a ~ 1), è legata in modo essenziale alla natura del

dominio D : ad esempio esso non è valido (almeno per gene-
rici valori di a) se le sono soltanto Ml-

deriane di ordine 1/3, (cfr. n. 6 esempio 1), oppure se la

~ ( y)  c~ ( y) è sostituita (n. 6 esempio 2),
e non è valido per un generico dominio piano D quantunque
regolare, (n. 6 esempio 3).

Nel caso particolare a 1 sussiste però il seguente teo-

rema :

[1.II] rSia D un dominio del piano ( x, y) la cui frontiera
sia una curva chzusa tangente lipschitziana 3).

S~ { y) } una successione di funzioni continue con te

derivate à % in n. (x, y) l c’ ~ ~envate 
c~C y az, 

~n ,e ~’L"’~ equ~ ~m~ a e: ’Un m, y -’ ;

3) o, più generalmente, htilderiana (di un qualsiasi ordine).

1 1 *
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esista una costante positiva A tale che si abbia, per ogni ’Il:

La successione { u", (x, y) } è allora compatta rispetto alla
convergenza uni f orme in D.

Tale criterio non è però valido se la curva frontiera di D
è dotata soltanto di tangente variabile con continuità (cfr.
n. 6 esempio 4).

Ci si può infine domandare se, volendo stabilire l’eguale
continuità delle funzioni Un (ae, y), l’ipotesi della loro equili-
mitatezza non possa essere soppressa o sostituita con altra

meno restrittiva. A tale quesito rispondono i seguenti teo-

remi di cui il secondo, come v-edremo, è conseguenza quasi
immediata del primo.

[ 1.I I I ] Sia D un dominio del tipo ( 1.1) ove le funzioni
q ( y), siano hólderi~cne di ordme À &#x3E; 1/2.

Sia { un(x, y) } una successione di funzzoni continue con le

clerzvate 
au" 

iii due costanti positive~ e1.~va e 
ax ’ ay ’ 

~n ,. es~s ano ue C08 ant~ p

x, A tali che si abbia, per ogni n :

Le funzioni y) sono allot-a egualmente continue in D.’

Questo criterio non è valido se le so110

soltanto hólderiane di ordine 1/2 ( cfr. n. 6 esempio 5).

[l.IV] Nelle stesse ipotesi del teorema precedente, in licogo
~tello ( 1.4) si verificata la (1.2) unitamente ccd

4) dove la costante a, a diffemnza di quanto si è supposto per la

(1.2), può anche assumere ;alori maggiori di 1.
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una li~~ii taNio~ce del t,i-pa :

(dove oc è la stessa costante che figura nella ( 1.2)).
Terminiamo osservando che dalla limitazione :

dalla quale ho dedotto in un precedente lavoro 6) un partico-
lare tipo di eguale quasi continuità, non segue in generale
~ cfr. n. 5 es. 6) l’eguale continuità delle y) 7).

2. - Ci saranno utili i seguenti len~mi:

[2.1] Sia f (9) 2cncc funzione definita per 0  ~ ~ h ed asso-
luta~~~e~zte continua in ogni intervallo del tipo (e, h), con

0  ~  h. Esistano tre costarctz~ : p &#x3E; 0, A &#x3E; O, 0  ~  1 tali

che si abbia :

per ogni t clett’inte~walto 0  ~  h. La funzione f (~) può esse/re
allora per continuità ~ 0, P ( 0, h)

~ 

1 (dalla quale segue, una ~~c~lta dimostrata l’eguale continuità, l’equi-
limitatezza delle y), e pertanto la compattezza rispetto alla con-

vergenza uniforme.

8 ) E. G~GL IABDO, ~ n criterio di i com patteNNa per insiern~ di f unzioni
di due variabili,. Ricerche di liatematica, 3, 166-171, (1954).

~ ) Se nella (1.6) si pone, in hiozo della derivata seconda pura, la

derivate mista, si può invece affermare 1’eguale h~lderianità delle 
La dimostrazione si ottiene immediatamente in base ad un risultato di

G. STAMPACCHIA, outcoio delle variazioni ed uppticazio~i
a problemi al contoono pcr equayieai alk derivate parziaLi del tipo
ipcrbotico. Giornale cii Mat. di Battaglin4, 78, 81-96, (1948-49).
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ad una condizione di Hóld,er del 

dove la costante B dipende (solo) da p, A, ~. 8).
TI teorema è noto per ~==0. Supponendo $ &#x3E; 0 e, per

fissare le idee, 0  ~’  C" ::!5;- h poniamo: -~- ~’ ),
per n = 0, 1, .... Si ottiene allora, osservando che l’intervallo

( ~n+1, , En) è contenuto nell’intervallo ($~n , ~n) :

Di qui segue in modo la tesi.

8) In base a questo lemma possiamo affermare che una funzione

, assolutamente continua in ogni intervallo (e, 1), con 0 C ~ C 1,
la cui derivata soddisfa ad una limitazione del tipo: fl(9) « A/92,
(0~x;l), risulta hólderiana in (O, 1) di ordine 1 - a, (ed esistono
funzioni, soddisfacenti alla detta limitazione, hólde~riane al più di tale
ordine, ad es. ,t-c~). Si osservi che ricorrendo invece nel modo usuale
alla disuguaglianza di SCH~’VABZ-HÓLDER, risultando f (g) sommabile

con ogni potenza  lla, si potrebbe affermare per f(£) soltanto l’hól-

derianità di un qualunque ordine  1- a .
Una formulazione più generale del lemma [2.1] si ottiene supponendo

verificatà in luogo della (2.1) la seguente ipotesi: In ogni intervallo I
contenuto in (O, h) si possa trovare un intervallo parziale J tale che:
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[2.II]Nelt’appti,cauzione del lemma precedente ci sarà utile

osservare che da una limitazione de t tipo :

segue:

[2.111] Per una funzione di un.a variabile: mo x ::5 ae1 ,
dotata di derivata prirrca assoln,itamente continua, sussiste

la seguente formula di maggiorazyione :

Z~ xi

Posto : A = j ~ i dx, C ~~ ~ ~" ( x) ~ supponiamo per
xo xo

assurdo che in un punto s* di (~o , m1) si abbia, per fissare le
idee:

Si avrebbe allora di conseguenza in ogni punto s dell’in-

tervallo (xo , 

9 ) Esistono funzioni per le quali in questa maggiorazione vale il

segno =, ad esempio: f ( x ) = x, (-1 ~ x ~ 1 ) . Analoghe maggiora-
zioni si trovano in: L. NIRENBERG, Remarks on strongly ettiptic parti al
differential eq2catio~ts. Communications on Pure and Appliecl 
matics, 8, 648-674, (1955) ; p. 671-73. 

1
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e di qui, cietto z il punto di minimo per ~ I, (e cioè 
tuale - unico - zero di f(x), oppure uno degli estremi del-

Fintprvallo) : 
’

Integrando tra xo ed ~1 si otterrebbe:

iiia questa disuguaglianza è assurda, essendo

Nelle stesse ipotesi del lemma precedente, indicanc~o
con a. = due costanti po.9itive, quest’z~lti.rrca soggetta alla, 

tazione: e ~ ~1 ~o , si ha znottre :

c in.troducendo invece il ~nassi~no valore assoluto di f (x) :

Dalla (2.3) si deduce:

Le ( 2.4), (2.5) si ottengono applicando questa maggiora.
zione, anzichè a tutto l’intervallo (-Wo~ ad un intervallo

parziale, di ampiezza e, contenente un punto di massimo (asso-
~ 
luto) per !~’ (~) I.



155

Dalla (2.5) segue poi ~ll1rnediatamente:

[2.’~"] Sia { y) } una s icccessione di i funzioni definite
in un clontinio D del tipo (1.1) e soddisfacenti alle ipotesi
esposte in [1.1]. Sia r lina curva regolare contenuta in D e

biicnivocamente su di un- segmento (?I’,. y") del-

y.
ha indicando ron e una costante positi2a tale

eli e z-  min (c~(y) - 9 (y» :

3. - Dia~no in questo numero la dimostrazione del teo-

rema [1.1].

Per le ipotesi fatte sulla natura del dominio D, indicando
con ~. una costante tale che m &#x3E; 1/î,, è possibile determinare
I2 &#x3E; (1 in modo che per ogni y* appartenente, per fissare le

idee all’intervallo yo , 1 t o -i- ~/~ la regionI’ 8 definita
B 2 ~J ’ /

dalle disuguaglianze:

risulti contenuta nel clominio D. In tal 1110,10. riferendoci per

fissare le idee ai valori di , 
e cioè

ogni tale valore di ~ il triangolo à ( 1) di vertici : ( ~p(y.~) + ç/2, y ~ ),
(w (v*) + 1, Y*), (~F iy.~) ~- ~~ v* + ’"éi’/2’ ) l risulta contenuto

in (8 e di conseguenza in) D: altrettanto può dirsi, dopo una
f acile verifica del ti&#x3E;iangolo 3(§, t) ottenuto sia 3(§) con
una traslazio~~p ( i a,I11111eZl~l t nella direzione dell’asse ~ (nel
verso positiyo), per U  t  ~/4.

indicando con r2 - r2~~, t) , r~ ~ r3 ~~, ~)
rispettivamente l’jpoten~~~a del triangolo à(§, t), il suo cateto
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verticale, ed il cateto orizzontale, è possibile per la (1.2)
determinare, per ogni n, un valore tn, con o ~ t~,  ~/4, in
modo che:

Determiniamo inoltre k &#x3E; 0 tale che :

Si avrà allora, potendo scrivere la (2.6) con

e di qui ( essendo (

Scrivendo ora per il triangolo 0 ( ~, la formula di inte-

____-

10) Si ha infatti per la ( 1.2 ), posto:



157

grazione per garti :

si ottiene:

Di qui, tenendo presente che 1’intervallo -~- 3~/4,
~ ( y ~ ) -i- ~) è contenuto in (p(~)+~/2+~ p(~)+S+~),
e osservando che su t,) si ha: 

si deduce, per le (3.3), (3.2), (3.1), (1.2), una limitazione del
tipo:

dove il secondo membro, scegliendo ad esempio li = 1,/Ã, 12),

) La validità di questa formula, in un triangolo A interno a D,

per una fuhzione dotata di derivate ~ , ~ , continue in D,
ÔS ay az~

è assicurata dal fatto che una tale funzione può essere approssimata
con funzioni più regolari convergenti uniformemente in a con le de-

~ a a a2
F~vate -, -, -¡.ôs 

1 

a~ 
1 

ax 
°
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essendo per ipotesi 1 ~ 1/X  3, 0  2  1, può essere mag-

giorato (uniformemente rispetto ad y~ ) con una espressione
della forma : con. 0  r  1.

È allora soddisfatta per le funzioni

un’ipotesi del tipo (2.2), con ~ = 3/4, ~+a=2, 
se ne deduce per il lemma [2.1] che le funzioni y*),
come funzioni di s, sono egualmente holderiane 

 ~ ~ 1 + cI~(y.)l. Ragionando in modo analogo si
~ t~c~ ) -i- ~ i~ )~ g

stabilisce l’eguale hólde~ ’ ianità per i -i- ~ Cy~ )) 2

~ c~ (y~.), e quindi, in definiti~-a, in tutto l’intervallo ( ~ (y.~),

Tutte le relazioni e i risultati precedenti sono stati stabiliti

uniformemente rispetto ad y. per Yo ~ Y. :s;: ~ (Yo + Y~); e con~! Pe y y 2 y -I -

analoghe considerazioni vengono estesi a tutto l’intervallo

In altre parole esistono due costanti positive P, B, (facil-
mente determinabili) 13), dipendenti solo da a, A e dal domi-

nio D, tali che si abbia, per ogni y di (1/0’ yl) e per ogni n :

Dimostriamo ora che le funzioni u,, (x, y) sono egualmente
htilderiane in D.

12) Per ottenere il risultato più preciso si assuma:

13) Con la sceita di p fatta in 12) si ha :
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A tale scopo dobbiamo tener presente che le 
~(y) soddisfano per ipotesi ad una condizione di Hòlder:

e sono tali che : q( y)  
Consideriamo allora, per ogni fissata coppia di valori

y’, ~" di (Yo, Y~), l’insieme dei valori di x per i quali il

segmento di estremi (x, y’), (x, y") appartiene per intero a D,
insieme che - se esiste - è costituito da un intervallo, e lo
indicheremo con (X’, .~"). Gli eventuali valori di a tali che

oppure tali che

appartengono certamente ad (X’, ..~") ; si può allora affermare
che se 2A I y’ 2013~ ~  min - 9 (y», l’intervallo (.~’, Jf)
esiste, e gli intervalli (9 (y’), (y», ( ~ ( y"), c~ (~’)) risultano

contenuti in (~’’ A y’ X" + A y’ - y" 11).
Indicando con (~) una costante positiva ~’1 determiniamo

una costante positiva b ~ 1 tale che 8~ ~ min (~ (y) - q ( y)) -
2013 2A~ . Per i y’ y’’ ~  ~ 1’inter‘ allo (X’, X") esiste e la

sua lunghezza è 
Da quanto si è precisato risulta chiaro che y’),

y") sono due punti di D aventi distanza P’P" ~ 8,
risultando: (:c’ ~" ~  P’P’’  ~ 3~ si possono tro-

vare due valori di (X’, X"), con 

e tali che ~’, ~" appartengano all’interv allo [". ,

Nell’intervallo (~1 , ~2)? di lunghezza (P’P")~ esiste, per
la (1.2), per ogni n, un valore sà tale ehe :

Si ha allora, per la (3.6), maggiorando
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con la lunghezza dell’intervallo

e di qui, maggiorando 1

Questa relazione, con 6)  a. esprime la richiesta eguale
hòlderianità delle funzioni u, (s, y)~ 14)2 in quanto la restrizione
~F" W ó si elimina facilmente, ad esempio osservando che,
essendo le Un- equilimitate : ( ~, 11) si ha, per P’P" &#x3E; a :

Il teorema [1.1] è cos  dimostrato.

4.... Per dimostrare il teorema ~[1.II] ci sarà utile pre-

cisare, in un caso particolare, un risultato precedente:

14) Il risultato più preciso si trova assumendo:

col valore di P precisato in 1$). In tal modo si vede che le funzioni u.(w, y)
sono egnalmente hólderiane di ordine:

Ad es. per a = 1, À ~ 5/9, le funzioni u..(:I:, y ) risultano hólderiane

in D di ordine 2/9, e, come funzioni della sola o, di 
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[4.I ] Sia ( y) } una 8uccessione di continue

con le derivate a 2 u’~ nel rettan oZo :Dz óy 3X,

ed ivi equilimitate : g) ~  M.

Esista una costante positiva A tale che si abbia, per ogni rc :

Si ha allora:

dove B indica una costante dipendente (solo) d,ac A, M, r.

Introduciamo, a tale scopo, il triangolo ~ ( t) di vertici :
- t, y,.), ("’o + r t, yo), -E- r t, yo -i- i

cui lati opposti verranno indicati con r,,(t) , r3~t) ,
e determiniamo, per ogni n, un valore tft, ~ r~) in
modo che

Si avrà inoltre, per la ( 2.6), (con a 1, E - r ’~/ ~) :

Scrivendo la formula (3.4) per il triangolo si ottiene:
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Di qui, tenendo presente che l’intervallo (oo , ~o + r -

contenuto in e osservando che su si ha :

dx -- 
i 
d si deduce ~ P ex le ( 4.4 ) ~ ( 4.3 ), ( 4.1 ), la se ~ented~p == 2013= ~ si deduce, per le (4.4), (4.3), (4.1), la seguente

l
limitazione :

ed una analoga limitazione potrà, stabilirsi con yo + n in

luogo di yo .

Indichiamo ora con st un valore di (x,,. x, 1- ~ ~$/~) ~a)= 5 ’ ’

tale che:

Si avrà allora :

is) E’ facile verificare che questo intervallo risulta contenuto in

(essendo : g~y~2013~ per -951/2).à
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donde, per la ( 4.5), valida anche con ~o + r-1, e per la (4.6)
segue la (4.2).

Siamo ora in grado di dimostrare il teorema [1.11].
Sia D un dominio la cui frontiera sia una curva cbiusa

semplice rappresentabile parametrican2ente~ in modo regolare,
con funzioni a derivate prime lipschitziane. Un tale dominio
gode della proprietà seguente: è possibile determinare una

costante positiva r in modo che per ogni punto P di D esista
un cerchio di raggio r, passante per P, ed appartenente
per intero a D.

Il teorema [ 1.II ] sarà dimostrato quando avremo fatto

vedere che le funzioni u. sono egualmente continue in un in-
torno di ogni punto P di D. Se il punto P è interno a D oppure
è un punto della frontiera di D ove la tangente rcon è paral-
lela all’asse x, un suo conveniente intorno è del tipo (1.1)
e ad esso si può applicare il teorema [1.1]. Resta da esaminare
il caso di un punto P della frontiera di D ove la tangente
è parallela all’asse s (e la normale interna, per fissare le

idee, è diretta verso l’alto). Sia I un intorno di P tale che

per ogni punto y) E I · D il cerchio y(Q) si possa costruire
in modo che Q sia un punto della frontiera di y (Q) ove la
tangente abbia coefficiente direttivo, in valore assoluto, ~~ 1/3.

t allora facile verificare, supponendo, per fissare le idee,
~ 0 il coefficiente direttivo della tangente in Q che

per ogni numero positivo h ~ r, i rettangoli

risultano contenuti in y (Q), e pertanto in D.

Applicando al generico di essi il lemma 4.I con v  = 

si ottiene :

dove ~’ indica una costante dipendente solo da A, M, r ; e
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quindi :

Di qui e dal fatto che, per ogni fissato . r, la regione
descritta dai punti ( z, y + h) al variare di y) in 1, risulta
interna al dominio D e pertanto in essa le funzioni un (x, y)
sono egualmente hölderiane, segue la tesi.

5. - La dimostrazione del teorema [1.III] si ottiene in

modo analogo a quanto si è detto al n. 3 per dimostrare il,
teorema [1.1], salvo alcune modifiche, che vogliamo qui pre-

cisare, in quanto le (3.2), (3.3), nelle attuali ipotesi, non

sono valide..

Sia r una curva regolare proiettantesi biunivocamente

sull’asse y, e contenuta in D; supponiamo che siano contenute
in D anche le curve F(t) ottenute da r con una traslazione
di ampiezza t nella direzione dell’asse x, (nel verso positivo),
per 0tT.

Sia tn un valore di ( o, T) tale che:

ed analogamente t,~ un valore di (O, T) tale che:

--- - -..- - ~--

1~) Si tenga presente che, per una funzione g (x, y) continua in D:

dove 6 è la regione solcata dalle curve r ( t ) , per 
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Osservando inoltre che, per la formula di Gauss:

si deduce che, nella sola ipotesi (1.4), gli integrali :

risultano equilimitati 17).
Si ottiene allora, seguendo il procedimento esposto al n. 3,

in luogo della (3.5), una limitazione il cui secondo membro

è del tipo :

17 ) Supponendo oc C 1 il primo di essi si può anche, (vantaggiosa-
mente), maggiorare in base al secondo:

dove ry è la proiezione di r sull’asse ~. Per a &#x3E; 1 vale naturalmente
il fatto contrario.
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e pertanto, maggiorabile con una espres-
sione della forma : 0  ~  1, avendo supposto, nell’enun-
ciato del teorema &#x3E; 1/2. ~

La dimostrazione prosegue inalterata (salvo il diverso

ordine di hólderianità), con l’avvertenza che, una volta dimo-
strata l’eguale hólderianità « in piccolo », per dimostrare
l’eguale hólderianità « in grande » ci si può ancora servire

della (3.7) anche senza aver supposto equilimitate le fun-

zioni in quanto gli incrementi -un(P") I,
in conseguenza dell’eguale hòlderianità « in piccolo », risultano
equilimitati per qualsiasi coppia di punti P’, P" del do-

minio D.

Per dimostrare il teorema [l.IV] basta osservare che, in

base alla (2.4), sussiste per le funzioni y) una formula
di maggiorazione del tipo:

e pertanto l’ipotesi espressa dalle ( 1.2), (1.5) risulta un caso

particolare di quella espressa dalla (1.4), (con a  1).

6. - Diamo ora alcuni esempi per dimostrare quanto si è

affermato al n. 1 sulla non validità dei criteri [l.I], [1.II],
[1.111] quando alcune delle ipotesi contenute in essi vengono
attenuate.

3 -

Esempio 1. ~(~~)=~-~D~{0~~/1, B~/~2j ; ;
pur essendo verificate le ipotesi contenute in [1.I], con a 1,
satvo la : 7~ &#x3E; 1/3, le funzioni un non sono egualmente continue
in D.

Esempio 2. y) = e-n1J, D=E{0~/1, 0~~/);
pur essendo verificate le ipotesi [ 1.I ] , con a 1, 
9 (y) ~ c~ ( y), le funzioni un non sono egualmente continue in D.

Esempio 3. D ~- ae2 + ( y 1)Z 1 } ; pur
essendo verificate le ipotesi [1.I], con a=1/2, nel cerchio D,
e cioè in un dominio non del tzpo (1.1), le funzioni it. non sono

egualmente continue in D.
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Esempio 4.

É facile verificare che le funzioni un (equilimitate in D)
soddisfano in D ad una limitazione del tipo (1.3) : a tale scopo

osservando che in D si ha: ci si riduce a

dimostrare che 1’espressione :

è limitata uniformemente rispetto ad n ; ora ciò si vede imme-

diatamente con la sostituzione : t === 2013 - log 0.
n 

g 
.

Il dominio D è regolare; però nell’intorno del punto (0,0)
la tangente, pur variando con continuità, non soddisfa ad

alcuna condizione di Lipschitz ( nè di Htilder). Sono dunque
soddisfatte tutte le ipotesi del teorema [1.11], tracnne 

che irrzpone Una 1naggiore regolarità al dominio D. Le fun-

zioni un non sono egualmente continue in D.

Esempio 5. y)=e-nx, D~{0~1, 
pur essendo verif icate tutte le ipotesi contenute in [ 1.III ] , con
a 2, &#x3E; 1/2, le funzioni ~un non sono egualmente
continue in D.

pur essendo verificata la (1.6), con a = 1/2, le funzioni un non
sono egualmente continue in D.


