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SUR LES IDEAUX IRREDUCTIBLES

D’UN DEMI-GROUPE

Nota (*) di L. LESIEUR ( a Poitiers)

INTRODUCTION. - Un demi-groupe est un ensemble muni d’une
opération associative: la multiplication. Cette condition dé-

finit donc une structure algébrique très vaste comprenant des
cas particuliers aussi généraux que les structures de groupe,
d’anneau, de treillis 1).. Nous considérons ici un demi-groupe
abélien D, c’est-à-dire à opération commutative, et possédant
un élément unité. Un idéal de D est une partie I permise dans
D pour l’opération, donc telle que: a E I entraine pour

tout ~ E D. On peut alors introduire dans .F~ une condition

portant sur les idéaux de D, par exemple la condition de chaine
ascendante: toute chaine croissante d’idéaux est finie, ou la
condition de chaine descendante affaiblie: toute chaine d~-

croissante minorée est finie. Dans le cas des idéaux d’un an-

neau, ces deux conditions ne sont pas indépendantes : la deu-

xième entraine la première. Il n’en est pas de même dans le
cas des idéaux d’un demi-groupe ; cependant, les résultats que
nous avons en vue sont valables quelle que soit l’une ou l’autre
de ces conditions supposée remplie. Le résultat principal est
l’extension aux demi-groupes d’un théorème que W. GRÕBNIDR
a établi dans le cas des idéaux d’un anneau commutatif Noe-

(*) Pervenuta in Redazione il 13 settembre 1954.

1 ) Les propriétés générales des demi-groupes ont été étudiées en

France par P. DUBBEIL dans sa a Contribution à la théorie des demi-

groupes» [ 1 ] , et par ses élèves.
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therien [2] : pour qu’un idéal q soit fl-irréductible Z), il faut

et il suffit qu’il soit primaire et qu’il n’existe aucun idéal

primaire entre q et q : p’ p désignant le radical de q. Au moyen
de la théorie des treillis résidués, j’ai déjà démontré que q
doit être primaire ([3], § 8); je complète ici ce résultat an-

térieur en donnant la condition nécessaire et suffisante énon-

cée plus haut.

l. - Le treillis TD des idéaux d’un demi-groupe commutatif
satisfaisant à la condition de chaine ascendante ou à la con-
dition de chaine descendante affaiblie peut être considéré

comme un demi-groupe réticulé résidué entier T satisfaisant
à l’une de ces conditions; si c’est la condition de chaine de-

scendante affaiblie, on remarque en outre que T est faible-

ment f 1-continu, propriété qui intervient pour Inexistence de
la décomposition d’un idéal quelconque comme intersection d’un
nombre uni d’éléments 0-irréduefible,.s ([31, §5).

Rappelons d’abord un théorème établi dans [3], § 6:
THÉORÈME Die STRUCTURE: Si p est un éléments premie1. mi-

exi8te un élément primaire a

ayant p pour élément premier associé. On a :

et a est l’élément parmi les éléments de ta tornze

Si q est un élément primaire admettant p pour élément
premier associé, p est un élément premier minimal &#x3E; a pour
tout a tel que q ~ a ~ p, c’est-à-dire pour tout élément a du
segment ~== [q, p 1, . Le théorème de structure montre donc
l’existence d’une application a - à du segment S sur l’ensem-
ble S des éléments primaires de ce segment. Cette application
est une application de fermeture algébrique, c’est-~,-dire qu’elle
vérifie les propriétés suivantes:

1° 

2° a &#x3E; b entraine ~ ~ b (isotonie)
3° â = ~ (idempotence).

2) q est ri -irréductible si l’on ne peut avoir : q = qi n q., avec
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Il en résulte que l’ensemble S des éléments primaires du
segment [q, p] est fermé pour l’intersection et qu’il constitue
un sous-demi-treillis complet pour l’intersection. Ce n’est

pas un sous-treillis de S, mais il forme en tant qu’ensemble
ordonné un treillis complet S, dont nous allons donner les

principales propriétés. Nous désignerons les opérations d’union
et d’intersection par les symbolffl B/ et n , celles de S
et T étant notées U et f 1. Si da E s, on a la relation immé-
diate :

PROPRIÉTÉ 1. - Les r~s~,dzieZ~ q: rn (m~Ë q) sont des élé-

ments de ,",:j.

Soit en effet a = q : m, avec m it q. On a donc q,
d’où a ~ p puisque q est primaire et p son élément premier
associé. Il en résulte a E s. D’après le théorème de structure,
on a ~ a : Z, avec l On en déduit :

PR,OYxIÉTÉ 2. - 8 vérifie la loi de fl -di~tributlv~cté générale.
On veut démontrer la relation :

Pour cela, il suffit d’établ ir :

Or on a d’après la relation (1) et le théorème de structure :

Comme a est primaire avec p pour élément associé, on peut
écrire a = a: 1, d’où :

et, puisque S est lui-méme f 1 distributif général :

c’est-à-dire, d’après le théorème de structure :
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On démontre de même que la modularité et l’ f 1-continuit~
de S entrainent celles de S. Ce résultat s’applique alors au
treillis des idéaux d’un anneau commutatif noethérien. 

’

La propriété suivante fait intervenir les idéaux principaux
de D, c’est-à-dire les multiples d’un élément de D.

PROPRIÉTÉ 3. - a étant un idéal p, on a’ dans S :

- ôe81-à-dÔrc t il aucun idéal primaire entre q U pa et

q U a.
le théorème de structure, on peut prendre

Si q’ est un idéal primaire tel que

on a

d’où

et, le treillis T étant distributif, donc modulaire:

Comme a est principal, on peut écrire 3) :

Supposons a: 1; p. On en déduit q U q U q’ ~ q’,
d’où if étant pri.maire, a · q’. Il en résulte et

q U ca ~ q~, c’est-à-dire

p. On en déduit pa et

) Pour les propriété abstraites des éléments principaux dans un

demi-groupe entier réticulé résidué, voir [3], ~ 8.
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d’où:

Comme on a alors:

PROPRIÉTÉ 4. - n étant un entier, le segment q: pn-1 
x ~ q : pn de S est un treillis de Boole fini.
On suppose évidemment n inférieur à l’exposant p de q.

Soit x ùn idéal primaire tel que :

L’ideal x étant l’union d’éléments principaux aa, on a:

I)’après la propriété 3, q U U pa0153 Il en résulte, le

treillis S étant distributif, donc modulaire:

La relation p’~ entraine p(q: pn) S q : pft-1..
D’où:

On a donc:

et les relations (2) et ( 3) montrent que x est union de points
dans le segment considéré [ q : pn--1, q : pn ] de S. Celui-ci étant
fl-continu d’après la propriété 2, est alors un treillis géomé-
trique ( [4], p. 287). Vérifiant une condition de chaine, c’est

de plus un treillis de longueur ünie ( [4], p. 272). Comme il

est distributif, c’est donc un treillis de Boole de longueur fi-

nie et par suite un treillis de Boole fini, isomorphe au treillis
des parties d’un ensemble fini d’éléments.

Des propriétés précédentes résulte facilement le théorème

.suivant :
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THÉORÈME 1. - Le S est un distributif de
longueur finie.

En effet, d’après la propriété 4, la chaine

est une suite finie de segments formés par des treillis géomé-
triques distributifs de longuears À2, ... , Àn, ... , 

Il existe donc une ehaine maximale de longueur finie 1 =

~1 -

- 1 1 7~" dans le treillis ~S’. Celui-ci étant distributif, donc mo-
-=1

dulaire, le théorème en résulte d’après un résultat classique
([4L p. 88).

CONSÉQUENCE. - Le est fini.
. On sait en effet qu’un treillis distributif de longueur finie

n’a qu-un nombre fini d’éléments ([5], p. 139).

2. - L’idéal q est l’intersection d’un nombre fini d’éléments

fi-irréductibles ( [ 3 ] , § 5). Le treillis T étant distributif, ou
seulement modulaire, le rang r ou nombre d’éléments qui in-
terviennent dans une décomposition sans éléments superflus
est un invariant de q d’après le théorème de Kurosch-O..e ( [4], y
p. 122). Nous allons déterminer ce nombre r.

THÉORÈME 2. - Le rang r de q dans sa décomposition en
intersection d’éléments ~l -irréductibte~ est égal à la longueur
Xi du segment [q, q : p] dans le treillis 8.

Dans le segment [q, q : p] qui est un treillis de Boole fini
d’après la propriété 4, l’élément q est l’intersection de 11 élé-
ments maximaux mi

qui forment une décomposition de q sans éléments superflus
en éléments f 1 -irréductibles dans q : p. Choisissons, i étant

fixé, un élément a,:5-. p maximal parmi ceux qui vérifient

a, f 1 ( q : p) - m~ . Son existence est assurée même dans le cas

de la condition de ehaine descendante affaiblie en vertu de



35

l’hypothèse que T est faiblement fl -continu ~~. Un tel élément
ai est rl -irréductible, car la relation a, = qi avec Ci &#x3E; a;, y

~2 &#x3E; ai, entrainerait m; _ (qi fl q : p) fl (q, rl q : p), d’où, puis-
que nt i est fl -irréductible dans q : p, mi = qL fl q : p ou

mi = q. n q : p, ce qui contredirait le choix de a, maximal.
Considérons l’élément

On a: O

Il en résulte

Suposons qu’on ait q  h. On pourrait alors trouver un

entier n &#x3E; 2 tel q : Pour exclure che

cas on fait appel à la propriété suivante: (Cf. W. Grôbner,
[2], p. 202, Satz 1).

avec h1;q: pfl-1, on a avec

On aurait donc et p.-1h:S:: h, d’où 
rl (q: p) c’est à-dire ce qui est en contra-

diction avec la relation p.-1h 1; q.
On a donc obtenu une décomposition

de q en intersection de 1, él~ments f 1-irréductiblea. Il reste à
montrer que cette décomposition ne possède aucun élément su-
perflu. Si l’on avait par exemple

on en déduirait:

4) En effet, l’ensemble des xa tels que :Fa, p = mi n’est pas
vide quisqu’il contient m~. Il est inductif en vertu de l’hypothèse que
T est faiblement (q ; p) n (~ = v (q · p n sa,) _-._ ~n~ 
Il admet donc un élément maximal d’après le théorème de Zorn.
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donc

ce qui est impossible puisque la décomposition’de q au moyen
des m i ne possède pas d’éléments superfli~s. Le rang r de q
est bien égal à À~.

Du théorème 2 on déduit immédiatement le suivant:

THÉORÉME 3. - Pour que q soi t fl faut et il
que q soit primaires et qu’il n’existe aucun élément

primaire entre q et q : p.
La condition q primaire a été démontrée dans [3], § 8.

La condition q : p ~ q dans S est le cas particulier du théorème
2 relatif au cas r =1.

Nous avons donc étendu aux idéaux d’un demi-groupe un
théorème établi par W. Grôbner pour un idéal d’un anneau

noetherien. Mais la démonstration prouve que les théorèmes

2 et 3 sont valables dans les conditions plus générales sui-
vantes déjà rencontrées dans [3] pour la décomposition en
éléments primaires:

1. CONDITION ( H) - T est un demi-groupe réticulé complet,
entier et commutatif, satisfaisant à la condition de chaine

ascendante ou à la condition de chaine descendante affaiblie.

2. CONDITION ( II) - Tout élément est union d’éléments prin-
cipaux.

3. T est modulaire et faiblement rl -continu.
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