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SUR LES IDEAUX IRREDUCTIBLES
D'UN DEMI-GROUPE

Nota (*) di L. Lesieur (a Poitiers)

INTRODUCTION. - Un demi-groupe est un ensemble muni d’une
opération associative: la multiplication. Cette condition dé-
finit donc une structure algébrique trés vaste comprenant des
cas particuliers aussi généraux que les structures de groupe,
d’anneau, de treillis?). Nous considérons ici un demi-groupe
abélien D, c’est-d-dire A opération commutative, et possédant
un élément unité. Un idéal de D est une partie I permise dans
D pour Vopération, donc telle que: a€ I entraine %a €I pour
tout {€D. On peut alors introduire dans D une condition
portant sur les idéaux de D, par exemple la condition de chaine
ascendante: toute chaine croissante d’idéaux est finie, ou la
condition de chaine descendante affaiblie: toute chaine dé-
croissante minorée est finie. Dans le cas des idéaux d’un an-
neau, ces deux conditions ne sont pas indépendantes: la deu-
xiéme entraine la premiére. I1 n’en est pas de méme dans le
cas des idéaux d’un demi-groupe; cependant, les résultats que
nous avons en vue sont valables quelle que soit ’'une ou Pautre
de ces conditions supposée remplie. Le résultat principal est
Pextension aux demi-groupes d’un théoréme que W. GRrROBNER
a établi dans le cas des idéaux d’un anneau commutatif Noe-

(*) Pervenuta in Redazione il 13 settembre 1954.

1) Les propriétés générales des demi-groupes ont été étudiées en
France par P. DuBreiL dans sa <« Contribution &4 la théorie des demi-
groupes » [1], et par ses éldves.
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therien [2]: pour qu’un idéal q soit MN-irréductible %), il faut
et il suffit qu’il soit primaire et qu’il n’existe aucun idéal
primaire entre ¢q et q: p, p désignant le radical de q. Au moyen
de la théorie des treillis résidués, j’ai déja démontré que ¢
doit étre primaire ([3], § 8); je compléte ici ce résultat an-
térieur en donnant la condition nécessaire et suffisante énon-
cée plus haut.

1. - Le treillis Tp des idéaux d’un demi-groupe commutatif
satisfaisant & la condition de chaine ascendante ou a la con-
dition de chaine descendante affaiblie peut &tre considéré
comme un demi-groupe réticulé résidué entier 7 satisfaisant
a4 Yune de ces conditions; si c’est la condition de chaine de-
scendante affaiblie, on remarque en outre que 7 est faible-
ment N -continu, propriété qui intervient pour Vexistence de
la décomposition d’un idéal quelconque comme intersection d’un
nombre fini d’éléments N-irréductibles ([3], §5).

Rappelons d’abord un théoréme établi dans [3], § 6:

THEOREME DB STRUCTURE: Si p est un élément premier mi-
nimal = a, il existe un élément primaire minimum a = a
ayant p pour élément premier associé. On a:

a=a:l , 1Kp
et a est Vélément mazimum parmi les éléments de la forme
a:z, ou xLp.

Si g est un élément primaire admettant p pour élément
premier associé, p est un élément premier minimal = ¢ pour
tout a tel que ¢ < e < p, c’est-d-dire pour tout élément ¢ du
segment S=— [q, pl. Le théoréme de structure montre donc
Pexistence d’une application ¢ — a du segment S sur I'ensem-
ble 8 des éléments primaires de ce segment. Cette application
est une application de fermeture algébrique, c’est-a-dire qu’elle
vérifie les propriétés suivantes:

1° a@a=a (extensivité)
2° a=Db entraine a =D (isotonie)
3 @=a (idempotence).

2) q est M -irréductible si Yon ne peut avoir: q—gq1 MNq;, avec
aQ>4q49:>4q.
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Il en résulte que l'ensemble S8 des éléments primaires du
segment [q, p] est fermé pour l'intersection et qu’il constitue
un sous-demi-treillis complet de S pour Vintersection. Ce n’est
pas un sous-treillis de 8, mais il forme en tant qu’ ensemble
ordonné un treillis complet S, dont nous allons donner les
principales propriétés. Nous désignerons les opérations d’union
et d’intersection dans S par les symboles \/ et N, celles de 8
et T étant notées U etN. Si a, € 8, on a la relation immé-
diate:

1) Va, = Ua,.

ProprifiTE 1. - Les résiducls q:m (m<<q) sont des élé-
ments de S.

Soit en effet a —=q:m, avec m {gq. On a donc me <g,
d’ol a =<'p puisque ¢q est primaire et p son élément premier
associé. I1 en résulte @ €S. D’aprés le théoréme de structure,
on aaga=a:l, avec I {<p. On en déduit:

a=qg:ml=(q:)im=q:m=qa

ProPRIGTE 2. - 8 vérifie la loi de N -distributivité générale.
On veut démontrer la relation:

a N (V b) =V (a N,
Pour cela, il suffit d’établir:
aN(Vb)<V (aNb,.
Or on a d’aprés la relation (1) et le théoréme de structure:
Vb= Ub,=(Uby):l ; IKp.

Comme a est primaire avec p pour élément associé, on peut
écrire a=—a:1, d’ou:

aN(Vb)=(a:)N[(Vb):U=[aN(Uby)]:1l
et, puisque S est lui-méme N -distributif général:
aN(Vb)=(U@aNby):l
c’est-d-dire d’aprés le théoréme de structure:
aN(Vbi)<V (8Nby).
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On démontre de méme que la modularité et I’MN-continuité
de S entrainent celles de S. Ce résultat g’applique alors au
treillis des idéaux d’un anneau commutatif noethérien.

La propriété suivante fait intervenir les idéaux principaux
de D, c’est-a-dire les multiples d’un élément de D.

PROPRIETE 3. - a étant un idéal principal < p, on a dans S:

qUa>qU pa

. Cest-a-dire: il n'existe aucun idéal primaire entre qU pa et
qU a.
Iraprés le théoréme de structure, on peut prendre

qUa=(@Ua:lL
Si ¢’ est un idéal primaire tel que

gUpa<qgd<qUa
on a

gl<qVea , 1L,

d'od

g<=qUqdl<qVUa
et, le treillis 7 étant distributif, donc modulaire :

qgUdl=@Uqd)N@VUa=qU[gV ¢l Nal

Comme la est princii)al, on peut écrire %):

(QU qdl N ¢ = za.
Supposons z < p. On en déduit ze < qU ¢dl<qUqd < ¢,

d’ott ¢ étant primaire, ¢ <'¢’. Il en résulte g U a<<q' et
q U a< ¢, cesta-dire

d=qVa.
Supposons # <'p. On en déduit va < pa et
qUdl=qUza<<qVU pa

8) Pour les propriété abstraites des éléments principaux dans un
demi-groupe entier réticulé résidué, voir [3], & 8.
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d’ou :
l<qUpa<qUpa
Comme I4<p et ¢ Upa€ S, on a alors:
d<qUpa et ¢ =qUpa

ProrrIETE 4. - n étant un entier, le segment q:p"' <
<z<q:p" de S est un treillis de Boole fini.

On suppose évidemment w inférieur a V’exposant p de gq.
Soit £ un idéal primaire tel que:

qg:prl =g =<gq:p"
I’ideal x étant I’'union d’éléments principaux a,, on a:

) z=Us,=U[@Us)VU(q:p" )= VIeUs,V@:p" M

D’#prés_la propriété 3, gUa, >qU pa, I1 en résulte, le
treillis § étant distributif, donc modulaire:

3) qUa, V(g:p" ) >qUpa, V(g:p").

La relation a,<C q:p" entraine pa,<< p(q:p") <gq:p"
Doti:

qUpa, <q:p" "' et qU pa, < q:p" "
On a donc:
pUpa, V(g:p")=gq:p"?

et les relations (2) et (3) montrent que # est union de points
dans le segment considéré [q:p™, q:p*] de S. Celui-ci étant
N-continu d’aprés la propriété 2, est alors un treillis géomé-
trique ([4], p. 287). Vérifiant une condition de chaine, c’est
de plus un treillis de longueur finie ([4], p. 272). Comme il
est distributif, c’est donc un treillis de Boole de longueur fi-
nie et par suite un treillis de Boole fini, isomorphe au treillis
des parties d’un ensemble fini d’6léments.

Des propriétés précédentes résulte facilement le théoréme
suivant:

4
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TaiordME 1. - Le treillis S est un treillis distributif de
longueur finie.
En effet, d’aprés la propriété 4, la chaine

Q<Q:P<qipz<..<q:p”—1<q:pn<m<q:pr,—1=p

est une suite finie de segments formés par des treillis géomé-
triques distributifs de longuears A,, A, .., Ay .o, Apan
Il existe donc une chaine maximale de longueur finie A =

—1 —
=X, dans le treillis 8. Celui-ci étant distributif, donc mo-
n=1

dulaire, le théoréme en résulte d’aprés un résultat classique
([4]1, p. 88).

CONSEQUENCE. - Le treillis S est fini.
© On sait en effet qu'un treillis distributif de longueur finie
n’a qu'un nombre fini d’éléments ([5], p. 139).

2. - L’idéal q est Vintersection d’un nombre fini d’é1éments
N-irréductibles ([3], § 5). Le treillis 7' étant distributif, ou
seulement modulaire, le rang r ou nombre d’éléments qui in-
terviennent dans une décomposition sans éléments superflus
est un invariant de q d’apreés le théoréme de Kurosch-Ore ([4],
p- 122). Nous allons déterminer ce nombre r.

TaEOREME 2. - Le rang r de q dans sa décomposition ¢n
intersection d’éléments N -irréductibles est égal a la longueur
A, du segment [q, q:p] dans le treillis S.

Dans le segment [q, q: p] qui est un treillis de Boole fini
d’aprés la propriété 4, I’élément q est D’intersection de A, élé-
ments maximaux m;

o
q= N m;
=1

qui forment une décomposition de g sans éléments superflus
en éléments N -irréductibles dans ¢q:p. Choisissons, i étant
fixé, un élément ¢,< p maximal parmi ceux qui vérifient
a, N (q: p) = m;. Son existence est assurée méme dans le cas
de la condition de chaine descendante affaiblie en vertu de
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Phypothése que 7 est faiblement M-continu ¢). Un tel élément

@, est N -irréductible, car la relation a,= ¢, Ng,, avec q, > a;,

q. > a,, entrainerait m; = (g, N g : p) N (g: N q: p), d’od, puis-

que m; est M -irréductible dans q:p, m;, =g Ng:p ou

m;=¢ N q:p, ce qui contredirait le choix de ¢, maximal.
Considérons Vélément

h
h= Na,.
i=1
On a:
1) 11
RN@:p)=N@Ng:ip=Nm =g
=1 =1
I1 en résulte

I<h=<p.

Suposons qu’on ait ¢ < h. On pourrait alors trouver un
entier n =2 tel que h < gq:p", h<Kq:p™*. Pour exclure ce
cas on fait appel 4 la propriété suivante: (Cf. W. Grdobner,
(2], p. 202, Satz 1).

8i h=<'q:p*, avec h<Kq:p"?, on a p*h=<gq:p, avec
pn—thE q.

On aurait donec p*»h<<q:p et p"*h<h, dot p*h<
<hkN(q:p) cest-d-dire p»'h=<gq, ce qui est en contra-
diction avec la relation p"—'h { q.

On a donc obtenu une décomposition

q= H (17
=1
de ¢ en intersection de A, éléments N-irréductibles. I1 reste a
montrer que cette décomposition ne posséde aucan élément su-
perflu. 8i Pon avait par exemple

6=a, N...Nay,
on en déduirait:

e, Ng:p=m=@Nqg:p)N..N(@@.NQg:p)

4) En effet, I'ensemble des z, tels que ro ™ q:p=m; n'est pas
vide quisqu’il contient m;. Il est inductif en vertu de ’hypothése que
T est faiblement M-continu: (g:p) N (W 2g) =\ (2:9 N 25) = m;.
I1 admet donc un élément maximal d’aprés le théoréme de Zorn.
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donc
m; =m, N ms n.. N m)y

ce qui est impossible puisque la décomposition:de g au moyen
des m; ne posséde pas d’éléments superflus. Le rang r de ¢
est bien égal a A,.

Du théoréme 2 on déduit immédiatement le suivant:

THEOREME 3. - Pour que q soit N -irréductible, il faut et il
suffit que q soit primaire et qu’il nwexiste aucun élément
primaire entre q et q:p.

La condition ¢ primaire a été démontrée dans [3], § 8.
La condition q: p > q dans S est le cas particulier du théoréme
2 relatif au cas r=A, = 1.

Nous avons donc étendu aux idéaux d’un demi-groupe un
théoréme établi par W. Grobner pour un idéal d’un anneau
noetherien. Mais la démonstration prouve que les théorémes
2 et 3 sont valables dans les conditions plus générales sui-
vantes déja rencontrées dans [3] pour la décomposition en
éléments primaires:

1. ConpiTiON (H) - T est un demi-groupe réticulé complet,
entier et commutatif, satisfaisant a4 la condition de chaine
ascendante ou a la condition de chaine descendante affaiblie.

2. ConprrioN (II) - Tout élément est union d’éléments prin-
cipaux.

3. T est modulaire et faiblement N -continu.
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