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SULLA STRUTTURA DELLE ALGEBRE
DI CLIFFORD

Nota (*) di GiovanNt Bartista Rizza (a Genova)

1. Tra i diversi indirizzi che si presentano nelle ricerche
tendenti all’estensione della teoria delle funzioni di ordinaria
variabile complessa al caso di funzioni nelle algebre ipercom-
plesse & notevole quello, ben noto, aperto dai lavori di Gr.
C. MoisiL e di R. Fuetrer.

Tali Autori hanno preso come punto di partenza la con-
siderazione delle funzioni nell’algebra dei quaternioni e, piu
in generale, nelle algebre di CLIFFORD.

Un sistema di equazioni differenziali, generalizzazione for-
male delle classiche condizioni di monogeneitda di Caucay,
definisce, in queste algebre, le funzioni oggetto di studio, le
quali di solito sono denominate funzioni regolari.

La teoria delle funzioni regolari é stata in seguito svilup-
pata da FueTer e da altri Autori, sia con riferimento alle al-
gebre dette, sia nel caso di un’algebra del tutto generale?).

Tuttavia, per quanto si riferisce alle funzioni in un’alge-
bra generale, mentre sono state ottenute complete generaliz-
zazioni del primo teorema integrale di CaucHyY, non & stata
ancora stabilita una equivalente generalizzazione della for-
mula integrale di Cauchy.

Formule integrali di tipo Cauchy, per le funzioni regolari,
sono state finora ottenute soltanto nell’algebra dei quater-

(*) Pervenuta in Redazione il 24 ottobre 1953.

1) Si veda p. es. il mio lavoro [1] (efr. la bibliografia in fine),
ove si troveranno anche indicazioni sui lavori di Morsir, di FUETER
e di altri.
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nioni e nelle algebre di Crirrorp. Ma giad nel caso delle alge-
bre di CrLiFrorp le formule stabilite hanno carattere assai par-
ticolare, in quanto la variabile indipendente si suppone va-
riare, anziche in tutta Palgebra, in un opportuno sistema linea-
re subordinato.

Ora, come altra volta ho osservato, il problema della de-
terminazione di una formula del tipo detto in un’algebra iper-
complessa &, in generale, connesso con la varietd dei divisori
dello zero dell’algebra.

Percid, allo scopo di stabilire formule integrali generali,
si presenta come fondamentale il problema preliminare della
determinazione della distribuzione dei divisori dello zero.

A tale problema, con riferimento alle algebre di CrLiFForp,
¢ dedicato il presente lavoro, nel quale riesco a precisare tale
distribuzione, nonché a chiarire completamente la struttura
delle algebre considerate. Nel n. 2 & dato VPenunciato dei risul-
tati ottenuti, che possono forse presentare qualche interesse
gid nel quadro strettamente algebrico.

Mi riservo di trarne in un prossimo lavoro le conseguenze
per la teoria delle funzioni regolari, cui sopra accennavo.

2. — Le algebre di CriFrorp che consideriamo, nel seguito
indicate con C,(n = 1), sono algebre reali di ordine 27, dotate
di modulo e, per n 1, non commutative?). In particolare,
come risulterd subito, le algebre di Crirrorp C,, C, coincidono
rispettivamente con Palgebra complessa ordinaria e con JVal-
gebra dei quaternioni.

L’algebra di CLiFrorp C, & definita dal sistema fondamen-
tale di unita:

@® 1, %5, $hgs oos Yigs e dns
e dalle relazioni:

(2) Ubis = Yrjas Ybisbis = Yujaja s o0 Uy oee Yy = b jn s

2) Per le nozioni fondamentali sulla teoria delle algebre ved.
p. es. G. Scorza [3].
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3 g, =—1 , 4 + 445 =0;
dove il simbolo 1 indica il modulo dellalgebra ed j, <j, <
<..<j, sono interi qualunque scelti tra 1, .., n.

Nei nn. 3, 4, 5 dimostrerd che:

1. - .L’algebra di CLiFFORD C,(n = 2) é somma diretia di
2n—2 glgebre isomorfe all’algebra dei quaternionmi.

II. - I divisori dello zero di C, costituiscono, nell'Syn
rappresentativo, 2% spazi lineari (2" — 4)-dimensionali per
Porigine.

3. — Cominciamo col provare i teoremi I, IT per n —= 3
(il caso n —= 2 & banale). All’uopo proponiamoci da prima di
determinare i divisori dello zero dell’algebra C,.

Indicate con 1, 4,, 4,, t,, =4,%, le ordinarie unitd dell’al-
gebra dei quaternioni, ogni ipercomplesso # di €y pud scriversi:
(4) T = + ai,,

con &, @, quaternioni.
Se # ¥ 0 & un divisore dello zero di C, °), esisterd un iper-
complesso non nullo y=2@, 4 B,i, tale che:

(5) 2y = (&; + a,8s) (B, + Bots) = 0.

Ricordiamo ora che un quaternione generico q pud scriversi:
(6) 9=q + q",,
essendo ¢, ¢” numeri dell’algebra complessa ordinaria di

unitd 1, ¢,. .
Ci0 premesso, ponendo:

(7) 1=¢ —q",,
con ¢, ¢” complessi coniugati di ¢, ¢”, si ha immediatamente,

nell’algebra C,, la relazione:

(8 i = qis -

3) Poiché C; & dotata di modulo i divisori dello zero destri e si-
nistri coincidono.
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Si verifica subito che Poperazione che fa passare da q a E
bha carattere involutorio ed & distributiva rispetto alla som-
ma e al prodotto.

Dalla (5) seguono allora le uguaglianze:

(9) af—af =0 , ap, + af=0,
o le equivalenti:
(10) 0B —af, =0 , b, + aB,=0.
Poiché per ipotesi &: # 0, y & 0 risulta:
@, +0 , a+F0 , BF0 , B,F0.

Infatti il supporre nulla una delle a, o delle 8, conduce, a
causa delle (9), ad y =0, x = 0 rispettivamente.

Si moltiplicano ora a sinistra le (10), per «, =0,
a,~*=F 0 risp.; sottraendo e dividendo per B, =+ 0, si per-
viene alla:

;;—lz + e, =0,
dalla quale, moltiplicando a sinistra per ’&2 e a destra per
@, si ottiene:
(11) @t 4 20,71 =0.
Indicata con N(ap) = |y °+ |a",|* (h=1, 2) la norma

del quaternione a, = a'y + a”,7, si ha, come & noto:

ar" — a”)‘iz ah

N(en) - N(ap)

12) @~ = (h=1, 2),
ove ap = a'y — &'yl .

Dalla (11) seguono allora le:

o, — a,"a,” @, — a,"a,”

N T N

=0,
(13)

;llazn + ;],’azl + ;2,a1” + ;zl/all —o
N(a,) N(a,)

Poichg, come si & visto, & @, F 0, «, F 0, risulta N(a,) 0,
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N(a,) ¥ 0; quindi la prima delle (13) si riduce semplicemen-
te alla:
(14) a/a, = a"a,” .

Possiamo porre:
(15) a' =Na,” , a” =hAa,,
con A complesso ordinario non nullo.

Sostituendo nella seconda delle (13) e semplificando si

trova:
A

MRTY
e, in definitiva:
(16) A==*=1,.
Risulta dunque:
an o =i, , o ==a04,,

valendo simultaneamente i segni superiori o gli inferiori.
Eliminando nelle (9) le ap(h =1, 2) si ottiene subito la
relazione:

(11%) .6 + 86 =0,
di forma analoga alla (11). Ne segue:
(17%) B ==8%, , B ==8,

con la stessa avvertenza espressa per la (17) riguardo ai segni.
Da tutto cid si trae che i divisori dello zero di C, sono da
ricercarsi tra gli ipercomplessi non nulli:

z=a, + iy = (&' + @,",) + (@ + a,"i,)is,
con le o'y, "), (h =1, 2) soddisfacenti alle (17).
Anzi, come si verifica subito, ogni ipercomplesso del tipo
ora detto & un divisore dello zero di C,. Basta invero osserva-

re che il prodotto di tale ipercomplesso per un qualunque iper-
complesso:

Y =6+ Bads = (B, + B.700) + (B + B,"0z)is,
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con le §, B"s(h =1, 2) soddisfacenti alle (17%), riesce nullo,
quando si scelga nelle (17*) il segno opposto a quello scelto
nelle (17).

In conclusione i divisori dello zero di C, somo gli iper-
complessi non nulli @ =g, + a4, con le ap=a'y + a’pt,
(h=1, 2) soddisfacenti alle (17).

Essi, in corrispondenza alla scelta del segno nella (17),
si distribuiscono in due classi, tali che riesce nullo il prodotio
di due divisori dello zero appartenenti a classi diverse.

Nell’S, rappresentante la totalitd degli ipercomplessi di C,,
i divisori dello zero costituiscono i due S, per lorigine di
equazioni (17), che, nel seguito, indicheremo con 8,*), 8,(*),

Riesce cosi dimostrato, nel caso n = 3, il teorema II enun-
ciato al n. 2.

4. — DPoiche gli spazi S,), 8,(*) ove si rappresentano i
divisori dello zero di C; hanno in comune la sola origine, nel-
lalgebra O, (d’ordine 8) si possono assumere come nuove
unitd otto ipercomplessi non nulli quattro dei quali apparten-
gono ad S,() e quattro ad S,(*), in guisa tale perd che gli
ipercomplessi di ciascuna quaterna siano tra loro indipendenti.

Cid posto, in base ad una osservazione del n. 3, sono tutti
nulli i prodotti di ciascuna delle prime quattro nuove unitd
per ciascuna delle seconde. :

Le due quaterne di unitd generano rispettivamente due si-
stemi lineari di ordine quattro, i quali, come si riconosce
subito, sono due algebre.

L’algebra C, & dunque riducibile, risultando somma diretta
di due algebre del quarto ordine, gli ipercomplessi delle quali
si rappresentano in §,(%), 8,(2) rispettivamente.

Dalle (17) risulta poi subito che il prodotto di due iper-
complessi non nulli, appartenenti alla stessa classe di divisori
dello zero, non pud mai essere nullo. Ne segue che le suddette
algebre del ‘quart’ordine sono prive di divisori dello zero;
quindi, in base ad un classico risultato, sono isomorfe all’al-
gebra dei quaternioni*).

4) Ved. p. es. G. Scorza [3] p. 397-400.
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Con cid resta senz’altro stabilito il teorema I del n. 2,
nel caso n—23.

Per mettere in evidenza la riducibilitd di C, ed il fatto
che le sue componenti irriducibili sono isomorfe alFalgebra
dei quaternioni, si pud eseguire il seguente cambiamento di
unita :

W = i.____.°_2i”3 Y Y P LanlCY _!2_ tas ,
u2(1) — iz _2i13 ua(l) — _'ix ';‘ ilz ,
(18) - ;
,uo(z) — iﬂ% , "’1(2) — 1«1;— 28 ,
u,® = — 2 b ‘;ils L u,® = ’3;%2 ;

ove t,=1 indica il modulo di C.,.
La tavola di moltiplicazione relativa alle nuove unitd si
compendia nelle relazioni seguenti:

PR TP S SR () BN )

uo(h) uo(h) ul(h) u,z(h) us(h)
(19) wy B | B — gy ) uslh) —u,m  (h=1, 2)
wy | u, B — B gy B g ()

w® | ug® g, B gy () gy ()

(20) urMug® —u Dy, =0 (r,8=0,1, 2, 3).
Nel seguito le algebre dei quaternioni, componenti irridu-

cibili di C;, saranno indicate con C,), 0,3,

5. — Prima di passare alla dimostrazione dei teoremi del
n. 2 nel caso generale, ricordiamo che, se A & un’algebra do-
tata di modulo di ordine n, somma diretta di due algebre
A®M, A®) di ordini n,, n,, ciod:

A=A40440 (n=mn, +n,),

1
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detti 8,, Si,'l) , Sf,) , gli spazi ove si rappresentano gli iper-
complessi di 4, AW, A e V, V), V), le varietd dei divi-
sori dello zero ®), di 4, A®), A®, risp., risulta:

(21) V=70 X & 4 v@® x 8y,

nella quale Poperazione di prodotto topologico, indicata con
il simbolo X, si intende geometricamente realizzata conside-
rando il luogo degli £, , paralleli ad S(,:.) nei punti di V&)
(h=Fk; h, k=1, 2).

La varietd dei divisori dello zero di A & dunque costituita
da due varieta distinte per Porigine °).

Nel caso particolare dell’algebra 0; = 0, 4 C,®, 1a (21)
esprime un risultato gid ottenuto al n. 3.

Stabiliamo ora il teorema I del n. 2. A tale scopo proce-
diamo per induzione tra n—1 ed n, tenendo presente che, nel

caso n =3, il teorema & gid stato dimostrato (n. 4).
Ogni ipercomplesso # di C, pud porsi ovviamente nella
forma :
(22) @ = & + @y,
con @, @, ipercomplessi di C,,_,.
Indicate con C,(®) (h =1, ..., 2#—2) le 2% algebre dei qua-

ternioni, che, per ipotesi, sono le componenti irridueibili di
C,_., dalla relazione:

(23) Cpna= 0, + ... 4 0,
seguono le:
2”—3
(24) o, = 21},. a,® (r=1, 2)

con a,®) in Q,(h),

5) Per semplicitd tra i divisori dello zero intenderemo incluso
anche lo zero.

8) Ved. p. es. G. B. Rizza [2], p. 1389 dove la (21) & stabilita
per le algebre complesse, dotate di modulo e commutative. I1 risultato
pill generale che qui occorre, si ottiene con identico ragionamento.
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La (22) diviene allora:

on—3

(25) z= 3, [6® + a,Mi,].
. 1

Notiamo ora che ciascuno degli ipercomplessi:
(26) a,(B) + a,(h)j, (h=1, .., 2" %)
appartiene ad un’algebra isomorfa a C;, che indicheremo con
C,(W), dove Vunitd i, fa le veci della i, di cui al n. 3.
Cio posto, poiche dalla (23) risulta:
0, . 0, =, . 0, =
(h=Fk; b, k=1, .. 2%),
si ha anche:
O, . OB = OB . ¢, =0
(h=Ek; b, k=1, ..., 273) .
Da questa e dalla (25) segue:
(27) C,=C,® + .. + 0",

Infine, indicate con 'C,(h), “C,(») le componenti quaternione
di O, si ottiene:

(28) C,='0,™» + 70, + + ’02(2"—’) + "0, @)

che prova l’asserto.

Riesce cosi dimostrato il teorema generale I enunciato al
n. 2. '

Il teorema generale II segue poi subito tenuto conto del-
la (21).
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