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SULL’ INTEGRABILITA DEL PROBLEMA
DI DE SAINT VENANT NEI SOLIDI
CRISTALLINI

Nota (*) di ALpo BrEssaN (a Padova)

Nella memoria di G. GrioLi « Sul problema di De Saint
Venant nei solidi ecristallini»?), si considerano, fra Valtro,
quelli dotati di tre piani di simmetria cristallografica, pei
quali sono nulle certe dieci costanti di elasticitd e, basandosi
su una proprietd di minimo di un certo funzionale, si deter-
mina un procedimento d’integrazione del problema, che forni-
sce gli sforzi.

In questa nota dimostro che se si abbandona I'ipotesi sud-
detta e si considera un solido cilindrico omogeneo cristallino
del tutto generico, il problema di De Saint Venant porta ad un
sistema di equazioni incompatibili.

Se pero le caratteristiche cristalline, la forma della sezione
e la sollecitazione agente soddisfano a particolari condizioni,
tale incompatibilitd non si presenta.

In questa nota determino appunto i casi eccezionali di
compatibilitd, e osservo che in uno di essi la soluzione pud ot-
tenersi applicando ancora il metodo citato mentre negli altri
essa si presenta in forma pil semplice e di piu facile deter-
minazione.

(*) Pervenuta in Redazione il 7 Giugno 1954.
1) G. GrioLI, Rendiconti del Seminario Matematico dell’Universitd.

di Padova, Anno XXI, N. 2,
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1. Premesse generali.

Sia C un solido elastico cilindrico omogeneo, di altezza h ri-
ferito alla sua terna centrale d’inerzia (o, 2,, @, @,) di cui I'asse
@, sia parallelo alle generatrici. Indico con X,., (r, =1, 2, 3)
le caratteristiche di tensione, con R, e M,.(r=1, 2, 3) le com-
ponenti secondo gli assi, del risultante e del momento risultante
rispetto ad O delle forze esterne agenti sulla base #, = h, con
Nn,, Ny Ny;=0 i coseni direttori della normale interna alla
superficie laterale ¢ di C e uso il soprassegno per indicare il
valore medio in una sezione normale A, del cilindro C, di una
funzione di ,, @,.

Posto

(1) P&’ ——I fxgidA, (t.._—l, 2);
l?‘ — § K x -—X H X x
:‘: ! ’ r "y r-4+83 — r42,r41)

la soluzione del problema di De Saint Venant, tenuto conto
del particolare sistema cartesiano di riferimento & rappre-
sentata!) dalle caratteristiche X,, X,, ..., X, per cui &

(2) X, =X,=X,=0 in C
3) Xy, =X,/ (2, @) - 2, + X," (@, @) in ¢
4 X,/ =— (R,*s, + R,"x,) in C
5) aa%+%‘+x,'=o ' in ¢
(6) Xn, +Xn, =0 in ¢
e posto

7 F, = m,X," + m,. X, 4 m, X5 (r=1, 2, .., 6)
.sono soddisfatte le equazioni:
FF,

’F, . _

a—zz_g — m!&RQ. ’ azlg — — mBSRl.
® #F, 1

s _ -

320z, 2 (mBy* 4 muEz.)

1) G. GerioLI. Loco citato.



SULL’INTEGRABILITA DEL PROBLEMA DI DE SAINT VENANT, ECC. 437

e
¥F, | ¥F. P _
2 T o  omam O
o [0Fs JF, _ . .
) 371[5;’—@? = — 2myR,* 4 me,R,
3 [oFs dF,) _ .
3_1:, E—E = 2MaRy® — mgsR,

che traducono le condizioni di congruenza di De Saint Ve-
nant; le X,, X; non dipendono da z;; e inoltre valgono le
relazioni integrali:

¥ —_ B, _ -
(10) Xp=——(r=12) ; V=
S M — M
(11) xzxua=—f HEE 5 P- €1 =_Zz
S —— M
(12) 2, X34 — 2, X35 = — j.

I* sia Pinsieme delle coppie di funzioni X,, X, soddisfacenti
le equazioni: (5), (6), (10), (12).

Poiche le (8) determinano F, a meno di un polinomio di
primo grado, il problema & risolto appena si sia determinata
la (X,, X;) appartenente a I* e soddisfacente alla (9,1) in
quanto X, @ nota e X,” si esprime, per (7), mediante F,,
X, X,

2. Un’integrazione sulle ultime due equazioni di con-
gruenza.

Integrando le (8) si ha:
18)  Fi=— T R’ — T Ritn® —
1
—3 [meRy* + meRe*2,2, + ax, 4 bz, + C

con a, b, ¢ costanti arbitrarie.
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Da (3), (4) e (7) segue
1 .
(14) X3 —_ e (Rl'xl + Rz.zz)ZS + ;n‘_'; { F3 -_ M34X4 - m35X5 }.
3

Per il seguito pongo

(15) Pps = ;i‘:‘ e Gy == (Myg — Wg,Myg) == M., — m—:rrz—::“
con
(16) Oy = Oy
Per (15) le (7), ricavatane X,”, divengono
an Fo=p, s+ 0, X, + ,sXs (r=1, 2, .., 6)

con F, espressa da (13).
Le (9,2), (9,3) divengono di conseguenza

i o a_Xj + o LX{, _ LL — Ln —
oz, | ** 3z, % 3z, “ 3z, oz, | T
0 oF oF
= 3—-’51 [l"'ss g: — Pas a—x:] + mesR,* — 2myR,* =
. o3 - s . _ )
= | Mes — —é‘mn R,* — Tmua + 2my | B* = A,
(18)
i o a;X* + o g_ﬁ — gix_f — &E f—
oz, | °* Oz, % oz, “ oz, © oz, | T
0 F oF
= 5;; ll-lss gx—: — P43 a—xf] + 2myR\*— mgR*, =
=(2 Bas * 3 *—
= |amz; — —2"’"«43 R* 4+ 2 WssMaz — Mgg | Bo* = A4,
Posto

Py=a,* + ey, + €5,®, - €5
19) e
P,=a,” 4 b,2,* +€,®, + €5, 4 €4
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(con i coefficienti costanti arbitrarie), le (18) equivalgono a

X, X, X, 0Xs X,0P;  A9P,
(20) “5435;4'“55 axz—“«'a—a—“w'a’z—gm-———k’
con k costante arbitraria e A, e A; lineari omogenei in
R;L"= e Rg'.

3. Incompatibilita nello schema di approssimazione di
De Saint Venant per un solido cristallino omogeneo ge-
nerico.

Tenuto conto del significato delle m,.,, si riconosce con
facilitd essere

Mgz Mge Mgs
Myz Myy Mys

TV 7T Mz Mga  Mgs

= >0, a44>0; a55>0.
Mss

@) A=

O5e %gs

Posto .

(22) (X4, X5, Ry, Ry, k, @1, 352)"—'““X42+ “uaxs2+2ﬂuxcxa+
+ (AoPs—2kx,) X, — (AP + k122) X 5 + C(z175)0

Ne segue,’ con procedimento analogo a quello di loco citato
a nota ), che la condizione di minimo del funzionale

(23) I=-/ fXs, X5, Ri, R, Kk, x,, 7:)dA
A

al variare di X,, X;, nell’insieme I*, equivale al sistema —
che chiamerd V* — di tutte le equazioni del problema di De
Saint Venant, esclusa la (9,1).

Anzi il carattere definito positivo della parte quadratica
della f [vedi (21)] assicura l’unicitd della soluzione del si-
stema V*.

Ne segue che il problema di De Saint Venant ha soluzione
[unica e ottenibile eon il procedimento esposto in loco citato
in nota )] se e solo se la soluzione di V* soddisfa anche alla
(9,1).
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Si constata facilmente che la (9,1), in base a (13), (17),
(15) pud scriversi

. ¢ B’X . ¢ X
(24) aua:"i— 15 :'[" 24a;+ “31'_

°X, X
~ " G, ™ 3mn, T ET =0

con
(25) E* = — psmuR,* — Fzsmss&' + l"'?" [muBy® + meR,*],

basta pensare alle espressioni delle @,, per riconoscere che
in (24) figurano essenzialmente le my(i=1, 2, 6; j=4, 5),
che non intervengono nelle equazioni di V*. In generale la
(24) non pud considerarsi come conseguenza di tali equazioni.
Si deduce quindi: Per un cilindro cristallino del tutto geme-
rale lo schema di approssimazione di De Saint Venant porte
ad un problema analitico incompatibile.

4. Casi eccezionali di compatibilita nel problema di De
,Saint Venant.

Constatato che per un sistema cristallino del tutto gene-
rale lo schema di approssimazione di De Saint Venant porta
ad un sistema di equazioni incompatibile, mi propongo di de-
terminare in quali casi eccezionali tale incompatibilitd non
sussiste.

Osservo che ricavando la BaX dalla (5), e la BaX. dalla (20),

sostituendo nella (9,1) resa esplicita in base a (13) e (17) e
integrando rispetto a 2, si ottiene:

(26) ax 39X, (“15“44 )GX . + zaaaf 5 +( 9 [ 773213 —“cs—“u) X 5__

55 Oss oz,

= g(“““" ) s 2 2 k'g & + Cy(z5)

2773

che va associata alla (20).
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Tuttavia tenendo conto di (5), le (20) e (26) possono scri-
versi

oX oX oX,
— gy ‘+ ua ‘+2 ua =g + Vo2 + ky
27 .
ox, X, X,
a;u‘a—;; - azzgx_z + alza_zz —N1z1+7(32)
con
Q1= Oz
2= i — Olge — Ol2g
Ass
2
— Q2= :Lau' — Qs — Qg4
(28) 56

Vi = At R® 5 va=AstosR* ; k1=k+laeu+lsen

N= (a:a“ 1‘) R,* —apR,* — @ A+ k*

56

Y(Z2)=cs(2) — a;oRz’xz

dove y(@,) & funzione arbitraria poiche lo & ¢,(,).
a) Primo caso di compatibilita.

Evidentemente la (27,1) risulta conseguenza della (27,2)
se sono soddisfatte le uguaglianze

e insieme
(30) %[ Ni2y + 7(22)] = — @auvi21 + Vo22 + ki)
da cui
Ny + a3y, =0
1)

y(@) = — 1—‘:—: (Vaa + k)
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delle quali solo la prima da una effettiva condizione 2) riguar-
dante le m,.,, R,*, R,* mentre la seconda serve per determinare
Parbitraria y(z,).

Le (29) non sono incompatibili con 1la condizione

6
2 m,,X,.X,>0 per X,, X,, .., X, non tutte nulle.

r, 8=0
Per constatarlo osservo innanzi tutto che le (29) possono
scriversi

Olgellss” — (01 otg5)daeOss + 2001504500 = 0

32
(32) Oy50es” — (@25 4 Ctoa)atesttss —+ 20054045055 = 0

assumo ad es.

(33) My == Mgy = M55 ; Mgy = Mgy < 7%“
onde
(34) Qg = g5 > 0.
Pongo
— __ Mss Mas | Mss
(3%5) Msy = B) +3 ous 5 *

Per (33) e (35) &

2 2
MggMss — M MgsMsy — M,
(36) gy = MgsMss 88 __ 9 MastMse 85

Mgs A Mgs

= — 2“45.

Osservo poi che si ha in ogni easo

m m.
44 45 >0

My My

e inoltre, come conseguenza di (33), (35), ms < 0 mentre, di-
sponendo dei valori di m,, e m,; & lecito ritenere in particolare
%, = 0;5. Ne segue che la (36) implica (32) e quindi le (29)

2) Si constata, in base a (16) che il primo membro di (31,1) &
lineare in R;* e R3;*. Ne segue che in un problema privo di flessione
non uniforme la (31,1) & identicamente soddisfatta.
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sono compatibili con l’essere positivi i minori diagonali del
discriminante della

6
zm,X,X,

rs=1
Poiché si & imposto a m,, di essere <z ? Passerto varra

per continuitad anche per valori delle m,, vicini ai precedenti.

b) Secondo caso di compatibilita.

Supposte non verificate le (29) e moltiplicando la seconda
delle (27) per — a,, e la prima per a,, e sottraendo; poi la
2% per a;;, la 1* per —a,, e sottraendo; e infine, integrando
la prima differenza rispetto a #, e la 22 rispetto a #,, si ha:

oX; X,
— Dyo x— — Dyy 5— = P¥x,, w,),
3 73 3 (2
@7 oX, oX.
y Dy — 3z Dza by —Q (@1, Z2)
Ty

ove Dy € il minore formato con le colonne i™® e h™* della

matrice.

(38) ” a1 — Q2 a1z
—a

44 Q%55 2045

e
( 9) ; (xl y T3) = &[Nz, + Y(zz)] _ 011[\'1371 + vaz: + k1]
Q¥ @1, T2) = Goo[ViZy + V222 + K] - ass[Nazy 4 Y(22)]

Sostituendo in (37,2) a ?—‘-X;‘ il valore dato dalla (5) e inte-

0z,
grando (37,1) rispetto a #, e (37,2), cosi modificata, rispetto
a ¢, si ha
(40) ; Dy X, + DiXs = Plzy, )

DX+ Do X5 = Qzy, 2)
ove, posto

(41) v1*=v1+D Ll ;ove¥= 2+D”R2 i YM@)= | Y(2)dz,

Q22
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8i ritenga
. 2
P(z,, 12) = (— aulN, + 6uvi)2.2: + 011"25 —_

— auy*(@:) + 8ukiz. + c(z)
“2) ,
Qz1, Z2) = (assNy + @22v:*) % + assy(2:) » 7.+

+ 62v:*1:2; + G20k121 4 A(22)-
Da (40), tenendo presenti le (10,1) segue

DuR, + DuBy = — f Plez)iA

43) a

Dy;R; + DRy = — [Q(z1, z,)dA
A

Alle (40) e (43) vanno associate le (12), la (5) e la (6)
che pud scriversi
dz dz
se @, = #,(8) e x,— x,(s) rappresentano le equazioni parame-
triche del contorno.
Si supponga

(45) DyyF0 , D=D;;Ds— Dis*+0
da (40) segue
(46) x;=————D"P;D"Q , X,=D———————“Q;D"P.

In base a (46) la (5) diviene
9 ,
") %’ (DuP — Du@) + - (D@ — D) + DX{ = 0

che posto
my = DR, *+ D,y(0ssN1+622V*) — Di2g(04aN14-011V1) — D12G2e Vv, *
meg— — DRz. + Duazzvz. _— Duauvz -_— Du(“uN:L + al:l.vl)
My = D055 — D2zs%ss

Mo = (D13822 — D2s0:,)k:

(48)



SULL’INTEGRABILITA DEL PROBLEMA DI DE SAINT VENANT, ECC. 445
pud scriversi

(49) m,T, + MaZ; + MyY(Zs) — DiaY'(20) * 2, —
— Dsic(zy) + d'(x2)] + mo = 0.

Derivando la (49) rispetto a 2, si ha
(50) my — Du[y'2s) + ¢"(2)] = 0

da cui segue Y (2,) = ¥, = costante e ¢,”(2,) = ¢,” = costante.
Cioe
z co’ CoZ 4 ¢
o | oo = o % + ez + 0o
( Y(®2) = Yo'Ta + Yo

ove ¢,” e Y, sono legati dalla (50)
Sostituendo ora le (51) nella (49) e derivando rispetto a
&,, 8i ha

(52) m; + Mmyyy — Dyd’(z:) = 0
da cui

(53) d"’(x,) = dy’ = cost. = ﬁ’—}';—ﬂm
ciod

64 Ao = &' 4 42+ da.

Sostituendo le (51) e (54) in (49) (che di conseguenza
risulta lineare in #, e z,) e annullando i coefficienti di &,
e 2, e il termine noto, si ha

m, — Dys(Yo + ¢") =0
(55) m; | mﬂ’o' — Dydy" =0
MsYo — Dys(eo’ + do) + mo = 0.

la prima delle quali perd coincide con la (50).
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Per le (51) e (53) le P e @ date da (42) divengono

” xlz ’ xzz
P(z,2,) = ¢ 5 (@11v2 + 2%4aY0) o5

(56) — (24N 1+ V)T, T+ Co'Ty — (“44Yo+a11k1)zz— “4470.'"00

2 2
Q(xlxz) = (a55N1 + azzvl.) % -|—- doll %— _l_
+ G222 * + X55Y0") 21Tz 4 (@22Fer + %55Y0)%1 + do' 22+ d, .

Con tali P e Q le X, e X, date da (46), con y,* costante
arbitraria, soddisfano, oltre le (40), anche la (47) se e solo
se le dieci costanti introdotte nella trattazione del problema,

(87) ¢’y €05 Co, Yo Yo, Yor do’s di do, ko

(K, per (48) figurante in m,), soddisfano le quattro condizioni
(50), (52), (55,2), (55,3).

B facile riconoscere che il sistema (40) e (47) equivale a
quello delle (5) e (9). Ne segue che si ha un caso di compa-
tibilitd e nello stesso tempo la soluzione del problema di
De Saint Venant, espressa da (46) e (14), ogni qualvolta le
sei costanti rimaste indeterminate in P e @, le R, R,, M,
e le m,,, sono tali da soddisfare le (43), la

(58) [ (DysP — D1.Q)z,d4 — [ (D1sQ — Dy.P)x.dA = — MyD
A 4

traducenti rispettivamente le (10,1) e la (12) e inolire soddi-
sfino la (44) in corrispondenza alla particolare forma della
sezione.

Delle 10 costanti (57), le 6 rimaste finora arbitrarie pos-
sono determinarsi mediante le due (43), la (58) e le tre (59).
Dopo cio X, e X, soddisfano a tutte le equazioni del problema
eccetto quella al contorno (43). Con una verifica si pud allora
decidere se il problema é risolubile o no.

* *

OSSERVAZIONE. - Se nella (44) si assume come incognita la
forma della sezione, per determinare tutte le possibili se-
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zioni vanno anche considerate le

(569) {:c.—dA =0[=1, 2); lexsz =0
4 A

che traducono la condizione che gli assi #, e #, siano centrali
d’inerzia per A.

Si riconosce che se ¢ R, - R, = 0, le prime due (59) non
sono indipendenti. Infatti da (44) segue

dz, dz,
de—”' +X5%—0

da cui si ha
X, BX,) _
[(8_:02 + GI dA =0

che per (5) e (4) diviene

R* [:cldA + R,* [a:sz =0.
A4

A

¢) Terzo caso di compatibilita.
Suppongo adesso

(60) DF0 ; D,=0 ; DyD;+0.

Essendo D,,—0, e quindi % =%% 1a (37,1) equivale la
22

11
(37,2) e per la (5) anche le (40) sono equivalenti.
Ne viene
(61) Dy X, = P(@,, 72)
Si tratta di vedere se e quando le X, e X, dedotte da (61)
e (5), tenuto conto della (60), possono verificare, analogamente

a quanto si & fatto per il caso precedente le (27,1), (43),
(44) e (58).

d) Quarto caso di compatibilita.

Supposte non verificate le (29), sia invece, per una parti-
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colare eccezionale ®) scelta delle m,.,
(62) D =DD;y — Dy’ =0

Le (40), tenendo presente che non pud essere D,;:D,;-D,;—0
senza ricadere nel primo caso, implicano

(63) D@ — DyyP = 0.

Si constata facilmente che la (66) si pud soddisfare parti-
colareggiando gli elementi arbitrari contenuti in P e @ e non
i dati strutturali nelle R,®*, B,*. Anzi si riconosce che nella
espressione di P rimangono in definitiva quattro costanti ar-
bitrarie.

Da (40,1) segue

_ P(z,, ) — DX,
= DL

(64) X,

che introdotta nella (5) da

X, X,
(65) Dy, 3 Dy, 7z,

+ DX, + g%’ =0.

La soluzione del problema di De Saint Venant nell’ipotesi
(60) & rappresentata dalle (14) e da quella coppia (X,, X,)
soddisfacente (76), (77) e alle (43), (44), (58), tenuto conto
dell’espressione di P, ottenuta conseguentemente al soddisfaci-
mento della (69) e dipendente da quattro costanti arbitrarie.

3) Si tenga presente -che, in base a (15), (28), il valore di D
[come pure il verificaffirsi delle (29) e (45)] dipende esclusivamente
dai valori delle m,,



