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SULLA DERIVAZIONE DELLE FUNZIONI

ADDITIVE D’INSIEME

Memoria (*) di GAETANO FICHERA (a Trieste)

Scopo della presente Memoria è l’esposizione di una teoria
relativa alla derivazione delle funzioni additive e a variazione

limitata dipendenti da un insieme astratto e definite su una
opportuna famiglia di tali insiemi.

Principale oggetto è estendere alle dette funzioni il clas-

sico teorema della decomposizione di Lebesgue, che costituisce
il risultato culminante della teoria della derivazione delle fun-

zioni additive e a variazione limitata, definite in una famiglia
di insiemi boreliani (in particolare quella degli intervalli) di

uno spazio euclideo 5,..
A quanto mi consta, i risultati che in tale indirizzo sono

stati finora raggiunti, si riferiscono a funzioni completamente
additive di insieme e non mi pare sia stato considerato il caso

della semplice additività.
La presente trattazione si avvale di una definizione di de-

rivata per una funzione d’insieme che si discosta da quella
tradizionale, ottenuta operando un opportuno passaggio al

limite su un rapporto incrementacte, un rapporto, cioè, avente
a numeratore la funzione derivanda e a denominatore la misura

rispetto alla quale si esegue la derivazione. 

In verità tale procedimento, per pervenire alla definizione
di derivata, può pienamente avvalersi del suo carattere essen-
zialmente locale, solo nel caso ben particolare delle funzioni

additive definite sugli intervalli dell’asse reale.

*) Pervenuta in Redazione il 24 Luglio 1954.
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È ben noto, infatti, come, passando dagli intervalli lineari
a quelli a due o più dimensioni, occorra discriminare il pro-
cesso di passaggio al limite, imponendo che esso sia fatto con
un parametro di regolarità, o per mezzo di un sistema di re-
ticoli. Passando quindi dall’una alle due o più dimensioni, la
derivazione cessa di essere un fatto locale ed occorre che il

procedimento di passaggio al limite, per pervenire alla deri-

vata in un dato punto, sia in qualche modo collegato con quelli
che dànno la derivata negli altri punti.

Com’è naturale, la questione si presenta ancóra più com-
plicata quando si esca dagli spazi euclidei e si considerino

funzioni dipendenti da insiemi contenuti in uno spazio metrico
o topologico. Esistono diverse pregevoli ricerche intese ad esten-
dere a spazi siffatti i procedimenti basati sull’impiego dei

reticoli o sul teorema di copertura di Vitali i).
Credo però spontaneo chiedersi - specie volendo for-

mulare una teoria relativa agli insiemi astratti - se non sia
conveniente abbandonare il punto di vista tradizionale, ricer-

cando una definizione di derivata che sia atta a porre meglio
in luce la sua dipendenza globate dalla funzione d’insieme pri-
mitiva.

Una siffatta definizione viene impiegata nella presente Me-
moria. Essa introduce la derivata di una funzione additiva non

negativa mediante una proprietà variazionale, cioè come fun-
zione massimante un certo funzionale in una ben determinata

classe.

D’altronde, funzioni verificanti proprietà variazionali del

tipo testè detto, sono state già impiegate in qualcuna delle di-
verse dimostrazioni che vengono date del cosidetto teorema

di Radon-Nikodym 2).
È però da notare che in tal caso ci si riferisce a funzioni

assolutamente continue e quindi completamente additive, men-

1.) Cfr. [4] (i numeri si riferiscono alla Bibliografia alla fine della

presente Memoria) e la Bibliografia ivi citata a pag. 267-268. Cfr. an-

che il recente lavoro di O. HAUPT e C. PAUC [6].
2) Cfr. t5L pag. 129.
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tre che le maggiori difficoltà, che la teoria presenta, derivano
appunto dall’abbandonare l’ipotesi della completa additività.

In effetti, come si vedrà, il maggiore ostacolo che si frap-
pone al conseguimento della sopradetta decomposizione di Le-
besgue, è il poter caratterizzare quelle funzioni additive (sem-
plicemente e non completamente) dotate di derivata nulla.

Prima di entrare nell’argomento specifico a cui è dedicata
la presente Memoria, ho ritenuto opportuno, per dare signifi-
cato preciso alla nomenclatura ed ai concetti impiegati in sè-
guito, fare alcune premesse relative alla teoria della misura

ed all’integrazione negli insiemi astratti.

l. - Premesse relative alla teoria della misura e della

integrazione negli insiemi astratti 8).

Diremo ambiente della famiglia di insiemi astratti ~
l’insieme S somma di tutti gli insiemi della famiglia. La fa-
miglia ~ sarà detta un semi-ane t to o famiglie elementare se
verifica le seguenti condizioni:

1) ~ chiusa rispetto al prodotto, cioè contenendo due in-

siemi, ne contiene anche l’intersezione.

2) Se I’ e I" sono due suoi insiemi ed è I’ C I", esistono un
numero finito n di insiemi di essa Il, I2, ..., In a due a due

disgiunti e tali che, posto Io I’, si abbia :

~ 

3) Per la dimostrazione dei teoremi enunciati in questo paragrafo,
cfr. [3]. Per altre trattazioni della teoria della misura in insiemi astrat-

ti, cfr. [2], [4], [5], [7], [8], [11], [12]. Tali trattazioni, pur avendo,
ciascuna, un’impostazione non sempre simile a quella assunta in [3],
contengono fra tutte, più o meno completamente, i teoremi fondamen-

tali qui riportati. 
’

) Scrivendo 11. lk oppure Io -(- Il + ... i., intenderemo che gli

insiemi Ik sono a due a due disgiunti. Se è I = 2’ Ix , si dirà che si è
~=O

decomposto I negli insiemi Io, I1, ..., che i detti insiemi costitui-

scono una decomposizione di I.
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ed inoltre qualunque sia h  n l’insieme 2 Ik appartiene alla
k=0

famiglia { I ~.
Diremo che a(I) è una funzione additiva. e a variazione

limitata (funzione AVL) definita in I ~ ~ se:

2) Indicata con 3, la generica decomposizione di I in un
numero finito, 7~ I2, ..., 1", di insiemi di .~ I} e posto:

l’insieme numerico descritto da al variare comunque di

ô~ è limitato qualunque sia I in {I ~ .
Sia va(I) l’estremo superiore di Tale funzione è addi-

tiva ed, essendo non negativa, a variazione limitata. Tali sono
anche le due funzioni p,,(I) e estremi superiori, rispetti-
vamente, di : 

-

essendo 11t~,..., quelli fra gli insiemi Il, 12, ..., 1 ~~ nei

quali la a è positiva e I~, ... , 1k. i rimanenti.
La Va (1) dicesi variaziorce totale di a, la Pa (1) variazione

positiva e la q a ( I) variazione negativa.
Sussistono le relazioni :

La prima di esse dicesi decomposizione di Jordan della fun-
zione AVL a (I).

Diremo che la famiglia di insiemi P ~ è un anello o una
famiglia additiva se, contenendo due insiemi P’ e P", contiene
.P’ P" e P -~- P". È evidente che un anello è anche un semi-

anello, ma non viceversa. Diremo anello minimo o famiglia ad-
ditiva minima contenente una data famiglia L l’intersezione

di tutti gli anelli - che è ancora un anello -- contenenti {I ~.
Se 1 Il è un semi-anello, l’anello minimo è costituito da tutti



370

gli insiemi contenuti nell’ambiente ~S, ciascuno dei quali è

somma di un numero finito di insiemi di ~ I ~ .
Sussiste il seguente pt"i1no teorema di prolungamento:
I. Sia a (I) AI’L e definita nel semi-anello {I}. Esiste ed è

unica la. de f inita nell’anello minimo 1 P ~ che

contiene ~ I ~, tale che per ogni I di I ~ L si abbia :

Inottre te varia.zioni - totate, "positiva e negativa, - della
~ (P) sono i prolungamenti delle corrispondenti variazioni del-
ta a (I).

Iaa § ( P) sarà completamente additiva se dall’essere P = 2 Pk
k

con i Pk anche in infinità numerabile, segue ~ (P) = 23 P(Pk).
k

Una funzione completamente additiva e a variazione limi-
tata sarà denotata con CAVL. prolungamento
della a(I) sia CAVL, occorre e basta ch,e tale sia la a(I).
In tal caso saranno anche CAVL vp(P), e 

Dirò che la famiglia di insiemi B ~ è una famiglia totali.

additiva se:

1) è additiva:
2) considerata comunque una successione B1, B2, ..., Bk, ....

di suoi insiemi, tutti contenuti in uno stesso insieme I3 della
00

famiglia, appartiene ad essa l’insieme lBk 5).
k=l

Diremo famiglia totalme’ntc additiva minima contenente

una data famiglia P ~ ~ l’intersezione di tutte le famiglie total-
mente additive - che è aneòra una famiglia siffatta - con-
tenenti P }.

Assegnato un semi-anello 11 , diremo 2rcsiemi di tipo (i),
gli insiemi ad esso appartenenti, insiemi di tipo ( p), quelli
dell’anello minimo 1 che contiene e insiemi di tipo (b),
quelli della famiglia totalmente additiva minima B ~ ~ che

contiene P ~ .

5) Questa definizione è lievemente differente da quella di o-anello

(in inglese o in tedesco a-Ring), che suole assumersi nella teoria delle
misura.
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Se ~ i è la famiglia degli intervalli superiormente aperti ")
di uno spazio euclideo ~~,., se cioè gli insiemi di tipo (i)
sono gli intervalli siffatti, quelli di tipo (p) sono i plurinter-
valli (superiormente aperti) di 8,., cioè gli insiemi ciascuno dei
quali è somma di un numero finito di intervalli superiormente
aperti e, infine, gli insiemi di tipo ( b) sono i boreliani limitati

di 

Sussiste il seguente secondo teorema di protungamento :
II. Sia p(P) tinua funzione CAVL definita nell’anello P }.

Esiste ed è unica. una f unzione CAVL, definita nella fa-
miglia totalmente additiva minirna B } che contiene 1 P
ta quale su ogni P di P ~ 1 coincide con ~ (P).

Inottre te variazione - totale, positiva e negativac - di
sono i piolungamenti delle eorrispondenti variazioni di

.
Fissato il semi-anello ~ I }, diremo misura ogni funzione

CAVL definita in il I. Dai teoremi I e II segue che la ¡~.
risulta definita nella fanliglia totalmente additiva minima che
contiene ~ I l.

Oltre agli insiemi di tipo (i), ( p) e ( b), considereremo anche
altri due tipi di insiemi: insiemi di tipo (a) e insiemi di

tipo ( G).
Dirò di tipo ( a) ogni insieme A, contenuto nell’ambiente S

del fissato semi-anello ~ che sia contenuto in qualche in-

sieme di tipo ( p) e tale che esista una successione 1 P,, ~
di insiemi di tipo ( p) non decrescente 7) ed avente per limite A.

Dirò invece che C è un insieme di tipo ( c) se esso è limite
di una successione } non crescente di insiemi di tipo (p).

Si conviene di considerare l’insieme vuoto sia di tipo (a)
che di tipo (c).

~ 

6) Date due r-ple di numeri reali ( a 1, a~, ..., a r ) e ( b 1, b 2 ,..., b r)
con b~ ( k =1, 2, ..., r ) , dicesi intervallo superiormente aperto 
l’insieme dei punti di S,. le cui coordinate verificanu e lim tazioni : 

"~

(k =1, 2, ... , r).

7) Una successione di insiemi dicesi non decrescente se P~ 
e non crescente se P,,:::J P n+t í (n =1, 2, ...).
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Sussistono le seguenti proprietà:
1) Se P &#x3E; A, P A è di tipo (e); . 

,

2) Se P D C, P- C é di tipo ( a~) ;
3) Se A~, A 2, ..., A n sono di tipo ( a), tali sono anche

4) Se Ci, C2, Cn sono di tipo ( c), tali sono anche

5) Se la successione è di insiemi di tipo ( a), se riesce
00

Ak C P con P di tipo di tipo (a) l’insieme E Ak ;
k=1

6) Se la successione Ck ~ ~ è di insiemi di tipo ( c), tale è
00

l’insieme II Ck ;
k=1

7) Ogni insieme di tipo (p) è tanto di tipo (a) che di

tipo ( c).
Sussiste il seguente teorema:

III. Se g è una misura non negativa e B un insieme di

t2po (b), dato comunque e &#x3E; 0, Esistono un insieme di tipo
(a) : A, ed uno di tipo ( c) : C,,, tali che :

Nel seguito faremo anche uso del seguente teorema di pro-
lungamento dovuto a Caccioppoli [1] ed esteso da Cafiero [2]
agli insiemi astratti 8).

IV. Sua 1 CI ~ una famiglia di insiemi astratti la quante gode
delle seguenti proprietà :

1) Se contiene gli insiemi 01, °2’ ..., Cri, contiene la loro

somma e la loro intersezione.

8 ) In una recensione della Monografia [2] ] di Cafiero, apparsa su

Mathematical Reviews ( vol. 15 - n. 2, pag. 110) vengono mosse delle

critiche al teorema di Caccioppoli, enunciato nel testo, tendenti ad in-

firmare la validità del teorema stesso. Mi sia consentito osservare che

tali critiche si rivelano ingiustificate. Evidentemente il Recensore ha con-
fuso il detto teorema di prolungamento con altra, diversa, questione.
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00

2) Se contiene lac successione f Ck ~, contiene Finsieme 111 Ck .
k=1

’ 

3) L’insieme vuoto e l’ambiente S di 1 C } appartengono a
; C I.

4) Per ogni insieme C di 1 C ~ esistono due successioni 1 C,, }
ed 1 A. 1 , la prima costituita da insiemi di } C e la seconda
da insiemi i cui complementa,ri (rispetto ad ~~) appartengono
a C } , tali che :

e convergenti a C.
Sia p. ( C) f unzione non negativa definita in 1 C i e veri f i-

cante le seguenti condizioni:

O2) + a ( C21, sussistendo il segno -
se Cl . CZ è 

Esiste ed è unica una funzione CAVL, la quate è non nega-
tiva, è cle f inz,ta nella famiglia totalmente additiva minima che
contiene ~ {C} ~ e coincide con ~r. ( C) per ogni C di {C}.

Se B è un insieme di tipo ( b) e una funzione reale

in esso definita, diremo che la f (x) è una funzione di tipo (b)
se, qualunque sia il numero reale k, è di tipo ( b) l’insieme dei
punti, che denoteremo con B ( f &#x3E; k), nei quali è f (x) &#x3E; k 9).

Nel caso che 8 si a lo 8,, euclideo e gli insiemi di tipo (b)
i boreliani di tale spazio, le funzioni di tipo ( b) sono le cosi-
dette funzioni di Borel o misurabili (13). Le proprietà di cui
godono le funzioni di tipo ( b) nel caso generale sono perfetta-
mente analoghe a quelle di dette funzioni di Borel, per modo
che è inutile qui riportarle, pur dovendole in seguito sfruttare.

Sia B di tipo (b) ed una funzione limitata in esso

definita. Sia g una misura non negativa. Decomposto B negli

9 ) Nella presente Memoria non introdurremo i concetti più generali
di insieme p-misuiabile e funzione l1-misurabile, secondo quanto è fatto
in [3]. In effetti, per gli sviltippi ulteriori, basta limitarsi a considerare
gli insiemi e le funzioni di tipo (b).
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insiemi B,, B2, ..., B~ tutti di tipo ( b) e detti e f e e f (Bh)
gli estremi, inferiore e superiore, di in Bh, consideriamo
le due somme

Si dimostra che se è di tipo ( b) esse descrivono, al va-
riare comunque della decomposizione di B, due classi numeri-
che contigue. L’elemento di separazione di tali classi si defi-

nisce come l’integrale di f (x) rispetto a g esteso a B e si
. 

indica con

Se + è una misura che assume valori di qualsivoglia segno,
dette p~, le variazioni - positiva e negativa - si pone
per definizione :

Il concetto di integrale si estende anche a funzioni non

limitate 10).
Supposta pL non negativa, la f (~), di tipo ( b) in B, dicesi

ivi u-sommabile 11) se l’insieme numerico descritto da:

è limitato al variare di k. Se &#x3E; o in B, si pone:

) Non considereremo qui - dato che non ci servirà in seguito -

il caso di insiemi di integrazione più generali di quelli di tipo ( b ) , ad

esempio non di misura finita. Per una più generale definizione di fun-
zione sommabile cfr. [3], cap. VII.

Il) Nel seguito, allorchè parleremo di funzione p-sommabile, in-

tenderemo, implicitamente, che essa sia di tipo (b).
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e nel caso generale :

Se f (x) è limitata in B; si ritrova il valore dato con la

precedente definizione.

Se ~J. è una misura che assume valori di qualsivoglia segno,
la f (x) si dirà u-sommabile se lo è rispetto alla Essa lo

sarà allora anche rispetto a p, e q., .
L’integrale di si definisce ponendo:

L’integrale, cos  definito, gode delle proprietà ben note.

È distributivo e completamente additivo. Vogliamo esplicita-
mente notare la proprietà di assoluto continuità dell’integrale
secondo la quale ad ogni e &#x3E; 0 corrisponde un tale

che per ogni insieme U di tipo (b) contenuto in B e tale che
 a i si ha:

Questi brevi richiami sulla teoria della misura e dell’in-

tegrazione dovrebbero essere sufficienti per dare preciso si-

gnificato ai concetti, relativi a tale teoria, che saranno im-

piegati nel seguito.

2. - Definizione di derivata rispetto ad una misura
per una funzione reale non negativa e additiva dipen-
dente da un insieme astratto.

Sia 111 una famiglia elementare di insiemi astratti. In 11
sia definita la misura non Sia F (I) un’arbi-
traria funzione reale non negativa e additiva definita in I } .
Fissato .Io in ~ I ~ , indichiamo con e [F, Io] la classe costituita
da tutte le funzioni reali definite in I o, che godono delle
seguenti proprietà :

a) ogni è non negativa e v-sommabile in 
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b) assunto comunque in I ~ l’insieme I contenuto in Io,
si ha:

La classe Io] non è vuota contenendo la funzione iden-
ticamente nulla in Io. Si consideri il funzionale:

per ogni jf(j*) della classe 8 [I’, Io].
Orbene, se è dotato di massimo in detta classe, di-

remo che deriwabite rispetto alla ~, o, più sem-
plicemente, è sull’insieme Io e diremo 

(derivata rispetto a della F(I) su Io la funzione 

che dà il massimo di in e [h’, 
Se è la F’ ( ~) rende anche massimo JI ( f ) in e [F, I ] .

Non può infatti esistere una u-sommabile in I e tale che

perché allora, posto :

la h’’ apparterebbe a 8 [1’, Io] e sarebbe (F’) &#x3E; J1o(F’).
La y.derivata F’(m) di F(I) su Io è determinata a meno

dell’addizione di una funzione v.equivalente a zero in Ia 12).
Infatti se anche ~~ l,a) rende massimo in Io],
per quanto si è osservato, sarà per ogni I di ~ I l, conte-

nuto in Io : 
-

e quindi in ogni insieme B di tipo ( b) tale che B C Io :

12) Cioè nulla in tutti i punti di Io, tranne che, eventualmente, nel

punti di un insieme N di tipo ( b ) tale che p.(N) = 0.
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donde la li-equivalenza di I’’ ( x) e 13).
Possiamo quindi affermare:
V. Se è u-derivabile su Io, lo è altres  su ogni insieme

I di ~ I} in esso contenuto e ~~e sua (L-derivata su Io,
essa è tale anche su I. La g-derivata di F(I) è determinata a
meno di una f unzione additiva li-equivalente a zero.

3. - Derivazione delle funzioni AVL. Funzioni u-sin-
golari.

Supponiamo ora che sia AVL in III. Indichiamo, come
nel numero precedente, con una misura non negativa de-
finita nel semi-anello 

I)ef. - Diremo che la funzione AVL è (L-derivabile su Io,
se sono tali le due funzioni e q~, (I).

Definiremo al modo seguente la li-derivata h’’ (~) di F(I)
su .Io :

essendo p’F(x) e le u-derivate rispettivamente di 
e 

Sussiste il seguente teorema :
VI. Se F (I) è A VL in {I}, essac è su ogni in-

7o di { I } .
Evidentemente basta considerare il caso di una F(I) non

negativa. Sia À l’estremo superiore di in ® [F’, 7o] e sia

~ f n(x) ~ ~ una successione di funzioni di e [F, I o ] tali che :

Poniamo :

La non negativa e v-sommabile in 10.

13) Due funzioni diconsi u-equivalenti se la loro differenza è p.-equi-
valente a zero.
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Detto I un qualsiasi insieme di {I} ~ contenuto in Io, è possi-
bile decomporre I in n insiemi di tipo ( b) : B1, B2, ..., Bn
(qualcuno dei quali eventualmente vuoto), tali che riesca:

Sia C, un arbitrario insieme di tipo contenuto in R.8
Dato arbitrariamente e &#x3E; 0, sia a, tale che, se U è un insieme
di tipo ( b) per il quale  Q~ , si abbia:

Per la definizione di insieme di tipo ( c), ad ogni O. può
associarsi una successione Pk~ ~ non crescente di insiemi di

tipo ( p) convergente a C,. Si può supporre che sia 
quali si siano k ed i. Poichè C; . è vuoto, per i =~= h, la suc-
cessione P~1~ · Pk ~~ converge verso l’insieme vuoto, epperò sarà
lim ~(P~*P~)===0. Sia v un indice tale che, qualunque sia la
....... a

coppia di indici i ed h con i # h, riesca u(P(i)v · Pv(h)  oE/n.
Poniamo :

Si ha:

e, data l’arbitrarietà degli insiemi C; e di e

È cos  provato che On(x) appartiene a 8 [ I&#x3E;’, 
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Essendo :

per il cosidetto teorema di Beppo Levi sei ha la convergenza

quasi ovunque in I o di verso una funzione I’’ ( x) appar-
tenente a tale che:

Il teorema è cos  dimostrato 14).
D’ora in avanti indicheremo con F’(x) oppure con dF

a seconda che sia più comodo usare l’una o l’altra scrittura, la
li-derivata di F(I). 

’

Def. - Diremo che la funzione AVL F(I) è v-singolare sul-
l’insieme Io di { I } se la u-derivata di su Io è y-equiva-
lente a zero.

4. - Funzioni u-assolutamente continue. Il teorema di

Lebesgue Radon N kodyxn.
I risultati che verranno esposti in questo paragrafo sono

già sostanzialmente acquisiti nella letteratura relativa all’argo-
mento 15). Tuttavia, dovendoci servire di essi per gli ulteriori
sviluppi, si è manifestato necessario inquadrarli organicamen-
te nella presente trattazione.

De f. - Diremo che la funzione AVL F(I), definita nella fa-
miglia elementare { I { è assolutamercte continua rispetto alla
misurac non negativa ~L (pure definita in { I {) o, più semplice-
mente, è li-assolutamente continua se, fissato comunque ~o in

{ I }, ad ogni e &#x3E; 0 può farsi corrispondere un numero positivo
Og tale che, per ogni insieme P di tipo ( p) contenuto in Io
e verificante la condizione jà(P)  jg si ha  e.

14) Nelle ipotesi più particolari che III sia totalmente additiva ed

F (I ) completamente additiva cfr. [5].
lr» Cfr. [9], [10].
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Per indicare che una funzione è g-assolutamente continua,
ci serviremo della sigla VAC.

VII. Ogni combinazione lineare di funzione AVL e pLAC
è una funzione AVL e 

Dimostrazione ovvia.

VIII. Se F(I) è AVL e anche v(I), p(I), e qr(I)
sono 

Dato e &#x3E; 0, sia C’i tale che, per ogni P di tipo ( p) per il

 C’~, riesca i  e. Sia ap un’arbitraria decom-
posizione di P in un numero finito di insiemi di tipo (p).
Siano Pu P2, ..., Pn gli insiemi di bp sui quali la F è non ne-
gativa e Qu Q2, ..., 9M i rimanenti.

Si ha:

Ciò implica - per l’arbitrarietà di ~P :

e quindi è Tali sono anche p,(I) e qF(I).
IX. Ogni funzione AVL F(I) la quale è è completa-

mente additiva.

, che prova la completa additività di F(I).

Per il teorema testè dimostrato e per il teor. II, ogni fun-
zione AVL u-assolutamente continua è definita in tutta la fa-

miglia { B ~ degli insiemi di tipo ( b).

X. Se lct funzione AVL F(I) è ogni insierrte N di tipo
( b) avente misura nulla rispetto a ¡J., ha anche misura assoluta

nulla rispetto a F, cioè si ha = O.

Sia N di tipo ( b) e ~ (N) = 0. Diciamo Po un insieme di
tipo ( p) contenente N. Dato e &#x3E; 0, sia a~ tale che, per ogni
i nsieme di tipo ( p) contenuto in Po e per il  cE ,
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si abbia  e. Diciamo A un insieme di tipo ( a) conte-

nente N e contenuto in Po e tale  Per ogni
P C A sarà li (P)  a~ e quindi  e. Ciò implica v_,(A)  e
e, data l’arbitrarietà di a, v~, (N) = 0.

Il concetto di funzione ¡J.AC gioca in modo essenziale nel
problema consistente nel determinare tutte le funzioni AVL

che possono essere considerate come integrali di - funzioni

u-sommabili. Tale problema viene risoluto da un fondamentale
teorema che daremo fra breve. Occorre ad esso premettere il

seguente lemma :

XI. Siano F (I) due misure non negative definite
nella stessa famiglia elementare III. La sia e non

identicamente nulla.

Ad ogni I di 111 ~ tale che P ( 1 ) &#x3E; 0, si possono associare un
insieme B di tipo (b) contenzcto in I ed un numero positivo a
tali che :

1) si &#x3E; 0 ,
2) in ogni insieme B’ di tipo ( b) contenuto in B riesce :

Fissato il numero naturale n, consideriamo la misura

7~(7)2013-~.(~) e sia 7=B~-}-B~ la decomposizione di Hahn
n

dell’insieme I relativa a tale misura ~). Poniamo:

Essendo B(2) vuoto o contenuto in ogni 11;, si ha :

16) Per la dimostrazione di questo teorema e del successivo, cfr. [5].
17) Cfr. [4] pag. 18-22 e [3] ] pag. 310. L’insieme 13n è tale che in

ogni suo sottoinsieme la misura F’ (I ) - x ~ (I ) assume solo valori non
n

negativi, mentre in ogni sottoinsieme di 13n la detta misura è non p(&#x3E;
sitiva.
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e quindi = 0. Ciò implica = &#x3E; O

e quindi, per il teorema precedente, &#x3E; 0. Deve allora

esservi un no tale che &#x3E; 0. Assunto B = B§l§ e a = 2013 ,no no 
110 

9

segue la tesi.

Possiamo adesso dare il teorema di Lebesgue-Radon-Niko-
dym che risolve il problema a cui si era sopra accennato.

XII. Condizione necessaria e sufficiente perchè per la fun-
zione AVL definita in fissato comunque Io in III,
riesca per ogni I C Io :

con u-sommabile in I°, è che F(I) sia liAC. In tal caso

la f (x), che è determinata a meno dell’addizione di una fun-
zione u-equivalente a zero, coincide in o con dF/du.

Supponiamo sussista la ( 1) per ogni I C Io. Si ha :

e, (cfr. [3] pag. 341) :

. 

Ne segue:

e, quindi, tenendo presente la definizione di li-derivata per una
funzione d’insieme additiva e non negativa,

ciò implica: o .
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Viceversa sia F(I) p.AO. Per dimostrare il teorema, basta
far vedere che le funzioni ¡J../l0 p~,(1~ e q~,(1~ (cfr. teor. VIII)
sono gli integrali delle rispettive u-derivate. Possiamo per-
tanto limitarci a considerare il caso di una F(I) non

negativa. Detta F’(x) la u-derivata di F(I) in I o, poniamo:

La F* (1) è CAVL non negativa (ed è p.-singolare in Io
come segue immediatamente dalla definizione di u-derivata).

Supponiamo che in qualche I C Io sia F* (I) &#x3E; 0. Poichè la

F* (I) è gA C, esistono, per il lemma premesso, un insieme B

di tipo ( b) contenuto in I ed un numero positivo a tali che:

per ogni I’ di {7} ~ contenuto in I.

Sia TB(X) la funzione che vale 1 in B e 0 imS B (fun-
zione caratteristica di B). Si ha per ogni I’ C I :

e, d’altra parte, è :

cioè:

Questo è assurdo. Deve quindi essere F*(7)==0 per ogni
Sussiste quindi la (1).

È utile osservare il seguente teorema che inverte la pro-
posizione X.
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XIII. Se F(I) sono due misure de f inite nella stessa
famiglia elementare {I}, se la v é non Af?gativa e se per ogni
insieme N di tipo (b) che pL(y)==0 è anche = 0,
allora F(I) é 

I teoremi XI e XII seguitano a sussistere con dimostrazione
inalterata se all’ipotesi che F(I) è VAC, si sostituisce quella
del presente teorema. Ciò significa che nella detta ipotesi sus-
siste la (1) per ogni 7C I o e qualunque sia 10 in Ne segue
che VAC. 

-

Per gli ulteriori sviluppi è anche utile il seguente teorema :

XIV. Condizione necessaria e sufficiente perchè la misura
F’(I) sia v.8ingolare 8u Io è che esista un insieme N di tlpo
(b) contenuto in Io tale che ed I’(B) = 0 per ogni
BCIo N.

La condizione è sufficiente. Sia infatti N l’insieme indicato

nell enunciato. Se non è v-singolare su Io, sarà d &#x3E; O

oppure d 
&#x3E; un insieme L contenuto in Io e di misura po-

sitiva rispetto a u.
Avremo, ammesso - per fissare le idee - che si verifichi

la prima circostanza:

Ciò esclude possa essere per ogni B C L N, con-
trariamente all’ipotesi.

La condizione è necessaria. Escludiamo il caso banale che

F(I) sia nulla per ogni I C Io. Non può allora essere la 
nella famiglia 11 - Io ! ~ perchè allora essendo tale anche

F (I), la sarebbe l’integrale della sua. derivata e quindi
nulla per I C Io ·

Diciamo ~ l’estremo superiore dei valori che vp assume sugli
insiemi di misura nulla rispetto a 11 contenuti in Io. Sarà

7~  Sia ( Nk ) una successione di insiemi contenuti in I o
e tali che :
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Posto

Per ogni insieme di tipo ( b) :B C Io poniamo:

La 0~ (i = 1, 2) è una misura Infatti se N’ è tale

che li (N’) = 0, essendo :

deve essere perchè, diversamente, sa-

rebbe ~(~ 2013.V N’) &#x3E; 0 e quindi:

Abbiamo quindi:

Poichè è in Io : o o

posto :

riesce :

Ne segue che le funzioni p~,(B) e q;(B) sono nulle se è

B C Io .N.

18 ) E’ da assumere PF ( B .N) = qF ( B N) = 0 se B.N è vuoto.



386

Essendo per ipotesi quasi ovunque (rispetto a IL) in Io :

si ha:

e, quindi, la tesi.
Dal teorema dimostrato segue owiamente :

XV. una mis1tra li-singolare 8U Io, sono ivi

PIpB e qF(I)

5. La decomposizione di Lebesgue di una funzione
AVL

Sia ~ I la solita famiglia elementare di insiemi astratti e
I’(I) una funzione AVL in essa definita. In { I { sia anche

definita la misura non negativa (L. Fissato Io in {I ~, sia A

un insieme di tipo (a) contenuto in I o.
Poniamo :

Con P si è indicato un arbitrario insieme di tipo (p) conte-

nuto in A.

Sussiste il seguente teorema:

XVI. Condizione necessaria. e sufficiente perchè F(I) sia

VAC è che r.iesca:

quatunque sia la successione non crescente {An} di insiemi di
tipo ( a), tale che lim 

n --i o0

Se F(I) è tale è vF(I). Essendo allora v~,(I) completa-
mente additiva (teor. IX), risulta ( A ) = v~,( A ). In virtù del
teor. X si ha la (2).
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Dimostriamo ora la sufficienza della condizione. Facciamo

intanto vedere che la F(I) è una misura, cioè è completamente
additiva. Sia :

Per l’ipotesi ammessa si ha:

Sia un insieme di tipo ( b) tale = 0. Se faremo

vedere che N non contiene alcun insieme C di tipo ( c) tale che
&#x3E; 0, avremo dimostrato il teorema.

Sia infatti C un insieme di tipo ( c) contenuto in N. Per
definizione esiste una successione ( Qn ) ~ non crescente di insiemi
di tipo (p) tale che lim Q" C. Poichè si ha g (C) = 0 ed es-
sendo i particolari insiemi di tipo ( a), per ipotesi avremo,
tenendo presente che ’VE è una misura : lim vF(Qn) = 0.

Il seguente teorema può riguardarsi come una estensione
alle funzioni J’(I) del teorema XIV valido per una misura.

XVII. Condizione necessaria e 8uff’kiente perchè la funzione
AVL F(I) non negativa sia su 10 è che, dato arbi-
trariamente n &#x3E; 0, esista un insieme A, di tipo ( a), contenuto
in Io, per it ’11 e tale assunto comunqne un

insieme C di tipo (c) in 10 - A..., 

essendo P un arbitrario insieme di tipo ( p) contenente C.
La condizione è necessaria. Sia F(I) u-singolare su Io. In-

trodotta la funzione già considerata nel teorema XII ed
escluso sia y4C - ciò che inaplicherehbe h’ (I) = 0
per ogni I C Io - esisteranno successioni } ~,~ ~ del tipo consi-
derato nell’enunciato del teorema XVI, tali che:
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Diciamo X l’estremo’ superiore dei numeri lim otte-
ti -+ 00

nuti al variare della successione ~ ÅtI} n~ell’insieme delle sue-
cessioni non crescenti di insiemi di tipo (ac), contenuti in Io
e tali che = 0. 

’

Fissato l’intero positivo k, si scelga una successione d~n ~ ~ }
di insiemi di tipo ( a) tale che :

Sia nx un indice per il quale riesca: ,

Poniamo :

Per ogni insieme C di tipo (c) contenuto in Io -A In po-
niamo :

Sia C la totalità degli insiemi di tipo ( c) contenuti
in Sia C,~ ~ una successione non crescente di insiemi
di ~O~lo-4,¡’ convergente all’insieme C. Sia ~P"~ una successione
non crescente di insiemi di tipo ( p) tali che :

Sia ~ una successione non decrescente di insiemi di tipo
( pa contenuti in A"Q tali che :

Poniamo Q. - Pn - R,~ . La successione ~ è non cre-

scente e verifica le condizioni :

Sia I‘ = lim Q.. L’insieme r è di tipo ( c) ed è F D C. Riesce
potendo anche essere I’ C vuoto.
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Sia 1 P. 1 una successione di insiemi di tipo ( p) non cre-
scente e tale che lim Pn = C, lim = Q(C). Possiamo sup-

porre che sia P. C Q., perché diversamente potremmo sostituire

La successione non crescente d,~ ~ ~ di insiemi di tipo (a)
è tale che :

e quindi l m ~(JL~)=0.
9*--CO

Supponiamo p &#x3E; 0 e sia h un intero positivo tale che

i  1 . Fissato l’intero n ed assegnato comunque e &#x3E; 0, sia PA 2p ~ q ’

un insieme di tipo ( p) tale che :

Si ha:

Supposto n &#x3E; M~ essendo allora

Da ciò segue, data l’arbitrarietà di e: .

Si ha 

dato che allora Ån e A}~ ’ non hanno punti in comune.
Ne segue :
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ciò che è assurdo, dato che la successione A,~ -~- ,A.rih~ · ~~, ~ di in-
siemi di tipo ( a) è non crescente e riesce 

n-·oo

Deve quindi essere p = 0. Ciò implica lim ~2013 P.) :5.’
:!5:- lim T(A.) ~ 0 e quindi, dato che è :

si ottiene :

Siano 01 e C2 due insiemi di C I0-An. Si ha ovviamente :

Sia Cl 02 vuoto e sia P~,~~ ~ ~ (i = 1, 2) una successione non
crescente di insiemi di tipo ( p) tale che:

Possiamo supporre che Pà’ . ~ .R,~ sia vuoto per ogni n, perchè
diversamente sostituiremmo } con ~ - R~~ ~.

Assumeremo ora Å~~ - Pn ~ - P~n ~ ; la successione 1 di in-
siemi di tipo (a) è non crescente ed è tale che lim p(An) =0.

x-·oo

Ripetendo il ragionamento, testè fatto, per questa nuova

successione ~.,~ ~ ~ si trae lim .F(P~) . p~,:~) = 0. Detta 1 P. }
.-00

una successione non crescente che converge a C2 e tale
che lim P(P.) -_-_ -j- si ha :
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e quindi

La famiglia C verifica le proprietà 1), 2), 3), 4)
del teor. IV. La verifica di 1), 2), 3)y è ovvia. Occorre solo
provare la 4). Assunto C in C ~~_~, sia Px una successione
di insiemi di tipo ( p) non crescente e convergente a C. Assu-
miamo A,~ = C,~ _ (I o - ~.~) · Pri. Basta far vedere che (7o2013~)*P~
appartiene a f C }I0-An. e che vi appartiene altresi il suo Pom-

plementare rispetto a Io-A"Q. Infatti Io-A’I) è di tipo ( c)
e poiché è tale anche P,~, lo è la loro intersezione. Inoltre

poichè il complementare di ( I ~ A.~) · P,~, rispetto a Io A.~,
è Io (A~ + P,~), essendo 7. di tipo ( p) e -f - P,. di tipo (a),
il detto complementare è di tipo ( e).

La 4) è cosi provata.
La funzione non definita in verifica

le tre proprietà a), b), c) del teorema IV; essa è quindi pro-
lunga,bile nella famiglia totalmente additiva minima che con-
tiene f C ~ ~ ed è una misura ivi definita.

Sia C un insieme di C ~lo-A.,¡ tale che v(C = 0. Sia P~ ~ ~
una successione di insiemi di tipo ( p) non crescente, conver-
gente a C e tale che lim F (Pn) = Q(C). Possiamo supporre

Pn · Rn vuoto per ogni n. 
Cc

Sostituendo nel ragionamento fatto in precedenza A,~ con
Pn, si prova che lim W(Pw) = 0 e quindi lim F(Pw) = 0 e da

cid ~ ( C) - 0. Ne viene che ~ è Sia C un insieme di
* Si ha:

Se, per assurdo, riuscisse Q ( C) &#x3E; 0, detta f (o) la funzione che
coincide con c¡.’(ae) per x C C ed è nulla in Io C, sarebbe :
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avendosi, per ogni I di { I ~ ~ contenuto in Io :

ciò contraddice all’ipotesi che F’(I) sia li-singolare su Io.
Dimostriamo ora la sufficienza della condizione.

Se per assurdo la F (I) non fosse v-singolare su Io, dettane
la p.-derjyata, avremmo :

Posto q2 .- J~ (I’’), fissiamo e&#x3E;0 tale che q~201300. In
corrispondenza ad e esiste un Qi &#x3E; O tale che, per ogni !7

~,-misurabile contenuto in 10 e per il quale p.(t7)  riesee :

Assumiamo n = oE/2 e sia C un insieme di tipo ( c) contenuto

in I o - Å’Q e per il quale BIo (Io - An - C)  oE/2. Per ogni in-

sieme P di tipo ( p) contenente C sarà :

Ciò contraddice l’ipotesi del teorema.

XVIII. La 80mma di due funzioni AYL : e G(I),
golari su I o è 811, I o.

Supponiamo dapprima F (I) e G(I) non negative. Dato

’1 &#x3E; 0, esistono due insiemi ...4.’ 11 e A" 1)’ contenuti in Io, tali che
 ’1,  ’1 e per ogni C di tipo (c), contenuto in

Io A’.~ A"~, si abbia, detto P un insieme di tipo ( p) :

Ne segue, posto : H ( I ) = + (~ ( ~) :
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Infatti, se ~ P~~ ~ e f Qn i sono due successioni non crescenti
di insiemi di tipo ( p) tali che :

sarà:

La H (I) verifica, pertanto, le condizioni del teorema XVII
ed è quindi li-singolare su Io.

Da quanto si è finora provato, segue che se e G ( I)
sono due funzioni additive e non negative, si ha:

Inf atti, si ponga per ogni I C Io :

È evidente che F*’ ( I ) e (~~ ( I) sono p-singolari su I o. Sia

inoltre :

Anche g~’ ~.I) è v-singolare su Io. Si ha d’altra parte:

La funzione 2013 -i- appartiene a 7o] e quindi è

in Io :

Ma si ha :
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e poichè F*(I) + G*(I) è u-singolare, ne segue il sussistere

della (3).
Possiamo ora dimostrare la tesi del teorema nel caso che

e siano due qualsivogliano funzioni AVL u-singolari
su Io.

Dalla posizione .H ( I ) = F (I) + G(I) segue:

e quindi : -

.. , dpF dqF dp e dqG .Essendo per ipotesi à -- d 
- 

d - ~’ segue :

cioè la tesi.

Possiamo adesso dare il teorema della decomposizione d
Lebesgue di una f unzione AVL.

XIX. Se è A VL, f issato Io 1 Il, per ogni I dz ; ~ I ~
contenuto in Io sussiste la~ decomposizione :

con .~~ (1) su 10.
Tale decomposizione di F (I), nella somma di una funzione

u-singolare su 1o e di funzione. VA 0, è unica.
Posto per I C 10-= 

’

la sono u-singolari su Io.
Assumendo I’~ (~) ~ p~,(I) q~, (I), si ha la (4) ed F*(I)

- per il teorema precedente - è y-singolare su 10.
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Sia per ogni I C Io :

con .~’(Ij g-singolare su Io ed ivi li-sommabile. Si ha:

Ne segue che la funzione u-singolare F(I)- F*(I) ha per

g-derivata (cfr. teor. . Ciò implica che 
2013 

è li-equi-

valente a f in Io, donde la tesi.

Se 111 ~ è la famiglia degli intervalli supe-
riormente aperti di 8, e IL l’ordinaria misura di Lebesgue,
l’unicità asserita nel teorema ora dimostrato ci assicura che

la derivata di secondo la definizione adottata nella pre-
sente Memoria coincide quasi ovunque con quella ottenuta come

limite del rapporto p (1) quando I tende ad un punto x con un
fissato parametro di regolarità o su un sistema di reticoli.

Def. - - La funzione li-singolare F*(I) che interviene nella

(4) sarà chiamata la componente g-singolare di ~’(I), mentre

la funzione verrà detta la componente VAC di F(I).

È essenziale osservare il seguente teorema :

XX. La tras f ormazzone, che ad ogni funzione AVL de finita
nel semi-anello III ~ fa corrispondere - per ogni fissato Io di
~ I} - la sua li-derivata su I o, è lineai-e.

In altri ~termini, se F(I) e sono definite in I } ed ivi
A I’L, dette a e b due quasivogliano costanti reali, per ogni
Io di 1 Il si ha :

L’asserzione si prova immediatamente se è b .~ 0. Basta di-
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mostrarla per a .- b =1 19). Si ha :

con I’’~ ( I ) e (~’~ ( I) v-singolari su Io. Ne segue:

Essendo F’’~ (I) + G*(I) (L-singolare su Io, per l’unicità asse-
rita dal teor. XIX, si ha la tesi.

Il seguente teorema è l’estensione alle funzioni A VL del

teor. XIV.

XXI. Se la funzione AVL su Io, tali sono

ivi vF(I), pF(I) e qF(I).
Dette e le componenti u-singolari di pJI)

e q F (I), si ha :

Ciò implica :

ne segue che v,(I) è u-singolare su 7o. Tali sono, pertanto, anche
PF e q. (I).

0sservazione. - La teoria, finora svolta sulla derivazione di
una funzione AVL 7~(7)~ è suscettibile di essere generalizzata
considerando, anzichè una misura 11 non negativa, una misura
di segno variabile. Fissato 7o in f 11 ~ e considerata la decompo-
sizione di Hahn di Io relativa alla misura 

definiremo al modo seguente la li-der vata àdF di su 7o :
. d p

19) Ciò è già stato fatto se F e G sono non negative nel corso della
dimostrazione del teor. XVIII.
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6 evidente che la è ~,-singolare su I o ( cioè è tale che

dF/du = 0 su I ) se e solo se è v -singolare.
È anche evidente che sussiste la decomposizione di Le-

besgue (4) e che, detta p.A O una F(I) che sia sussiste il

teorema di Lebesgue-Radon-Nikodym.

BIBLIOGRAFIA

[1] R. CACCIOPPOLI, Sulle funzzoni additive d’insieme. Rend. Acc. Sci.

Fis.e Mat. di Napoli, t. 33, 1927, pag. 150-153.
[2] F. CAFIERO, Funzioni additive d’insieme e integrazione negli spazi

astratti. Istituto Matem. Univ. Napoli, Edit. Liguori, 1953.

[3] G. FICHERA, Lezioni sulle trasformazioni lineari. Vol. I, Istituto

Matem. Univ. Trieste, 1954.
[4] H. HAHN - A. ROSENTHAL, Set functions. The University of New

Mexico Press Albuquerque, 1947.
[5] P. R. HALMOS, Measure theory. D. Van Nostrand Co. Inc. New

York, 1950.
[6] O. HAUPT - C. PAUC, Über die durch allgemeine Ableitungsbasen

bestimmten Topologien. Annali di Mat., s. IV, t. XXXVI, 1954,
pp. 245-271.

[7] K. MAYRHOFER, Inhalt und Mass. Springer, Wien, 1952.
[8] J. v. NEUMANN, Functional Operators. Vol I: Measures and Inte-

grals. Annals of Math. Studies N. 21, 1950.

[9] O. NIKODYM. Sur une généralisation des integrales des M. J. Radon.
Fund. Math. 15, 1930, pp. 131-179.

[10] J. RADON, Theorie und Anwendungen der absolut additiven Men-
genfunktionen. S. B. Akad. Wiss. Wien, 122, 1913, pp. 1295-1438.

[11] S. SAKS, Theory of the Integral. II. Ed. Hafner Pub. Co. New

York, 1937.
[12] A. C. ZAANEN, Linear Analysis. North Holland Publ. Co. Amster-

dam, 1953.


